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Presentacion

Este libro reune proyectos presentados al Concurso de Oposicién y Méritos para adquirir
caracter efectivo en docencia directa en el Consejo de Formacion en Educacion (CFE), para
el Departamento de Matematica, segun Bases aprobadas por Resoluciéon N° 1 de Acta Ext.
N° 14 (de aqui en mas nos referiremos a esta resolucion como las Bases) de fecha 8 de
noviembre de 2018. Este concurso involucré cuatro de las cinco secciones del
Departamento de Matematica: Geometria en la Formacién de Docentes, Algebra en la
Formacion de Docentes, Analisis en la Formacion de Docentes, Probabilidad y Estadistica-
Computacion en la Formacion de Docentes. Cada una de estas secciones comprenden
asignaturas que son parte de la formacion magisterial, de la formacién de profesores de
matematica de ensefianza media o de la formacion de maestros técnicos.

A continuacién presentamos cuales fueron las asignaturas que integraron cada una de las
cuatro secciones, los temas a eleccion para la elaboracion del proyecto y el tribunal de cada
seccion, segun Acta N° 47 Resolucion N° 35 de fecha 27 de diciembre de 2018:

Seccion Geometria en la Formacién de Docentes:
Geometria | (Matematica)

Profundizacion en geometria (Matematica)
Matematica aplicada a la geografia (Geografia)
Matematica Il (Magisterio)

Geometria (Industria textil, diseno e indumentaria)
Matematica aplicada (Carpinteria)

Temas a eleccion para la elaboracién del proyecto:

1. Isometrias y/o semejanzas

2. Poliedros

3. Paralelismo y perpendicularidad en el plano y/o en el espacio
4. Geometrias no euclidianas

Tribunal: Prof.? Inés Urbina (CFE), Dr. Andrés Abella (UdelaR), Prof.? Laura Dodino
(Delegada de los concursantes)

Seccioén Algebra en la Formacién de Docentes:

Fundamentos de la matematica (Matematica)

Geometria y algebra lineal (Matematica)

Matematica aplicada (Matematica, plan 1986, se ha seguido dictando en forma
ininterrumpida)

Matematica (Magisterio)

Matematica aplicada Il (Industria textil, disefio e indumentaria)

Matematica | (Informatica)

Temas a eleccion para la elaboracién del proyecto:
1. Transformaciones lineales



2. Espacios vectoriales
3. Estructuras algebraicas
4. Divisibilidad

Tribunal: Prof. Julio Silvera (CFE), Dr. Marcelo Lanzilotta (UdelaR), Prof.? Mariana Pizzarosa
(Delegada de los concursantes)

Seccion Andlisis en la Formacion de Docentes:

Andlisis | (Matematica)

Andlisis Il (Matematica)

Topologia (Matematica)

Matematica I, Il y lll (Fisica)

Matematica | y Il (Astronomia)

Matematica (Quimica)

Profundizacion en analisis (Matematica)

Matematica aplicada | (Industria textil, disefio e indumentaria)

Matematica aplicada | (Electronica, electrotecnia, redes y telecomunicaciones)
Matematica aplicada Il (Electronica, electrotecnia, redes y telecomunicaciones)
Matematica aplicada (Mecanica industrial)

Matematica aplicada | (Mecanica automotriz, electricidad automotriz)
Matematica aplicada Il (Mecanica automotriz, electricidad automotriz)
Matematica aplicada Il (Informatica)

Temas a eleccion para la elaboracién del proyecto:
1. Sucesiones y series

2. Continuidad y/o diferenciabilidad

3. Integracién

4. Ecuaciones diferenciales

Tribunal: Prof.? Inés Urbina (CFE), Dr. Aldo Portela (UdelaR), Prof.? Etda Rodriguez
(Delegada de los concursantes)

Seccién Probabilidad y Estadistica-Computacion en la Formacion de Docentes:
Probabilidad y estadistica (Matematica)

Bioestadistica (Ciencias bioldgicas)

Estadistica aplicada (Agraria)

Probabilidad y estadistica (Informatica)

Temas a eleccion para la elaboracién del proyecto:
1. Espacios de probabilidad

2. Variables y vectores aleatorios

3. Convergencias y resultados limite

4. Inferencia estadistica

Tribunal: Dr. Federico de Olivera (CFE), Dr. Diego Armentano (UdelaR), Dr. Juan
Kalemkerian (Delegado de los concursantes)



El Concurso de Oposicion y Méritos consté de dos instancias: una prueba de oposicion y la

valoracion de los méritos. La prueba de oposicion consistié en la presentacion y defensa de

un proyecto referido a alguno de los temas que indicamos anteriormente (Art. 17 de las

Bases).

El puntaje total del concurso fue de doscientos cincuenta (250) puntos y se distribuyeron de

la siguiente manera:

e Sesenta por ciento (60%) para la oposicién: ciento cincuenta (150) puntos compuestos
por noventa (90) puntos del proyecto y sesenta (60) puntos de su defensa

e Cuarenta por ciento (40%) para los méritos: cien (100) puntos.

Los concursantes que obtuvieron por lo menos el cuarenta por ciento (40%) del puntaje total

de la prueba de oposicidon —sesenta (60) puntos— pasaron a la instancia de méritos. (Art.

18 de las Bases).

Los concursantes que tuvieron derecho a efectividad fueron los que obtuvieron un puntaje

equivalente o superior al sesenta por ciento (60%) (150 puntos) del puntaje total del

Concurso (Art. 26 de las Bases).

Un panorama global del resultado del Concurso puede verse en la siguiente tabla:

Cantidad de | Cantidad de
postulantes | concursantes
habilitados a | con derecho

presentar a efectividad

Proyecto
Geometria en la Formacioén de Profesores 51 15
Algebra en la Formacién de Profesores 54 10
Anadlisis en la Formacion de Profesores 46 21
Probabilidad y Estadistica-Computacion 12 3
en la Formacién de Profesores
163 49

El concursante debid elegir, para el desarrollo de su proyecto, uno de los cuatro temas

propuestos para la seccion para la que concursdé. El documento presentado debid tener una

extensién maxima de 15 carillas (Art. 19 de las Bases) e incluir:

e Aspectos disciplinarios: conceptos o ideas involucrados en el tema, fundamentacion
epistemoldgica de su relevancia disciplinar (50%)

o Aspectos didacticos: relevancia del tema para la ensehanza en la formaciéon de
formadores, incluidas estrategias y evaluacién (30%)

e Proyeccion en lineas de investigacion (20%) (Art. 20 de las Bases).

Para la presentacion conjunta de los proyectos recibidos, si bien respetamos la organizacién
que cada profesor le dio, adoptamos algunas normas de edicién (margenes de las paginas,
tamanos de subtitulos, espaciado anterior y posterior, interlineado, etc.) para uniformizar el
resultado. Dentro de cada seccién los proyectos fueron ordenados alfabéticamente segun el



apellido del autor. Participan de esta compilacion aquellos concursantes que resultaron con
derecho a la efectividad y que aceptaron ser parte de ella enviando su proyecto.

Por ultimo, y dejando de lado los aspectos formales del Concurso y de la edicion del libro,
quisiéramos sefialar algunos de los motivos que nos llevaron a realizar esta publicacion. En
primer lugar, dado que todos los profesores que quedaron con derecho a efectivizarse ya se
desempenaban como docentes en el CFE (segun el Art. 2 de las Bases, uno de los
requisitos para presentarse al Concurso era acreditar un afio o un curso semestral completo
de desempefio docente en el CFE o al menos sesenta (60) horas en seminarios o talleres),
consideramos que era necesario conservar y que no se perdiera el conocimiento que estos
han construido a través de su experiencia como docentes en este ambito. En segundo lugar,
consideramos que la formacion de profesores de matematica es una tarea colectiva que se
fortalece en el intercambio de ideas y practicas, el debate, y los acuerdos del cuerpo
docente. Creemos que este libro —para el que fueron invitados todos los docentes que
resultaron con derecho a efectivizarse como resultado del Concurso— servira para
colectivizar producciones de profesores, contribuyendo a la discusion en torno a las distintas
miradas que existen sobre la ensenanza de la matematica en la formacién docente. Por
ultimo, consideramos que puede ser un material de referencia que aporte insumos acerca de
las concepciones de profesores del CFE sobre la ensefianza de ciertos contenidos
matematicos en la formacion docente.

Mario Dalcin y Gustavo Franco
Responsables de la edicion, marzo de 2020
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Isometrias
Gustavo Bermudez

Symmetry, as wide or as narrow as you may define its meaning, is one idea by
which man through the ages has tried to comprehend and create order, beauty, and
perfection. (Weyl, 1952)

La simetria es un concepto, un fendmeno, una clase de propiedades y un método.
Esta presente en casi todas las disciplinas y campos del arte y la tecnologia. Como
concepto, tiene raices tanto en la ciencia como en el arte. Como fenémeno, la
simetria 0 su falta esta presente en todos los campos del arte, la ciencia y la
tecnologia. Finalmente, las propiedades y los métodos, basados en la aplicacién y
la investigacion de simetria (y ruptura de simetria) se transfieren de un campo a
otro. (Journal of Symmetry, 2019)

Las citas precedentes destacan la importancia del estudio de las isometrias (o, simetrias, como
se las conoce en el ambito de la matemética) en la formacion de un futuro profesor de esta
asignatura. Segun el profesor H. Winter, es una de las ideas fundamentales de la formacién
matematica de una persona (Winter, 2001).

Desde hace muchos afnos, el estudio de las simetrias y sus conexiones con otras ciencias han
sido abordadas tanto por matematicos como por otros cientificos. Dos ejemplos notables son
los libros Symmetry de Hernan Weyl (Weyl, 1952) y el clasico Lectures on the principle of
symmetry and its applications in all natural sciences, de F. M. Jaeger (Jaeger, 1920).

Ademas, el estudio de las simetrias, es abordado también desde una perspectiva mas
“holistica”, como un ejemplo notable de unidad e interdisciplinariedad del conocimiento humano
(en contraste con la “compartimentacion” que se hace en la escuela). (Darvas, 2007)

Y fundamentalmente, el concepto de simetrias (isometrias) resulta fundamental para la
formacion matematica del futuro profesor.

Es asi que en muchos reportes se analiza y estudia la relevancia de este tema, como formador
de conceptos que luego resultan casi imprescindibles en el acercamiento al algebra lineal, por
ejemplo (que es una asignatura posterior en la formacion de profesores de matemética en
nuestro pais) o en un estudio de la cristalografia, por ejemplo, en un curso de profundizacién
en geometria.

Algunos autores son terminantes al respecto, como por ejemplo Winter (1976, p. 16, citado por
Donevska-Todorova y Melih, 2017) que afirma: “symmetry and congruence mappings are
considered a fundamental idea in the teaching of geometry even in primary school from several
aspects: shape, algebraic, esthetical, economic-technical and arithmetical.”

Es sabido que el conjunto de isometrias del plano euclidiano con la operacion composicion de

funciones, tiene estructura de grupo (cumple propiedades de clausura o cierre, asociativa,
existencia de neutro y de inverso).
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Al revisar procesos histéricos de formacidn de algunas ideas matematicas, se percibe que los
grupos en el espacio euclidiano de dimension n, son de los méas antiguos y mas estudiados, al
menos implicitamente en el caso del plano y el espacio (incluso antes de la aparicion del
mismo concepto de grupo). Pero, ese surgimiento de un concepto casi que puramente
algebraico, se produce a partir de un trabajo previo, intenso y extenso, en el plano y el espacio
a través de la geometria euclidiana.

Y es ese intenso trabajo en la geometria euclidiana por parte de futuros docentes que también
deberia preceder al surgimiento del enfoque algebraico 0 méas abstracto.

En este sentido, Donevska-Todorova y Melih (2017) indican:
This historical geometrical conduction, prior the algebraic and the abstract, seems to
be reflected in mathematics school curricula and textbooks designs even today. In
primary schools, the abstractness is largely decreased. Yet, in our opinion, this
knowledge is also relevant for teacher education and teacher professional
development programs. Ignorance of any of the modes may prevent pupils from
further earlier cognitive development.

También autores uruguayos como Abella y Pereyra (2011, p. 155) afirman que

La geometria de los movimientos deberia ocupar un lugar importante en el curriculo
de nuestras licenciaturas en Matematicas. Ademas de incentivar el interés por
aquellos aspectos geométricos de la Matematica, es un punto de convergencia de
varias ramas como la geometria euclidiana, el algebra lineal y la teoria de grupos.
Seria deseable que los estudiantes de Educacién Matemadtica, orientados hacia la
docencia a nivel de bachillerato, también tomaran, en algin momento durante la
carrera, un curso de este tipo.

En el &mbito de la formacion de profesores, algunos investigadores afirman que la adquisicion
incompleta del concepto de isometrias por parte de alumnos de ensefianza media, puede ser
fruto de una insuficiencia en la formacién del concepto en su docente de matematicas.
(Donevska-Todorova, 2017) Y, en ese marco, hay algunos que afirman que la ausencia de un
buen concepto acerca de isometrias, hace que, luego, muchos estudiantes no recurran a ellas
como argumentos a utilizar en sus demostraciones. (De Villiers, 2004)

Estamos, entonces en presencia de un tema que supone un importante mojon en la formacion
geométrica y matematica del futuro profesor de la asignatura.

Al momento de plantear el desarrollo del tema, no debemos tampoco perder de vista, (que
ademas de que el futuro profesor debe acceder con la mejor claridad posible al concepto de
isometrias, los diferentes tipos y sus propiedades) que debe trabajarse en un marco general de
una geometria que se aprende para luego ser ensefiada: digamos que, parafraseando a
algunos autores, se trata de “ensefiar geometria para ser ensefada”.

Surgen entonces algunas decisiones a tomar en el desarrollo de una propuesta sobre este
tema, y una de las primeras es:

¢ Con qué enfoque tedrico sobre el tema abordar nuestro curso?
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Existen varias formas de abordar el tema, tres de las cuales describiremos brevemente:

1. PUIG ADAM: La forma mas tradicional en Uruguay y que esta presente en muchos libros de
texto.

Durante muchos afios, la mayor parte de los docentes de matematica de este pais, hemos
aprendido geometria basandonos en el excelente libro Curso de Geometria Métrica (Tomo 1),
de Pedro Puig Adam y puede decirse que el espiritu de esta obra impregnd también los
programas de estudio en ensefianza media (en geometria). Este autor, siguiendo las ideas de
Hilbert, plantea un conjunto de cinco grupos de axiomas (que llama fundamentales) (Puig
Adam, 1986, p. 3) con los cuales elabora el sustento tedrico en su obra:

I) de enlace o incidencia,

Il) de ordenacién,

[l) de congruencia o movimiento,

IV) de paralelismo y

V) de continuidad.

Al abordar el capitulo Il, Movimiento y congruencia, el primer aspecto importante con el que
trabaja, es que llama a las isometrias movimientos geométricos en el plano, aclarando que se
trata de pensar “exclusivamente en la transformacién o correspondencia que resulta entre los
puntos del plano en sus dos posiciones inicial y final” (Puig Adam, 1986, p. 24) y no considera
a los movimientos desde un punto de vista “fisico” donde intervendrian el tiempo y una
sucesion de posiciones intermedias.
Asi, establece los siguientes enunciados como axiomas:
Ax. 1.1 - Los movimientos del plano son transformaciones puntuales biunivocas del
mismo
Ax. lll.2 — Todo movimiento conserva las relaciones de incidencia y orden de puntos
Ax. 111.3 — Ningn movimiento puede transformar un segmento o un angulo en una
parte del mismo
Ax. lll.4 — La transformacion resultante de aplicar dos movimientos sucesivos es
otro movimiento. (Puig Adam aclara ademas, que, como el producto de dos
movimientos inversos es la identidad, considerara a la Identidad como un caso
particular de movimiento.)
Ax. l11.5 — La transformacion inversa de todo movimiento es otro movimiento.
AX. ll1.6 —Existe un movimiento y sélo uno que transforma una semirrecta en otra, y
un determinado semiplano limitado por la recta primera en un determinado
semiplano determinado por la segunda. (Se ha transcripto en forma textual el
enunciado dado por Puig Adam, a pesar de cierta inconsistencia en su redaccion.)
(Puig Adam, 1986, pp. 24-25)

Luego, define la condicién bajo la cual un movimiento es directo o indirecto (que en verdad
llama inverso), menciona la condicién de estructura de grupo del conjunto de los movimientos
con la operacion composicion (a la que llama reiteradamente producto) y define a continuacion
figuras congruentes: “Diremos que dos figuras F y F’' son congruentes o iguales cuando una de
ellas F' puede obtenerse transformando la otra F mediante un movimiento”. (Puig Adam, 1986,
p. 26)

13



Luego de mencionarse que la relacion de congruencia es una relacion de equivalencia y que
esta relacibn se mantiene en un movimiento, procede a enunciar y demostrar un teorema
fundamental en este enfoque tedrico: el teorema del transporte de un angulo y de una figura en
general.

Luego, demuestra los dos primeros criterios de congruencia de triangulos (LAL y ALA).

Al establecer estos supuestos teéricos generales sobre los movimientos, se pasa a definir cada
uno de ellos -en todos los casos- como una correspondencia entre

. dos semirrectas y

. entre los semiplanos determinados por su recta sostén.

Asi lo hace con la simetria central y axial (leccion 5, pp. 30-35) y la traslacién (leccion 7, pp. 41-
45).

La definicion de rotacién o giro, ya no se hace en forma tan precisa como una correspondencia
entre dos semirrectas y sus semiplanos, sino que lo hace a partir de haber analizado
previamente que todo movimiento inverso que deja un punto fijo es una simetria axial cuyo eje
pasa por el punto y trata de investigar la existencia de un movimiento directo que deja fijo a un
punto, con lo cual define el giro.

Y no se establece una definicion de la antitraslacion (o traslacion con desplazamiento como
también se la conoce) como un movimiento inverso mas.

En el mismo texto, analiza algunas composiciones de movimientos, como las de dos simetrias
axiales, por ejemplo. Finalmente, prueba que todo movimiento del plano se reduce a alguno de
los estudiados previamente, o una composicion de ellos (Puig Adam, 1986, p. 48), a partir de
las posiciones relativas de dos semirrectas en el plano.

Es de destacar que, a lo largo de todo el tratamiento del tema, el autor trabaja con el concepto
de grupo: considera la existencia (o no) de esta estructura, como en el caso del conjunto de las
traslaciones y la operacién composicion, o la no existencia como en el caso de los giros con la
misma operacion.

2. HOWARD EVES: Una formalizacion rigurosa de las transformaciones en el plano.

Howard Eves encara en dos volumenes una obra casi monumental —Estudio de las
Geometrias—que se ha transformado en un clasico (Eves, 1997).Es asi que en el Capitulo 7 del
volumen 1, aborda el estudio de las Transformaciones Elementales en el plano, y considera a
las isometrias un caso particular de ellas.

Es asi que comienza definiendo el mapeo del conjunto A al conjunto B como una funcién entre
dos conjuntos Ay B.

A partir de la definicion de mapeo, entonces, define una transformacion:

“Un mapeo de un conjunto A sobre otro B en el que los elementos distintos de A tienen
imagenes distintas en B se llama una transformacion de A sobre B.” (Eves, 1997, p. 117)

Define elemento invariante en una transformacién y a la transformacién identidad como aquella
transformacién de un conjunto A sobre si mismo, que tiene sus elementos invariantes.

A continuacién, define transformacion inversa (como el mapeo inverso entre los conjuntos) y
entonces aborda la composicion de transformaciones, a las que llama en verdad producto de
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transformaciones y establece una definicién precisa para el grupo de transformaciones de un
conjunto A sobre si mismo. (Eves, 1997, p. 119)

Entonces, aborda todo el conjunto de todas las transformaciones del plano en el plano y define
todas ellas, como, por ejemplo:
Sea S el conjunto de todos los puntos del plano ordinario [...]
3.2.1DEFINICIONES Y NOTACION. Sea AB un segmento rectilineo dirigido del plano.
Por traslacién T(AB) queremos decir la transformacion de S sobre si mismo que
transporta cada punto P del plano al punto P' del plano tal que PP’ sea igual y
paralelo a AB. El segmento dirigido 4B se llama el vector de la traslacion.[...]
3.2.3DEFINICIONES Y NOTACION. Sea | una recta fija del plano. Por la reflexion R(I) en
la rectal se designa la transformacion de S sobre si mismo que lleva cada punto P
del plano al punto P' del mismo, tal que | sea la mediatriz de PP'. La recta | se llama
eje de la reflexién
3.2.6DEFINICIONES Y NOTACION. Sea | una recta fija del plano y AB un determinado
segmento dirigido de |. Por el deslizamiento-reflexion G(I, AB) queremos decir el
producto R(DT(AB). La recta | se llama eje del deslizamiento-reflexion, y el
segmento dirigido AB de | se llama vector del deslizamiento-reflexion. (Eves, 1997,
pp. 121-122)

Establece teoremas que consideran diferentes productos entre las transformaciones definidas

previamente y se determina cuales son las que son involutivas y cuéles tienen puntos

invariantes.

Mas adelante define una isometria como una semejanza de razén 1:
DEFINICIONES: Una transformacion puntual del plano no limitado sobre si mismo que
trasporta cada par de puntos A, B a un par A’, B', de modo que A'B’' = k(AB), donde
k es un numero real positivo fijo, se llama semejanza (o transformacion equiforme),
y el caso particular en que k = 1 se llama isometria (o transformacion congruente)
Una semejanza se dice que es directa o inversa segin que AABC tenga o no el
mismo sentido que AA'B'C’. (Eves, 1997, p. 131)

Se demuestra que existe una Unica isometria que transforma un tridngulo ABC en otro
congruente A’'B’C’ y que toda isometria es el producto de a lo sumo tres reflexiones de rectas y
contindia analizando las isometrias que transforman un segmento AB en otro A'B’, demostrando
también que sdélo hay dos isometrias inversas y caracteriza a las isometrias que contienen un
solo punto invariante y también que, dadas dos rectas, la composicién de las reflexiones segun
esas rectas es una traslacion (si son paralelas) o una rotacién (si son secantes).

Todo el planteo de Eves, se hace en un plano de abstraccibn importante, como una
construccién logica casi sin recurrir a figuras en su tratamiento

3. DALCIN-MOLFINO: Una propuesta aplicada desde hace unos 10 afios en Formacion
Docente.

Elaborada por los profesores Mario Dalcin y Verdnica Molfino (Dalcin y Molfino, 2009) consta
de una serie de fichas para el trabajo en todo el curso, a partir de una concepcion diferente
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sobre el ensefiar y aprender geometria. Se trata de la construccion de un sistema deductivo
basado en algunos axiomas de tipo “local’ en el sentido de que se determinan esos axiomas
(como proposiciones que se admiten como verdaderas, sin necesidad de ser demostradas) y
con una finalidad diferente a la planteada por Hilbert (y que sigue Puig Adam): no se trata de
construir un “edificio” teérico para la geometria sino de tener elementos para una “construcciéon”
de la misma en el aula.

Ademas, el curso esta pensado para el perfil de la mayoria de los estudiantes que comienzan
su formacion como profesores de matematica, y se aborda desde una introduccion histérica del
estudio de la geometria euclidiana, revisando las actitudes hacia la geometria de diferentes
civilizaciones, hasta culminar con la griega, que plantea un salto cualitativo en cuanto a la
argumentacioén como factor fundamental del desarrollo de la disciplina.

Luego de revisar conceptos sobre angulos y angulos entre paralelas, plantea un conjunto de
cuatro axiomas, que son simplemente los cuatro criterios de congruencia de triangulos, con los
cuales comienza a construirse a nivel “local’ un sustento tedrico para la demostracion de una
serie de propiedades de los tridngulos isosceles, de los puntos notables en el triangulo y un
estudio completo de los cuadrilateros. Por supuesto que la eleccion de este “sistema
axiomatico local” (en el sentido de su validez en el ambito del trabajo en el aula y el curso)
cumple con los requisitos imprescindibles de consistencia e independencia.

Para abordar el tema concreto de isometrias, se procede a considerarla como una funcién
biyectiva del plano en el plano que conserva las distancias. Previamente, se hace un estudio
sobre algunas funciones del plano en el plano, analizando caracteristicas (si conservan
alineaciones, si tienen puntos fijos, si conservan el paralelismo o la forma, etc.) y su
composicion.
En ese marco, entonces, establece primeramente el

Axioma métrico:

Existe una funcién d: ™ x 1 — R a la que llamaremos distancia que a cada par de

puntos le hace corresponder un numero real y tiene las siguientes propiedades:

)d(AB)=z0OVA,Bem

ii)d(A,B)=d(B,A) VA, BeT

iii) si C pertenece al segmento AB — d(A,B) = d(A,C) + d(C,B)

iv) si C no pertenece al segmento AB — d(A,B) <d(A,C) + d(C,B)

V) V recta orientadar c m, VO €r, V k € R® — existe un Unico punto P € r/ O

precede a P y d(O,P) = k. Nota: 1T es el plano.

(Dalcin y Molfino, 2009, Unidad 2, ficha 1, p. 4).

Asi, se define la isometria del plano como una funcién biyectiva que conserva las distancias
(obviamente se trata de una funcion del plano en el plano).

Se define la funcion identidad y se prueba que es una isometria. Asimismo, se define isometria

directa y no directa (segun conserve o no el sentido en el plano) y se procede a demostrar que
el conjunto de las isometrias con la operacion composicion tiene estructura de grupo.
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Y entonces se llega a un punto importante: ¢cémo se determina una isometria? Para eso se
demuestra el teorema de determinacion de isometrias:
Dados tres puntos no alineados A, B y C y sus respectivas imadgenes A’, B’y C’,
existe y es Unica la isometria que transforma Aen A, BenB’'y Cen C'.
(Dalcin y Molfino, 2009)

Se define la simetria axial, rememorando la definicidbn (en este contexto teérico) de Eves
(1997): dada una recta e, dos puntos P y P’ son simétricos respecto de e si y sélo si e es la
mediatriz del segmento PP’. Se demuestra que se trata de una isometria y que es directa e
involutiva.

A continuacion, se definen las restantes isometrias como el resultado de la composicion de dos
0 tres simetrias axiales: de dos simetrias axiales (segun los ejes sean secantes o paralelos),
definiéndose entonces la rotacion y la traslacion y considerandose como un caso particular de
rotacion a la simetria central (para el caso en que los ejes sean perpendiculares).Se analizan
detenidamente sus propiedades particulares.

Finalmente, se estudia la composicién de tres simetrias axiales, haciéndolo a partir de las
posiciones relativas de tres rectas en el plano. Al “detectar” que, en una de las posiciones, esa
composicion no es ningun resultado conocido hasta el momento, se procede a definir la
Antitraslacion (la antitraslacion, corresponde a la deslizamiento-reflexién definida por Eves)
como el resultado de componer tres simetrias axiales bajo ciertas circunstancias.

Para terminar con el estudio de las isometrias, se demuestra de varias formas, que no hay mas
isometrias que las definidas: identidad, simetria axial, rotacion, simetria central, traslacion y
antitraslaciéon. A este resultado se le llama teorema fundamental de las isometrias del que se
elaboran varias demostraciones:

¢ la primera a partir de la consideracion de la composicion de cuatro simetrias axiales y la
constatacion de que el resultado siempre es uno de los ya conocidos,

e la segunda es demostrando que, dados dos triangulos iguales en cualquier posicién,
componiendo las isometrias conocidas hasta el momento es posible transformar el primer
triangulo en el segundo

¢ la tercera considerando las posiciones relativas de dos semirrectas en el plano (10 casos) y
probando que siempre se corresponden en algunas de las isometrias conocidas

¢ la cuarta caracterizando las isometrias segun la cantidad de puntos fijos (o0 invariantes)

De esta forma, se demuestra que no hay mas isometrias que las estudiadas y que toda
isometria es el resultado de componer, a lo sumo, tres simetrias axiales.

Propuesta para desarrollar el tema en un curso de Geometria Euclidiana para futuros
profesores

La propuesta que desarrollaré, esta basada en la necesidad y posibilidad de que el futuro
profesor de matematica estudie geometria en un Entorno de Geometria Dinamica (EGD) y el
trabajo en grupos en la mayor parte del tiempo.
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El EGD constituye un espacio de trabajo del alumno con un software de Geometria Dinamica
(GD): (como Geogebra) y un soporte digital adecuado: computadora personal, tablet, celular,
etc. Esta posibilidad es absolutamente real en nuestro Uruguay actual.

La propuesta esta basada en la idea desarrollada por Dalcin y Molfino (2009) y consideraré las
isometrias, como un conjunto especial de transformaciones del plano, dejando para después la
consideracién de las semejanzas (y no como plantea Eves (1997) por ejemplo, que trabaja con
todo el conjunto de las transformaciones en forma simultdnea). Se trabajard (y estara
subyacente en varios momentos) la existencia del grupo de las 17 simetrias del plano y
algunos de sus subgrupos discretos (Carrién, 2012 y Abella y Pereyra, 2011) que permitird en
un curso de profundizacion abordar el estudio de frisos, mosaicos y aun de la cristalografia
plana.

Ademas, para esta elaboracion, consideramos el modelo Van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1990)
como marco teérico de trabajo, desde el punto de vista didactico.

El modelo Van Hiele abarca dos aspectos: descriptivo (es posible identificar distintas formas de
razonamiento geométrico en el alumno y es posible “medir” su progreso) e instructivo (sugiere
o indica los criterios que debe manejar un docente para favorecer el avance de sus estudiantes
en su nivel de razonamiento geométrico)

La idea esencial de este modelo es que, a lo largo del proceso de aprendizaje de la Geometria,
“el razonamiento del alumno pasa por una serie de niveles de razonamiento, que son
secuenciales, ordenados y tales que no se puede saltar ninguno.” (Jaime y Gutiérrez, 1993).
Estos niveles de razonamiento son: reconocimiento, analisis, clasificacion, deduccion formal y
rigor.

A grandes rasgos:

¢ El nivel 1, (reconocimiento) implica una percepcion individual de las figuras: son consideradas
como un objeto, independiente de otras figuras de la misma clase y su descripcion se basa
principalmente en su aspecto fisico y posicién en el espacio.

e El nivel 2 (andlisis) implica ya un reconocimiento de las figuras como portadoras de
propiedades. Se pueden deducir propiedades a partir de la experimentacion y, en algunos
casos es posible una generalizacibn a un conjunto de figuras de la misma clase; la
demostracion de una propiedad se realiza mediante su verificacidbn en pocos casos.

e El nivel 3 (clasificacién) es en el que se relacionan propiedades de una figura entre si o con
las de otras figuras: se percibe la existencia de relaciones y se descubren, de manera
experimental, nuevas relaciones, y ademas, se comprende lo que es una definicién
matematica y sus requisitos. La demostracion ya no se basa en la comprobacion de casos,
sin embargo, aun no se puede completar formalmente una demostracion.

¢ El nivel 4 (deduccion formal) es el que permite manejar enunciados de problemas o teoremas,
con un lenguaje mas preciso, permite la realizacion de las demostraciones (de varios pasos)
mediante razonamientos deductivos formales y se pueden desarrollar demostraciones
formales.

e El nivel 5 (rigor), implica la posibilidad de trabajar en sistemas axiomaticos distintos del de la
geometria euclidea, la capacidad para pensar en forma abstracta basandose en un sistema
de axiomas determinado; capacidad para comparar sistemas axiomaticos diferentes y decidir
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sobre su equivalencia. Se comprende la importancia de la precision al tratar los fundamentos
y las relaciones entre estructuras matematicas. (Jaime y Gutiérrez,1993).

Nasser (1989) adapté la descripcion de cada uno de los niveles al caso de las

transformaciones geométricas:

e Nivel 1: los alumnos reconocen e identifican las transformaciones (reflexion, rotacion,
traslacién y homotecia);

¢ Nivel 2: Los estudiantes identifican y analizan las propiedades de las transformaciones, como:
eje de simetria (reflexion), centro y angulo de giro (rotacion), factor de escala de la homotecia;

¢ Nivel 3: Los alumnos reconocen combinaciones e inversos de transformaciones;

¢ Nivel 4: los estudiantes entienden el significado de la deduccién, lo contrario de un teorema y
las condiciones necesarias y suficientes;

e Nivel 5: Los estudiantes hacen demostraciones formales de propiedades y establecen
transformaciones en diferentes sistemas.

También, una descripcion mas profunda de estos niveles aplicados a las isometrias se
encuentra (Jaime y Gutiérrez, 1993) y también en (Jaime y Gutiérrez, 1991) y es utilizada en
este trabajo.

Si bien es esperable que los estudiantes al culminar el bachillerato, y luego de trabajar con
isometrias a lo largo de su etapa liceal, puedan rapidamente acceder a los niveles superiores
de esta escala, la experiencia en los ultimos afios indica que la mayoria de quienes comienzan
su formacién como profesores de matematica, apenas pueden ubicarse en los dos primeros
niveles.

Asi, pues, con esta referencia se construye la propuesta, de la cual se muestran algunos
ejemplos de actividades en las paginas siguientes:

Actividad 1.

Elegidas dos rectas secantes ay b en O, se define la funcion f : 1 — 1T como sigue:

f(O)=0

siP # 0, f (P) = P’ donde P’ pertenece a la paralela a la recta b por P, de forma que PP’ = 2PP,,
siendo Po el punto donde PP’ corta a la recta a.

1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de
cualquier punto P del plano.

2. Verifica que se trata de una funcidon del plano en el plano: para ello, puedes comenzar
“moviendo” el punto P por la pantalla y verificando si existe P’.

3. ¢ Siel punto Peb, a qué figura pertenece P'? Justifica. ¢ Cuél es la imagen de la recta b?

4. ¢ Hay puntos fijos en esta funcién? Es decir, hay puntos P que coincidan con P’. ¢ Cuales?
¢, Cuél es la imagen de la recta a?
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5. Considera dos puntos P y Q diferentes (en principio diferentes a O) y halla sus imagenes por
f. Considera la recta PQ y contesta: ¢ la imagen de una recta es una recta? ¢,Hay algin caso en
gue una recta y su imagen son paralelas?

6. Considera un tercer punto R diferente a P y Q y halla la imagen del triangulo PQR. ¢Ambos
triangulos tienen el mismo sentido?

7. Considera la circunferencia de centro P que pasa por Q. ¢Su imagen sera la circunferencia
de centro P’ que pasa por Q'? A dos rectas paralelas, ¢ le corresponden rectas paralelas?

8. Demuestra que la funcién f es una funcién biyectiva (puedes recurrir a materiales de clase
para revisar definiciones a aplicar)
9. ¢f conserva las distancias?

Actividad 2.

Dado O € 1 definimos g: T — 1T como sigue:

9(0)=0

siP # O — g (P) = P’ siendo el triangulo (OPP’) equilatero y antihorario.

1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de
cualquier punto P del plano.

2. Verifica que se trata de una funcién del plano en el plano: para ello, puedes comenzar
“moviendo” el punto P por la pantalla y verificando si existe P’.

3. ¢ Es g una funcion biyectiva?

4. ¢Hay puntos fijos en esta funciéon? Es decir, hay puntos que coincidan consu imagen.
¢, Cudles?

5. Considera dos puntos P y Q diferentes (en principio diferentes a O) y halla sus imagenes por

g. Considera la recta PQ y contesta: ¢la imagen de una recta es una recta? ¢Hay algin caso
en que una recta y su imagen sean paralelas?

6. Considera un tercer punto R diferente a P y Q y halla la imagen del triangulo PQR. El APQR
y su imagen ¢tienen el mismo sentido?

7. Considera la circunferencia de centro P que pasa por Q. ¢Su imagen sera la circunferencia
de centro P’ que pasa por Q'? A dos rectas paralelas, ¢ le corresponden rectas paralelas?

8. Demuestra que la funcién g es una funcion biyectiva (puedes recurrir a materiales de clase
para revisar definiciones a aplicar)

9. ¢,g conserva las distancias? ¢ Por qué?

Actividad 3.
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Dado O € 11 y definimos h: 71 — 1 como sigue:
h(©)=0
siP # O — f(P) = P’ con P’€OP / OP' = 30P

1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de
cualquier punto P del plano.

2. Verifica que se trata de una funciéon del plano en el plano: para ello, puedes comenzar
“moviendo” el punto P por la pantalla y verificando si existe P’. ¢ Es h una funcion biyectiva?

3. ¢ Hay puntos fijos o invariantes en esta funcion? ¢ Cuéales?

4. Considera dos puntos P y Q diferentes (en principio diferentes a O) y halla sus imagenes por
h. Considera la recta PQ y contesta: ¢la imagen de una recta es una recta? ¢Hay algun caso
en gque una recta y su imagen sean paralelas?

5. Considera un tercer punto R diferente a P y Q y halla la imagen del triangulo PQR. EI APQR
y su imagen tienen el mismo sentido?

6. Considera la circunferencia de centro P que pasa por Q. ¢Su imagen sera la circunferencia
de centro P’ que pasa por Q7? A dos rectas perpendiculares, ¢le corresponden rectas
perpendiculares?

7. Demuestra que la funcion h es una funcion biyectiva (puedes recurrir a materiales de clase
para revisar definiciones a aplicar)

8. ¢,h conserva las distancias? ¢ Por qué?
Estas tres actividades permitiran un acercamiento a la idea que: hay funciones del plano en el
plano que son isometrias y funciones que no lo son.

Actividad 4.
Visualiza el video SIMETRIAS, de Eduardo Saenz de Cabezén, disponible en
https://youtu.be/beqlodpZXdg

Actividad 5.

Definicion de simetria axial:

Se: ™ — 1 tal que

SiPee, Se(P)=P

SiPee, Se(P) = P’ < e es la mediatriz del segmento PP’

1. Realiza con tu grupo de trabajo, las construcciones necesarias para hallar la imagen de
cualquier punto P del plano.

2. ¢ Es Se una isometria? Justifica

3. ¢ Se mantiene el sentido en el plano?
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4. Considera una recta m no paralela a e. Halla m’ = Se(m). ¢ Qué puedes decir de e acerca de
mym’?

5. Sea ahora una recta n, paralela a e. ¢ Cémo es la imagen de n en Se? Justifica.

6. Sea una recta r perpendicular a e. Sin recurrir a una figura dinamica: ¢,cual es la imagen de
r? ¢Son fijos en Se los puntos de r? ¢ Es r invariante?

7. Si Se(P) = P’, halla Se(P’). ¢,Cual es la transformacién inversa de Se?

Actividad 6.
Basado en ideas de (Mora, 2019) i ‘C
ABCD es un cuadrado, del cual se ha obtenido el poligono
sombreado que aparece en la figura de la derecha, que le _
llamaremos semiflecha :fﬁi

g |
Realiza la construccion de una semiflecha con tu software de GD. i Paan\Fy

¢ Qué fraccion del area del cuadrado representa el poligono sombreado? Justifica.

¢ Es posible mediante simetrias axiales de la semiflecha teselar el plano? Justifica.
Realiza, si es posible, esa teselacion con tu software de GD.

Elije otra figura en el cuadrado ABCD que represente la misma fraccion del cuadrado que la
semiflecha y analiza la posibilidad de realizar una teselacibn del plano recurriendo
exclusivamente a simetrias axiales.

Actividad 7.

Basado en ideas de (Mora, 2019) (Esta actividad constituira el
“hilo conductor” del resto de trabajo para presentar las siguientes
isometrias como composicion de simetrias axiales.)

Realiza la composicion de dos simetrias axiales que tengan como
ejes algunas de las rectas que se utilizaron en la construcciéon de
la actividad anterior, para transformar la mediaflecha gris, en la
sombreada en la figura.

¢ Es conmutativa esta composicion?
¢, Hay algun punto fijo en esta transformacion? ¢ Se conserva el sentido?

,Qué angulo forman entre si dos puntos correspondientes? ¢Y dos segmentos
correspondientes?

¢, Qué nombre podria darse a la composicion de estas dos simetrias axiales?
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¢Es posible teselar el plano a partir de la media flecha y exclusivamente con este tipo de
composicion de simetrias axiales?

Formalizando y generalizando:

Dadas dos rectas secantes a y b, llamamos Rab a la composicion de Sa con Sb (en ese orden)
y lo anotaremos: Rab = Sb° Sa.

O mejor aun, si anb = O, entonces podemos escribir RO,a = Sb ° Sa, siendo <a = 2ab

Actividad 8.
1. ¢ Es la rotacidn una isometria? Justifica
2. ¢ RO,a mantiene el sentido en el plano?

3. ¢,Cudl es la inversa de RO, «?
4. Considera RO,« y una recta semirrecta Am que no pasa por O. Halla A’'m’ = RO, o(Am).
5. Considera la funcion g de la actividad 2. ¢ Observas alguna particularidad?

Actividad 9.

Basado en ideas de (Mora, 2019)
Realiza la composicion de dos simetrias axiales que tengan como %
ejes algunas de las rectas que se utilizaron en la construccién de la
actividad anterior, para transformar la mediaflecha gris, en la
sombreada en la figura.

LY

¢ Es conmutativa esta composicion?

¢, Hay algun punto fijo en esta transformacion?

¢, Qué angulo forman entre si dos puntos correspondientes?

¢ Y dos rectas correspondientes?

¢, Qué nombre podria darse a la composicion de estas dos simetrias axiales?

¢ Es posible teselar el plano recurriendo exclusivamente a este tipo de isometrias?
Formalizando y generalizando:

Dadas dos rectas perpendiculares a y b, llamamos R2 a la composicion de Sa con Sb y lo

anotaremos: R2= Sb° Sa.
O mejor aun, sia n b = O, entonces podemos escribir CO= Sb

°Say en este caso le llamamos simetria central de centro O. )
.. \ :%a::
Actividad 10. \ v
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Basado en ideas de (Mora, 2019)

Realiza la composicion de dos simetrias axiales que tengan como ejes algunas de las rectas
que se utilizaron en la construccion de la actividad anterior, para transformar la mediaflecha
gris, en la sombreada.

¢, Es conmutativa esta composicion?

¢ Hay algun punto fijo en esta transformacion?

¢, C6mo son entre si dos rectas correspondientes?

¢, Qué nombre podria darse a la composicion de estas dos simetrias axiales?

¢ Es posible teselar el plano recurriendo exclusivamente a este tipo de isometrias partiendo de
la mediaflecha gris?

Definimos a continuacion traslacion y a través de mas actividades analizamos sus propiedades,
cuidando especialmente en revisar la definicién de vector de la traslacion

Actividad 11.

Basado en ideas de (Mora, 2019)

¢Es posible hacer la composicion de dos simetrias axiales que R

tengan como ejes algunas de las rectas que se utilizaron en la \\

construccibn de la actividad anterior, para transformar la b _a

mediaflecha gris, en la sombreada? /_’)
-l

ZY con tres simetrias axiales?

¢, Qué particularidades tienen en este caso los tres ejes?

¢, Hay algun punto fijo en esta transformacion?
¢ Mantiene el sentido en el plano?
¢,Cudl es la isometria inversa?

Actividad 12.

Basado en ideas de (Mora, 2019)

Consideremos el mosaico de la figura en el que se ha
resaltado parte del contorno de una de las figuras que
lo componen. Llamemos poligonal a ese sector del
contorno

Consideremos, ademas, las siguientes isometrias: /\
¢ Rotacion de 180°(Simetria Central o Rotacion de
orden 2)
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¢ Rotacion de 90° (Rotacion de orden 4)
¢ Simetria axial

¢ Traslacion

¢ Antitraslacién

Identifica ejes de simetria, centros de rotacién de orden 2 y orden 4, vectores de traslaciones y
ejes y vectores de antitraslaciones que permitan construir todos los contornos de las figuras
sombreadas transformando la poligonal (sin repetir ninguna de las construcciones). (Este
conjunto de isometrias, se conoce como grupo cristalografico p4g).

Al trabajar con este conjunto de doce actividades, se espera que los futuros profesores puedan
apropiarse de los principales conceptos relacionados con el conjunto de las isometrias del
plano, mientras transitan en forma ascendente hasta acceder al tercer nivel de Van Hiele,
mencionado por (Nasser, 1989) y (Jaime y Gutierrez,1993).

Es esperable que, los futuros profesores (por mas que estén en su primer afio de formacion)
alcancen, al menos, el cuarto nivel de van Hiele: deduccion formal y, aln el quinto: rigor. Para
esto, y en el marco de una propuesta de trabajo de “construccion” del conocimiento geométrico,
es que se trabajara con problemas como los siguientes, formalizandolos adecuadamente:

Dados dos puntos A y B, se consideran los puntos M y M’ variables de manera que los
triangulos AMB y AM'B son rectangulos en My M'. La recta e es eje de simetria entre My M'.
Demuestra que la recta e pasa por un punto fijo.

ABC es un triangulo isdsceles en A e | es el punto medio del segmento BC. M es un punto del
segmento Al, BM N AC ={K} y CM N AB = {H}.

i) Demuestra que H y K son simétricos respecto de la recta Al.

i) Demuestra que los segmentos CK son iguales

Construye un triangulo ABC, dados b, ¢ y Z(C-B) suponiendo C > B.

(ABC) antihorario isdsceles con A = 1200,

i) Hallar el centro O y el angulo de la rotacién en que a la AB le corresponde la CA.
i) Sean M € AB y N € AC de modo que AM = CN. Naturaleza del (MNO).

iif) Halla la imagen (A'B'C') del (ABC) en la rotacion de i) y

iv) Demuestra que B, O, C' pertenecen a una misma recta y que BAC' = 90°.

(ABC) antihorario rectangulo en A. f.T—1T la isometria directa que transforma la semirrecta AB
en la CA.

i) Halla P, punto fijo en f.

i) Una circunferencia variable que pasa por Ay P corta a AB en D y a AC en E. Demuestra
gue, si O es el centro de la circunferencia, se cumple que PO L DE.

iil) Spe: T—>1/ S pe (P ) = P’. Halla el lugar geométrico de P’ al variar O.

iv) f: m—1/f(P")=P”. Halla el lugar geométrico de P”.
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Construye un triangulo AEF equilatero inscripto en un cuadrado ABCD, con EeBCy FeDC.

Sea ABC un triangulo cualquiera y un P un punto interior. B’ = Sxc(P), C' = Sas(P)y Q es la
circunferencia determinada por A, B’y C'. Sea S un punto cualquierade Q, S’ = Spe(S)y S” =
Sac(S). Demuestra que P, Sy S” estan en la misma recta.

Sea (ABC) con AB fijo y ACB agudo constante. H el ortocentro de (ABC), D el punto
diametralmente opuesto de C en la circunferencia circunscripta de centro O y M el punto medio
de AB.

i) Prueba que si (ABC) no es rectangulo se cumple que:

(@) AH// DB, (b) (ADBH) es paralelogramo, (c) D, M, H pertenecen a la misma recta.
Distingue segun (ABC) acutangulo u obtusangulo.

ii) Prueba que CH = 20M. Distingue segun (ABC) acutangulo, rectdngulo u obtusangulo.

iii) Determina el lugar geométrico de H al variar C.

(ABEF) y (BCDE) cuadrados como en la figura.

Halla una expresidn candnica de cada una de las isometrias que se indican:

i) f: 1 —1/Sge°f°Sas =Sae . g 5
i) g: M —T1/See’ g = Sap’ Sae

i) h:m—1/h°Cg =Sgp

iv) j: T —>T/ See®j °Rp s = |

V) ki —T/Kk°Toea = Sec A B i

(ABCD) cuadrado de lado a. Atac ac : T — T/ At ac.ac (P ) =P".

Determina el lugar geométrico de P para que dist(P, P') = —““zm-

La evaluacion, se hara en dos “etapas”: una tradicional, con la resolucién en forma escrita de
una lista de problemas en un tiempo dado (estilo prueba) y la segunda, en una exposicion oral,
de unos 10 a 15 minutos donde el estudiante debera dar su vision acerca de las isometrias y
alguna descripcion particular de alguna de ellas, en especial buscando conexiones con la vida
diaria, y con otros campos del saber cientifico y el arte. Esta segunda parte podra ser realizada
por medios audiovisuales: video, presentacion, serie de gifs animados, etc. o en el formato
tradicional.

Para esta Ultima etapa, se brindaran al estudiante materiales (libros, articulos, guia de sitios
web, etc.) con los cuales elaborar su trabajo.

Lineas de investigacion
¢, Puede el profesor ser investigador?

La opinion personal se confirma ante estudios que reportan y teorizan con esta posibilidad del
docente y la consideran indispensable. La actividad de investigacion del docente se puede
ajustar fuertemente a una vision de la investigacion-accion relacionada con una practica
reflexiva critica (Jaworski, 1998) y (Adler, 1997). En ese marco, pensamos que hay al menos
dos lineas de investigacion posibles (y necesarias):

La primera: es mas general, por mas que puede realizarse a partir de esta propuesta.
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Como docente de cursos de geometria en el primer afio de la formacién de profesores de
matematica en el Uruguay, tengo una percepcion sobre que los estudiantes —en general- no
acceden mas que a los dos primeros niveles de Van Hiele en su proceso de aprendizaje
geomeétrico previo.

Es esperable que, luego de culminar un curso, al menos en algunas tematicas accedan al nivel
4y albs.

Admitiendo la validez del modelo Van Hiele, ampliamente aceptado en la comunidad
internacional desde hace 50 afios, habiéndose profundizado y aun reformulado en algunos
aspectos conceptuales y filosoficos (Papademetri-Kachrimani, 2012), se hace necesaria una
investigacion para reconocer la realidad de nuestro pais al respecto.

Ahora bien, en varias investigaciones realizadas en estudiantes de profesorado (Knight, 2006)
o en profesores en servicio (Robichaux-Davi y Guarino, 2016) se reporta en ellos la
insuficiencia de razonamiento geométrico en niveles superiores al tercero y destacandose la
necesidad de identificar el nivel con el que se encuentran para poder superarlo. Asi, Gutiérrez y
Jaime (1999) reporta investigaciones realizadas en afios anteriores a maestros de educacion
primaria en varias regiones donde la mayoria de los docentes no acceden al tercer nivel y
concluyen: “It seems that weak mathematical knowledge and reasoning skills of preservice
primary teachers are independent of countries, educational systems, and techniques of
assessment.” (Gutiérrez y Jaime, 1999)
Otros investigadores, reportan que no es posible que un estudiante de secundaria acceda al
nivel 4 al final de su escolaridad, si sus profesores no llegan a ese nivel en su etapa de
formacion (Watan y Sugiman, 2018).
Lo interesante es que, ni en Uruguay ni en la region hay reportes sobre este aspecto, por mas
gue ya en (Yazdani, 2007) se afirma y sugiere que
La naturaleza jerarquica del modelo de Van Hiele tiene implicaciones significativas
para la enseflanza de la geometria. Sugerimos que los educadores responsables
de la ensefianza de la geometria y los profesionales a cargo de los programas de
capacitacion docente incorporen los principios en los que se basa el modelo de Van
Hiele en el disefio educativo y curricular.(Traduccion propia).

Parece necesaria alguna investigacion en nuestro pais al respecto y considerando, ademas, la
existencia de los EGD, del estilo de la que reporta (Choik-Koh, 2000)

La Segunda: mas especifica respecto al tema de esta propuesta o proyecto, estaria enfocada
en cual es la concepcién (o concepciones) que nuestros futuros docentes tienen sobre las
isometrias.

Una pregunta de investigacion, mas precisa, seria ¢Qué concepto manejan los futuros
docentes acerca de las isometrias, previo a su ingreso al curso de geometria?, y légicamente,
surge la misma pregunta a posteriori de cursar geometria en su primer curso.

Hay algunas investigaciones al respecto que pueden tomarse como inicio. Por ejemplo Thagiet
et al. (2016), o también Harper (2003) que indagan sobre los cambios que se producen en el
conocimiento de los futuros docentes con respecto a las transformaciones geométricas durante
o después de la instruccion en un EGD.
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En algunos paises se estd avanzando en este aspecto, como se reporta en Gomes (2011)
acerca de la situacion en Portugal. O Portnoyet et al. (2006) que reporta, en este caso en USA,
gue los estudiantes no logran abstraer las propiedades de las isometrias y entonces no es
posible luego dar un paso adecuado en el avance hacia cursos superiores.

Es, por tanto, necesaria y posible una linea de investigacion sobre las concepciones de los
futuros docentes sobre el tema.
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Isometrias
Mario Dalcin

a) Aspectos didacticos

a.l) Aspectos didacticos referidos a la ensefianza de la matematica en la formacidn de

formadores

,Qué se pretende de la ensefianza de la mateméatica en ensefianza media? De las

respuestas que se den a esta pregunta dependerd el cdbmo hacerlo, y también el cdmo

formar al profesor para dicha tarea. El colectivo docente Grupo Cero (Valencia) plantea
desplazar de la materia al alumno el centro de gravedad de la ensefianza de la
matematica... mas que el conocimiento especifico de determinados conceptos y
técnicas matematicas, lo que puede servirle al estudiante son capacidades
basicas que se consolidan mediante la actividad matematica como generalizar,
particularizar, abstraer, hacer hipotesis y someterlas a prueba, distinguir entre
conjetura y demostracion, usar la analogia como método sistematico de
razonamiento, expresarse con precisiébn, comunicar con claridad las propias
ideas... hacer de la experiencia educativa un proceso creador tanto para el
estudiante como para el profesor. (Grupo Cero, 1987, pp. 15-16)

En el mismo sentido se expresan el NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de
Estados Unidos y Canada, y la Inspeccién de Matematica del CES (2017) de nuestro pais.
“Los profesores tienen la tendencia a ensefar tal como ellos fueron ensefiados” (Santald,
1993, p. 13), que suele ser en el modelo normativo, centrado en el contenido —ya acabado-
gue es comunicado por el profesor al estudiante (Charnay, 2002). Recomendaciones en un
sentido radicalmente distinto hacen la NCTM “los futuros profesores de matematica deben
ser ensefiados en forma parecida a como ellos habran de ensefiar —explorando, elaborando
conjeturas, comunicandose, razonando, y todo lo demas” (1991, p. 259), y Santal6 expresa:
pareceria muy conveniente no dejar el aprendizaje de la metodologia para los
cursos de didactica especial, sino en todas las materias de su carera se deberia
aplicar la metodologia que después los futuros profesores deberan aplicar en el
ejercicio de su profesion. (1993, p. 13)

Para formar un profesor de matematica de enseflanza media que pueda llevar adelante su
tarea acorde a lo que se espera de ella, considero que la relacion mas fructifera entre el
saber a enseniar, el que aprende y el que ensefia, se da en el modelo aproximativo, centrado
en la construccion del saber por el estudiante (Charnay, 2002). Esto implica por parte del
profesor (de formacion docente) una seleccion del saber a ensefiar y el disefio de
situaciones problema a plantear a los estudiantes (de profesorado) para que estos
propongan soluciones poniendo en juego los conocimientos que tienen, las confronten con
las de sus compafieros, argumenten y finalmente lleguen a acuerdos, siendo el profesor
garante de que este proceso pueda darse. Esta construccién del saber se da mediante un
proceso individual de desequilibracion y reequilibracién (Piaget) y un proceso relacional de
intercambio con el grupo que posibilita el desarrollo intelectual que es internalizado luego
como competencia privada (Vygotski).

Poner en practica el modelo aproximativo implica también tener en cuenta las formas de
pensar la matematica de los propios estudiantes. Sowder y Harel (1998) introducen el
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concepto de esquema de argumentacion (proof scheme) de una persona como “lo que
constituye el autoconvencimiento y la persuasion para esa persona” (p. 670). Distinguen
esquemas de argumentacion externos (tanto lo que convence al estudiante como lo que el
estudiante puede ofrecer para persuadir a otros, tiene una procedencia exterior), empiricos
(las justificaciones son hechas solo en base a ejemplos) y analiticos (la justificacion esta
basada en deducciones ldgicas). Gran parte de los estudiantes que ingresan hoy a
Magisterio, al Profesorado de Matematica o a iniciar su formacion como Maestros Técnicos,
tienen esquemas de argumentacion externos (basados en la autoridad del profesor, del libro
0 un compafero, 0 en la forma en que aparece escrito un argumento) y la ensefianza
propuesta deberia contribuir a transformarlos en estudiantes con esquemas de
argumentacion empiricos y analiticos.

Lo expresado antes, si bien hace referencia a la formacién de Profesores de Matematica de
Enseflanza Media, también lo considero valido para la ensefianza de cualquier contenido
matematico en Magisterio o Maestro Técnico.

a.2) Relevancia del tema isometrias para la ensefianza en la formacion de formadores,
incluidas estrategias y evaluacion

En la presentacién de las isometrias que sigue estas son definidas como funciones -un
concepto que atraviesa toda la matematica-, pudiendo ser su domino y codominio la recta, el
plano o el espacio. En cualquiera de los casos cada funcion es definida explicitando cémo
hallar la imagen de un punto genérico (definiciones 1). Esto posibilita concebir a las
isometrias como un tipo particular de funciones que vincula cada punto con su imagen, de
forma andloga a como las funciones de los reales en los reales vinculan un niamero y su
imagen mediante una expresion algebraica. Considero que esta manera de definir las
isometrias es preferible a la que propone Puig Adam (1976, pp. 24-25) al tratar los
movimientos del plano axiomatizandolos como transformaciones puntuales biunivocas (1),
gue conservan las relaciones de incidencia y orden (2), que ningin movimiento puede
transformar un segmento o angulo en una parte del mismo (3), que forman grupo (4, 5), que
“existe un movimiento y solo uno que transforma una semirrecta en otra y un determinado
semiplano limitado por la recta primera en un determinado semiplano limitado por la
segunda.” (6) El axioma 6 lleva a definir cada isometria particular en base a dos pares
ordenados de semirrecta y semiplano de borde la recta que contiene la semirrecta, y esto
dificulta concebir las isometrias como funciones que vinculan cada punto con un punto
imagen.

En lo aqui presentado se asumen como axiomas los criterios de congruencia de triangulos
(CCT). Esta eleccion se fundamenta en varios motivos:

i) los estudiantes estan familiarizados con los CCT y esto posibilita que recurran a ellos a la
hora de elaborar, por sus propios medios, demostraciones para las preguntas anteriores.
Esta organizacion de la geometria euclidiana es la que aparece en Alves y Galvao (1996),
Bix (1994), Coxeter (1984), Dodge (1972), Eves (1985), Jaime y Gutiérrez (1996), Lages
Lima (1996), Ledergerber-Ruoff (1982), Stahl (2010), Yaglom (1962). En Puig Adam (1976,
pp. 24-25) -texto que fue muy influyente en nuestro pais- al tratar los movimientos del plano
se axiomatiza que existe un Unico movimiento que transforme una semirrecta y uno de sus
semiplanos en otra semirrecta y uno de sus semiplanos (axioma 6), y que los movimientos
forman grupo (axiomas 4 y 5), para después demostrar los CCT. Un tratamiento similar en lo
referido al axioma de determinaciéon de isometrias aparece en Casella et al. (1989),
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Rodriguez (1991), Fernandez Val (2000), textos de autores uruguayos que fueron referentes
en la formacion de profesores en nuestro medio, aunque estos incorporan el axioma métrico
(la distancia es una funcién d: &= x 1 — R que a cada par de puntos le hace corresponder un
namero real y tiene las siguientes propiedades: i) d(A,B) > 0 VA,Ber, ii) d(A,B) = d(B,A)
VA,Bem, iii) si C pertenece al segmento AB — d(A,B) = d(A,C) + d(C,B), iv) si C no
pertenece al segmento AB — d(A,B) < d(A,C) + d(C,B), v) V recta orientada r c &, V Oet,
vkeR" — existe un Gnico punto Per/ O precede a P y d(O,P) = k).
i) posibilita formularse preguntas —y elaborar demostraciones en base a conocimientos que
ya tienen los estudiantes- acerca de cuantos puntos y sus imagenes es necesario conocer
para determinar una isometria, si las funciones definidas son isometrias, si dos definiciones
son equivalentes, acerca de propiedades de cada una de las isometrias, cuantas isometrias
existen y si forman grupo;
iii) Asumir los CCT desde un principio también posibilita concebir los cursos de geometria
como una unidad tedrico-practica, cosa dificil de conseguir en otros enfoques, como lo dicen
Casella et al. (1989, p. 4):
. el estudiante notara que también ocurre aqui —y en forma mas marcada- el
desfasaje en el tiempo en los tratamientos teéricos y la resolucién de problemas.
Esto surge como inevitable en el esquema didactico propuesto; tratar de
acompasar los cursos tedricos con los practicos vulneraria fuertemente la
comprension refinada de las ideas que se quieren transmitir [destacado en el
original].

La cita revela una concepcién de la ensefianza y del aprendizaje acorde al modelo
normativo (Charnay, 2002), su preocupaciéon principal estd en las ideas matematicas a
ensenfar.

¢, Hay alguna diferencia en cuanto a los fundamentos y desarrollo de la Geometria en uno u
otro enfoque? Ninguna. Se puede construir la geometria plana de ambas maneras. (Klein,
1931, pp. 212-237) Dado que ambos enfoques son coherentes, la eleccion por el enfoque
expuesto es didactica: posibilita disefiar actividades que al ser propuestas en clase habilitan
el conjeturar, argumentar, demostrar por parte de los estudiantes promoviendo de esta
manera el desarrollo de esquemas de argumentacién empiricos y analiticos, y aprender de
una forma similar a como se espera que ensefie cuando sea Maestro, Maestro Técnico o
Profesor de Matemadtica. La relevancia del tema para la ensefianza en la formacion de
docentes estd dada por los procesos matematicos (definir, conjeturar, argumentar,
particularizar, generalizar, establecer analogias) que posibilite involucrar a los estudiantes
en formas de trabajo como se explicitaron al inicio de este proyecto.

Compartimos con de Villiers (1998, p. 25) que “el desarrollo de software para la Geometria
Dindmica (GD) en afios recientes es ciertamente el desarrollo méas emocionante en
geometria desde Euclides” pero esta ha sido poco incorporada a la ensefianza. Dado que
hoy en dia existen software de acceso libre como Tess, Geogebra o Geogebra 3D y que
Geogebra puede ser usado en el celular, seria deseable que la ensefianza y aprendizaje de
las isometrias incluyera su uso. Para ello es necesario disefar actividades especificas y
generar espacios en los cursos para incorporar su uso. ¢Qué estatus tienen las
producciones hechas en GD? El desarrollo tecnolégico ha incentivado el desarrollo de la
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Matematica Educativa. Es asi que Houdement y Kuzniak (1999) proponen tres paradigmas
para la geometria. Cada uno refleja una problematica diferente a abordar por la comunidad
de matematicos involucrada:

Geometria | (Gl). La geometria natural. La fuente de validacién es la realidad, el mundo
sensible. Hay una cierta confusion entre el modelo y la realidad. La deduccién se hace
centralmente mediante la percepcion y el uso de instrumentos.

Geometria Il (Gll). La geometria axiomatica natural. La fuente de validacién se basa sobre lo
hipotético deductivo en un sistema axiomatico lo més preciso posible. Pero dicho sistema
axiomatico se mantiene lo mas fiel posible a la realidad.

Geometria lll (GlIl). La geometria axiomatica formalista. Se cortan los lazos de la geometria
con la realidad. El razonamiento l6gico se impone y los axiomas no se basan en lo sensible,
en lo real.

Estas tres geometrias nos dan un marco desde el cual dar cuenta de toda la geometria,
desde la que trabaja un estudiante al iniciar su formaciéon en la escuela primaria hasta
aquella con la que trabaja un matematico. Tradicionalmente se ha concebido la ensefianza
de la geometria como un pasaje unidireccional de Gl a Gll y de Gll a Glll. Muchas de las
preguntas que se formularan mas adelante en este proyecto pueden ser abordadas tanto en
el &mbito de la Gl como en el ambito de la Gll y estos tratamientos pueden ser alternados y
complementarios. Una actividad geométrica puede ser abordada mediante un ir y venir entre
Gl y GIl; asi ante la imposibilidad de elaborar una demostracion en GII (sucesion de
enunciados cada uno de los cuales es, o bien una definicibn, axioma o teorema, o bien es
derivado deductivamente de enunciados previos) es posible que si se pueda elaborar una
demostracion en Gl (invariante mediante arrastre), o que una conjetura pueda ser
descartada en Gl, cosa que en Gll podria implicar un desafio distinto.

Otro aspecto importante de las isometrias en la formacién de un Maestro, Maestro Técnico o
Profesor de Matematica, es la de permitir establecer un vinculo entre estos conceptos
matematicos y la realidad, sea esta materia inerte, materia viva o produccion cultural, ya sea
artistica o cientifica. En el mundo animal son mas que excepcionales las especies que no
tienen algun tipo de simetria (como el rodaballo o el cangrejo violinista) (Stewart y
Golubitsky, 1995; Wagensberg, 2007; Rosenvasser Fehrer, 2009). En la produccién cultural
el disefio de ornamentos que repiten un motivo esta presente en casi la totalidad de culturas
desde el neolitico al presente (de Lumey, 2010; Weil, 1990; Wolf y Kuhn, 1959; Artucio
Urioste, 2004) Hoy en dia, muchisimos logos revelan la presencia de las isometrias en su
disefio, por mencionar uno solo: la & del logo de Antel. Vincular las isometrias a un sinfin de
objetos inertes, vivos o culturales posibilita una nueva mirada —mas compleja y por tanto
mas rica- sobre objetos cotidianos y hace posible apreciarlos, revalorarlos y disfrutarlos de
una manera nueva. Una pequefia muestra de la presencia de la simetria en el cine puede
apreciarse en https://www.yorokobu.es/simetria-cine/. Otro aspecto relevante para un
docente, ya sea Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matematica, es el de tomar
contacto con la cronologia y uso de la simetria en la ciencia, y en especial en la matematica
(du Sautoy, 2009; Navarro, 2011; Nicole, 1961), y de esa manera tomar conciencia que las
ideas matematicas y cientificas han cambiado a lo largo de la historia.
(http://www.theophys.kth.se/mathphys/SYM/sym_history.html). Apreciar la presencia de la
simetria tanto en el arte como en la ciencia puede contribuir a concebirlas como formas
complementarias de conocimiento.
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Asumir un modelo de ensefianza implica asumir una forma de evaluacion acorde. La
evaluacion en el modelo normativo suele estar referida solo a los productos de la actividad
matematica (axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones), suele hacerse al final del
desarrollo del tema o del curso y por lo tanto cumple centralmente una funciéon de castigo
dado que la situacion del estudiante que no supere la evaluacion es irreversible en el curso.
La evaluacion en el modelo aproximativo requiere ser hecha en todo momento del curso,
esta referida por igual a los productos y a los procesos de actividad matematica
(involucrarse individual o colectivamente en elaborar definiciones, formular conjeturas,
expresar argumentos, entender argumentos producidos por otros, elaborar pruebas y
demostraciones, proponer particularizaciones y generalizaciones, razonar en forma
inductiva, analdgica y deductiva) y su funcién principal es reorientar el trabajo de los
estudiantes durante el desarrollo del curso. La evaluacion en el modelo normativo busca ser
objetiva mientras que en el modelo aproximativo incorpora ademas el componente subjetivo
del mutuo conocimiento de estudiante y profesor en el proceso de ensefiar y aprender, tanto
matematica, como a ser Maestro, Maestro Técnico o Profesor de Matematica.

El desarrollo que se hace a continuacion fue pensado para trabajarse con estudiantes que
cursan los primeros semestres de su formacion inicial. En el caso de Magisterio o de
Maestro Técnico, una adaptacion -como por ejemplo las que proponen Carrillo y Contreras
(2001) o Ruiz Lopez y Ruiz Hidalgo (2011)- es imprescindible, y muchas de las preguntas
planteadas considero adecuado abordarlas exclusivamente en el ambito de la Gl. En el caso
del Profesorado de Matematica se promovera el trabajo tanto en Gl como en Gll. En
semestres posteriores esta misma tematica podria ser trabajada con un sistema de
coordenadas -como por ejemplo aparece en Brannan et al. (1995)- posibilitando una visién
complementaria de la aqui expuesta.

b) Aspectos disciplinarios

b.1) Conceptos o ideas involucrados en el tema isometrias

Dicho desarrollo se hara en base a definiciones y a preguntas. Dada la extension estipulada
para este proyecto, solo algunas preguntas tendran su respuesta debidamente fundada
mediante una demostracién, otras —que se indican con un (*)- que si deben ser respondidas
al desarrollar un curso, figuran aqui para indicar la ocasibn mas conveniente en la que
deberian ser planteadas y respondidas.

Isometrias del plano
Una funcién del plano en el plano es isometria si conserva la distancia.

¢Cuantos puntos y sus respectivas imagenes
son necesarios conocer para determinar una
isometria del plano?

Al hallar las imagenes de A, B, C, D —en ese
orden- en la isometria f, f(A) puede ser
cualquier punto del plano, f(B) debe
pertenecer a la circunferencia de centro f(A) y
radio d(A,B), f(C) debe pertenecer a la
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interseccién de las circunferencias de centro f(A) y radio d(A,C) y de centro f(B) y radio
d(B,C).

f(C) tiene solo dos posibilidades. Dependiendo de cuél de los dos posibles f(C) se
seleccione, la isometria f sera directa si el sentido de ABC y f(A)f(B)f(C) coincide, indirecta
en caso que no. f (D) debe pertenecer a C¢ ), 4 0,a) N Ct @), d(0,8)-

Para el f(C) considerado en la figura la isometria es directa, lo que permite elegir uno de los
dos f(D) posibles. En estas condiciones, ¢d(C,D) = d(f(C),f(D)? Para ver que si:

Los triangulos ABD y f(A)f(B)f(D) son congruentes (CCT1) — d(B,D) = d(f(B),f(D))

Los triangulos ABC y f(A)f(B)f(C) son congruentes (CCT3) — d(B,C) = d(f(B),f(C))

De la congruencia de las parejas de triangulos anteriores se deduce que los angulos DBC =
ABC — ABD y f(D)f(B)f(C) = f(A)f(B)f(C) - f(A)f(B)f(D) son congruentes — los tridngulos DBC
y f(D)f(B)f(C) son congruentes (CCT1) — d(D,C) = d(f(D),f(C)).

Lo hecho para el punto D se puede repetir para un punto cualquiera del plano.

Se puede concluir que si en una isometria del plano se conocen tres puntos no alineados y
sus respectivas imagenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto del plano.
(Teorema de determinacién de isometrias del plano)

Para cada una de las funciones que se definen a seguir se formularan las siguientes
preguntas (posibles de plantear a los estudiantes) a continuacién de las definiciones 1: ¢es
una isometria?, ¢es una isometria directa o indirecta?, ¢existe la isometria inversa?, ¢ qué
angulo forman una recta y su imagen en dicha isometria (considerar distintos casos)? Para
cada una de las funciones, las preguntas a contestar a continuacion de las definiciones 2
son: ¢bajo qué condiciones las definiciones 1 y 2 definen la misma funcion? En otras
palabras, dada la funcibn mediante la definicion 2, ¢;se puede expresar mediante la
definicion 1?; dada la funcion mediante la definicion 1, ¢se puede expresar mediante la
definicibn 2?, ¢de cuantas maneras? Como se dijo previamente, solo algunas seran
respondidas.

Se llama simetria axial de eje e a la funciéon Se: 7 — 7 /i) si P £ e, e es mediatriz del
segmento PSe(P), ii) si P € e, entonces P = Se(P).

Para demostrar que esta funcién conserva la distancia hay que considerar cuatro casos
segun P y Q i) pertenezcan al eje, i) uno pertenezca al eje y el otro no, iii) ambos
pertenezcan al mismo semiplano de borde el eje, iv) pertenezcan a semiplanos opuestos. Se
demuestra usando los CCT.

A partir de las funciones f: 7 — zy g: 7 — z se define la funcion compuesta de g con f como
(gof): 7 —x/(gofP)=g(f(P))

¢La composicion de dos isometrias es una isometria? Si la funcion f es isometria conserva
las distancias y si la funcién g es isometria también conserva las
distancias, por lo que la funcion (g o f) también conserva las
distancias y por lo tanto es isometria.

Se llama identidad a la funcion I: 7 — =/ I(P) = P.
La funcion compuesta de una simetria axial con ella misma es igual
a la funcion identidad.
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Dados un punto O y un angulo AOB de medida a, se llama rotacion de centro O, angulo a y
sentido de A a B (supongamos antihorario) a Ro, 4, an: 7 — 7/ 1) R, ¢, an (O) = O, i) SiP #0Oy
Ro, o an (P) = P’, se cumple: d(O,P) = d(O,P’), el angulo POP’ mide a y el sentido P a P’ es el
mismo que de A a B. (antihorario). (Definicion 1)

Los triangulos OPQ y OP’Q’ son congruentes (CCT1) —» d(P,Q) = d(P’,Q) = Ro, «, an €S
isometria

Si las rectas PQ y P’'Q’ son secantes se cumple que los angulos 1QO e IQ'O son
congruentes, por lo que 1IQQ'O es inscritible, de donde los angulos QIQ’' y QOQ’ son
congruentes. Asi uno de los angulos que forma una recta y su imagen es congruente al
angulo de rotacion.

Se llama rotacion de ejesay b a R,p: 7 > 7/ Rap=Sp 0 Sy cona'y
b secantes. (Definicién 2)

Def. 2 » Def. 1. Siay b se cortan en Oy Sy(P) = Py y Sp(Po) = P’
se cumple que d(O,P) = d(O,P’) por ser a y b mediatrices de PPy y
PoP’ respectivamente. Ademas el angulo POP’ mide el doble de
uno de los angulos formados por a y b debido a la igualdad de los
triangulos POM y MOP, asi como de P,ON y NOP".

Def. 1 — Def. 2. Considerando un punto Py en la circunferencia de
centro O y radio OP se pueden construir los ejes a y b como
mediatrices de los segmentos PP, y PoP’ respectivamente. a y b
pasan por O, uno de los angulos que forman a y b mide la mitad de
POP’ y el sentido de a a b, recorriendo el angulo considerado,
coincide con el sentido de P a P’. Al variar P, se ve que hay infinitas
parejas de ejesay b.

¢Soniguales las funcionese:n —>n/e=S,0S,yf:n > n/f=S,0S,?

Ademdas de constatar la no conmutatividad de la composicion de isometrias se puede
apreciar que el orden en que se compongan las simetrias esta vinculado al sentido de la
rotacion.

Se llama simetria central de centro O a la rotacion de centro O y 180° en sentido horario o
antihorario (Definicibn 1) y a la composicion de dos simetrias axiales de ejes

perpendiculares en O (Definicion 2).

(*) ¢ Qué posicidn relativa tienen una recta y su imagen en una simetria central?

Dados dos puntos Ay B se llama traslacion de vector AB a Tag: P P,
7 — 7l si Tag (P) = P’, se cumple que ABP'P es paralelogramo Ar
(pudiendo ser este degenerado). (Definicion 1) — N
o
Q
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Si Tag (P) = P’ el cuadrilatero ABP'P es paralelogramo por lo que AB y PP’ son congruentes
y paralelos. Si Tag (Q) = Q' el cuadrilatero ABQ’'Q es paralelogramo por lo que AB y QQ’ son
congruentes y paralelos. Los segmentos PP’ y QQ’ son congruentes y paralelos por lo que
PQQ’P’ es paralelogramos, de donde d(P,Q) = d(P’,Q") — Tag €s isometria.

Por ser PQQ’'P’ paralelogramo las rectas PQ y P'Q’ son paralelas.

Se llama traslacion de ejesay b a T, 7 — 7/ Tap= Sp 0 S, con a'y b sin puntos en comun.
(Definicion 2)

Def. 2 — Def. 1. Sia y b son disjuntos y Sy(P) = Py y Sp(Po) = P’ se
cumple que PP’ es perpendicular a ay b, d(P,P’) = d(P,Py) + d(P,,P’)
= 2d(M,Pg) + d(Po,PN) = d(M,N) = d(a,b), y el sentido de P a P’ a
coincide con el sentido de a a b.

Def. 1 — Def. 2. Considerando un punto Pq en la recta PP’ se
pueden construir los ejes a y b como mediatrices de los M
segmentos PP, y PoP’ respectivamente. a y b son
perpendiculares a PP’, la distancia entre a y b es la mitad de la
distancia de P a P’ y el sentido de a a b coincide con el sentido

de P a P’. Al variar P, se ve que hay infinitas parejas de ejes ay b.

Dados dos puntos A, B y una recta e paralela a AB, se llama antitraslacién de eje e y vector
AB a Atag i 7 — 7/ Atag e = Tag 0 Se. (Definicion 1)
Se puede ver que esta composicién es conmutativa.

Se llama antitraslacion de ejes a, b, ca Aty p, . 7 > 7/ Atg , ¢ = Sc 0 S, 0 Sy con a, b, ¢ ni
paralelos ni concurrentes los tres. (Definicion 2)

Def. 2 —» Def. 1 \ /
Aty p,c=Sc0S,0S,conanb={0} «

Aty b ¢ = Se 0 Ro, 24, an J a

At,p c=S:.0S,0S;con2 1 ¢c,2nc={H} 1

Ata,b,cz Ch0S; _
Ata,b,c=S4OS3081 con3//1,4n1= {J} a 3 \b

Ata b, c = San 0 Togn

En el caso de dos ejes paralelos y uno secante se puede proceder en forma analoga.

Def. 1 — Def. 2

Atag e = Tag 0 Se Se puede expresar como Atag = Sc 0 Sp 0 Se con b//c y perpendiculares a

e.

¢, Cual es la expresion mas simple de la funcion ' n > n/f=S., 0 S, 0 S, con a, b, c
paralelos o concurrentes? En el caso de ejes concurrentes, la composicion de las dos
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primeras simetrias axiales es una rotacion que se puede expresar mediante otras dos
simetrias axiales, una de las cuales se toma como la tercera simetria axial, obteniéndose asi
una simetria axial. Se puede proceder en forma analoga en el caso de ejes paralelos
considerando una traslacion como paso intermedio.

Hasta aqui se han definido (definiciones 1) las siguientes funciones del plano: simetria axial,
identidad, rotacion (y como caso particular la simetria central), traslacion y antitraslacion, y
demostrado que son isometrias.

También se definid inicialmente la simetria axial y luego se considerd la composicion de dos
simetrias axiales distinguiendo segun la posicion relativa de sus ejes, obteniendo asi la
identidad, rotacién y traslacion (definiciones 2). Luego se considerd la composicion de tres
simetrias axiales, también distinguiendo segun la posicion relativa de sus ejes: en dos casos
(rectas concurrentes o paralelas) obteniendo una simetria axial, y en los otros dos casos
(dos rectas paralelas y una secante, o tres rectas secantes dos a dos) se generd una
isometria distinta a las ya definidas que se definié como antitraslacion (definicion 2).

¢ Es posible definir nuevas isometrias?

Sin ser una demostracién, se puede fortalecer la intuicién de que la respuesta es negativa
de esta forma: siguiendo la via de componer simetrias axiales se puede indagar si es
posible definir nuevas isometrias -distintas a las cinco ya mencionadas- si se componen
cuatro simetrias axiales. A cada uno de los casos anteriores para tres simetrias habria que
agregar una cuarta: i) En los casos de ejes tres rectas concurrentes o paralelas se las podria
sustituir por una sola, por lo que al componerla con una cuarta tendriamos la composicién
de dos simetrias axiales, es decir rotacion o traslacion. ii) En los otros dos casos restantes
se podria considerar las dos primeras por un lado (rotacién o traslacion) y las dos ultimas
por otro (rotacion o traslacion). Las posibilidades que se presentan a componer son: rotacion
y rotacién, rotacion y traslacion, traslaciéon y rotacion, traslacién y traslacion. Al hallar la
expresion canonica de la composicién en cada caso se obtiene rotacién o traslacion. ¢Se
definen nuevas isometrias al componer cinco simetrias axiales? Esta situacién se puede
reducir al caso de componer tres simetrias axiales (que ya fue analizado), ya que habria que
agregarle a cada uno de los casos de la situacion anterior —que se reducen a la composiciéon
de dos simetrias axiales—, una simetria axial mas. De forma analoga, el caso de componer
seis simetrias axiales es analogo al de la composicion de cuatro. Y asi sucesivamente. De
esta manera se puede fortalecer la intuicion de que mediante la composicién de simetrias
axiales no se obtienen nuevas isometrias.

Se presentan a continuacion dos demostraciones posibles.

Primera: Composicion minima de isometrias. (Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 129-132)
Inicialmente se demostré que una isometria del plano esta determinada si se conocen tres
puntos no alineados y sus respectivas imagenes. Al considerar dos triangulos congruentes
ABC y A'B’C’ estos pueden tener el mismo sentido o sentidos contrarios. ¢Es posible
transformar el primero en el segundo mediante alguna de las cinco isometrias definidas
(definiciones 1) o mediante su composicion?

En caso de isometria directa se puede componer la traslacién de vector AA’ con la rotacion
de centro A’ y angulo el formado por las rectas AB y A’'B’, cuya expresion candnica sera
rotacion o traslacion. En caso de isometria indirecta puede ser la composicion de la simetria
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de eje mediatriz del segmento AA’ con una rotacién, cuya expresion candnica sera simetria
axial o antitraslacion.

Segunda: Composicion minima de simetrias axiales. (Jaime y Gutiérrez, 1996, pp. 38-40;
Ledergerber-Ruoff, 1982, pp. 76-78; Stahl, 2010, pp. 216-218)

¢Es posible hallar ejes de simetrias axiales que compuestas transformaran el triangulo ABC
en el A’'B'C'? ¢ Cual es el menor nimero de simetrias axiales que compuestas transforman
el triangulo ABC en el A'B'C'? Una posible respuesta, en caso de isometria directa, es
considerar como primer eje la mediatriz m de AA’ y como segundo eje la mediatriz n de ByB’,
siendo By = Si,(B). Resta demostrar que en la funcién (S, o S,;)) la imagen de C es C’, cosa
gue se consigue usando congruencia de triAngulos. Segin m y n sean secantes o disjuntos
tendremos rotacion o traslacion. En caso de isometria indirecta se puede considerar como
eje p = A'C’, al simetrizar A'B’C’ se tiene A'B;C’ cuyo sentido coincide con el de ABC, por lo
que se puede transformar ABC en A'B;C’ mediante la composicion de dos simetrias axiales
segun lo visto para las isometrias directas. Si a estas dos simetrias las componemos con la
de eje p tendremos una antitraslacion o simetria axial dependiendo de la posicion de los
ejes. Se puede concluir con esto que las isometrias del plano son las ya definidas.

Se puede concluir que las isometrias del plano son cinco (simetria axial, identidad, rotacion,
traslacion, antitraslacioén) y se pueden expresar como la composicion de como maximo tres
simetrias axiales.

Respuestas distintas a las anteriores y entre si pueden verse en Choquet (1964, pp. 73-75),
Lages Lima (1996, pp. 24-29) y Puig Adam (1976, p. 48).

Si G es un conjunto no vacio, se dice que el par (G,*) es un grupo siy solo si * es una ley de
composicion interna en G, asociativa, con neutro y tal que todo elemento de G admite
inverso respecto de *. Si ademas se cumple la propiedad conmutativa (G,*) se dice grupo
conmutativo.

(*) Cada uno de los siguientes conjuntos, con la composicion de funciones ¢es grupo? ¢es
grupo conmutativo?: i) simetrias axiales, ii) rotaciones del mismo centro, iii) rotaciones, iv)
simetrias centrales, v) traslaciones, vi) antitraslaciones, vii) antitraslaciones de ejes
paralelos, vii) rotaciones y traslaciones, viii) isometrias.

Simetria de rosetones, frisos y papeles de pared. Grupo de simetria de una figura. Se
puede ampliar la idea de congruencia, axiomatizada para los triangulos en los cuatro
criterios de congruencia, a cualquier par de figuras del plano. Dos figuras F y F’' no vacias
son congruentes si existe una isometria f: 7 — 7/ f(F) = F'.

Una isometria f: 7 — 7z es una simetria de la figura F si f(F) = F.

(*) ¢ Qué simetrias tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composicién
de simetrias de cada figura, ¢forman grupo?

>y A4S 28
Q, J 7 3N e
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Al conjunto de simetrias de una figura se le llama grupo de simetria de dicha figura.
Los grupos de simetria de las primeras figuras anteriores son respectivamente {ld}, {Ro, 22,

Ro, 2.202 = 1d}, {Ro, 2w3, Ro, 2203, Ro, 3203 = 1d}, {Ro, 24, Ro, 2.2004, Ro, 3,204, Ro, 4204 = 1d} y S€E lES
llama grupos ciclicos. Como notacién usaremos C4, C,, Cs, C4 respectivamente.

Dado un punto O y un natural n distinto de 0, se puede definir grupo ciclico de orden n como
Cn={Rok2mcOnk=12, ..,n}

Se llaman figuras asimétricas a aquellas cuyo grupo de simetria contiene solo la identidad.

(*) ¢ Qué simetrias tiene cada una de las figuras que sigue? Si se considera la composicion
de simetrias de cada figura, ¢forman grupo?

Los grupos de simetria de las primeras figuras anteriores son respectivamente {Id, Sp,}, {Ro,
2m2: Ro, 2.2m2 = 1d, S, St} = {Ro, m 1d, Sm, Sm 0 Ro, 202} cont L m por O, {Ro, 23, Ro, 2.2v3, Ro,
32m3 = 1d, Sm, Sp, Sq} = {Ro, 2u3, Ro, 223, 1d, Sm, Sm 0 Ro, 2u3, Sm 0 Ro, 2243} CON p y q
pasando por O y formando con m angulos 2n/3 y 4n/3 respectivamente. Se les llama grupos
diedrales y como notacién usaremos D1, D,, D; respectivamente.

Dado un punto O, un natural n distinto de 0 y una recta m pasando por O, se puede definir
grupo diedral de orden 2n como D,, = {Ro k2un » Sm 0 Ro k2znCONk=1,2, ..., n}

Dos grupos H y K se dicen isomorfos si existe una funcion biyectiva f: H — K que verifica
f(k k") = (k) f(k") para todo k, k'’ de H.

Los grupos C, y D; anteriores son isomorfos como grupos abstractos, pero como grupos de
simetria son distintos.

Algunos textos (Jaime y Gutiérrez, 1996; Ruiz y Ruiz, 2011) se refieren a las figuras que
tienen grupos de simetria ciclicos o diedrales como rosetones, Alves y Galvao (1996, p. 158)
llaman grupos rosetas a los grupos ciclicos y diedrales, mientras que Abella y Pereyra
(2011, pp. 9-11) los llaman grupos de Leonardo.

(*) ¢ Es posible construir una figura que tenga grupo de simetria finito y no pertenezca a las
familias anteriores? Constatar que no es posible es una primera forma de generar
conviccién de que todo grupo finito de simetria de una figura plana es ciclico o diedral.
Demostraciones posibles pueden verse en Costa (2009, pp. 56-58) y Abella y Pereyra
(2011, pp. 9-11).
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Imaginemos que las figuras al costado (Barrow,

2007, p. 193) se extienden indefinidamente en _qmgmg %/O)%

ambos sentidos a lo largo de las MiSMAS  iomers te araganesy v fin, sis Manor Antiguo ibee grego

f d fi infinita. L
ormando una nueva figura que es infinita. Las S EaE VANNANAAY

figuras imaginadas anteriormente se llaman W
ERNZNAVNAANY
frisos y se pueden definir como figuras (INfiNItasS)  Fi s memposara, wrmpo do i, Mexio L\A\/AIA

cuyo grupo de simetria incluye las traslaciones

Tmy CON M entero y v un vector no nulo. EIDLfI] [] IEJD{EII [ m

Friso griege con una vasija Trabajo kecado de los indics

(*) ¢ Cada grupo de simetria de los frisos de una

columna tiene un grupo de simetria igual en los U O 'T—LJ_J O [‘ﬁ—lﬁ W

frisos de la otra columna?

Friso griego Damiasco itallano del Renacimiento
(*) ¢ Es posible construir un friso que tenga grupo m ﬂ%ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ%
de simetria distinto a los de los frisos anteriores? e — PR

Constatar que no es posible es una primera

forma de generar conviccién de que los grupos ﬂggg%’g W

de simetria de los frisos son los siete ya
identificados.

A continuacion se puede orientar una M ATATATACATA
demostracion mediante nuevas preguntas: ¢Qué

Arformbra modermna [ Ormamento de un cafre del Renacimiento franc

Adomo chino pintado en porcelana Vidriera, Cafedral de Bourges

simetrias axiales admite un friso?, ¢qué

rotaciones?, ¢qué traslaciones?, ¢qué antitraslaciones? Si un friso tiene simetrias axiales
‘verticales’, ¢tiene traslaciones? Si un friso tiene traslaciones, ¢tiene simetrias axiales de
ejes verticales? ¢Es posible un friso cuyo grupo de simetria tenga solo traslaciones? Si un
friso tiene simetrias centrales, ¢tiene simetrias axiales de ejes verticales y horizontal? Si un
friso tiene simetrias axiales de ejes verticales y horizontal, ¢tiene simetrias centrales? A
partir de las isometrias que transforman un friso en si mismo se pueden plantear las
preguntas: ¢es posible construir un friso con solo i) un tipo, ii) dos tipos, iii) tres tipos, iv)
cuatro tipos, v) cinco tipos de isometria? Contestar estas preguntas conduce a quince casos,
siete de los cuales ya se vio que es posible construir, por lo que resta explicar por qué los
otros casos no son posibles. Demostraciones posibles pueden verse en Costa (2009, pp. 63-
70) y Abella y Pereyra (2011, pp. 24-28).

Si pensamos en las posibles repeticiones que puede tener un motivo, no ya a lo largo de
una direccién como en los frisos, sino en un plano como en los empapelados (wallpaper en
inglés), las posibilidades son mayores. Los empapelados se puede definir como figuras
(infinitas) cuyo grupo de simetria incluye las traslaciones T, + nw CON M, N enteros y v, w
vectores no nulos y no paralelos. Los grupos de simetria de los empapelados —grupos
cristalograficos planos- son diecisiete. Fueron clasificados y descritos por Fedorov y
Schonflies en forma independiente a fines del siglo XIX. Segun Coxeter (1984, p. 78),
Fedorov sefiala que 16 de los 17 grupos habian sido descritos por Jordan en 1869 y el que
faltaba fue reconocido por Sohncke en 1874 (pero este no incluyo tres de los ya conocidos).
En 1924 fueron identificados nuevamente en forma independiente por Polya y Niggli.
Ejemplos de cada uno de ellos, usando recursos minimos, se ven en la figura que sigue,
creada por Speiser (1937) (Gombrich, 1999, p. 69).
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(*) Imaginemos que cada una de las diecisiete
figuras adyacente se extiende al plano. ¢Qué
simetrias admite cada una?

El estudio de los grupos cristalogréficos planos es
derivado del estudio de los cristales. “En 1890,
antes de demostrar el resultado anélogo para los

tipos de grupos de simetria plana, Fedorov ya AXXX \ 2 % % X X
habfa demostrado que existen solo 230 tipos X XXX NN /NN ; % 2%
distintos de grupos de simetria espacial. XK NN, /NN Ay
(Odifreddi, 2006, p. 145) Si bien el interés £ RN TSR, P .
matematico en los empapelados tiene menos de hge breb i o

. . . . e e o S o o o N S e
un siglo y medio, los disefios repetitivos planos Lok e F+++ B
fueron usados desde much|3|mo antes —.parece < Y Y By Y Y
gue estas pautas eran bien conocidas, vy ~ .y ki v Y Y
empleadas con fines decorativos, por los antiguos ~ ~ ~¢ v oy
egipcios” (Barrow, 2007, p. 192)- y en las mas h YT
diversas culturas (32 disefios distintos y con * K x x
origenes diversos pueden verse en Barrow (2007, x OX XX K K
pp. 194-195)). * % ¥ ¥

El caso paradigmatico de disefios de empapelados —y al que refiere casi la totalidad de la
bibliografia consultada- es la Alhambra en Granada-Espafia donde aparecen disefios
correspondientes a los diecisiete grupos (AA. VV, 1995). Los disefios de la Alhambra fueron
inspiracion de parte de la obra de M. C. Escher (1898-1972), quien disefié empapelados,
como los que aparecen a continuacién, para cada uno de los diecisiete grupos de simetria
del plano. Estas obras conllevan dificultades extra en su disefio: las figuras minimas que se
repiten -si no tenemos en cuenta el color- son reconocibles como caballo alado, caballito de
mar, guerrero a caballo, pez y pez respectivamente y ademas son teselas del plano. Cada
una de estas exigencias por separado es salvable, elaborar un disefio que cumpla ambas
condiciones a la vez involucra la maestria del artista.

(*) ¢Qué grupo de simetria tiene cada uno de los empapelados anteriores disefiados por
Escher?

Hoy en dia la construccion de rosetones, frisos o empapelados puede realizarse en forma
inmediata mediante software disponible en internet como ‘Tess’, que indica qué isometrias
se usan en cada uno de los diecisiete grupos de empapelados. Requiere un desafio mayor
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elaborar un empapelados que tenga determinado grupo de simetria seleccionado
previamente, ya sea que se haga con lapiz y papel o usando algun software de GD como
Geogebra, Cabri-Geométre o Sketchpad. Aun mayor es la dificultad de construir una tesela
gue sirva para recubrir el plano y que dicho recubrimiento tenga un grupo de simetria dado.
Para esto Ultimo es necesario tener en cuenta la igualdad de areas entre la figura que
servira como tesela y la tesela minima de la celosia que solo podra tener forma de
paralelogramo, rectangulo, rombo, cuadrado, tridngulo equilatero o hexagono regular.

Isometrias de la recta

Se pueden particularizar las isometrias del plano y definir isometria en una recta de la
misma forma que se definié en el plano, tomando a la recta como dominio y codominio de la
funcion.

¢ Cuantos puntos y sus respectivas imagenes son necesarios conocer para determinar una
isometria de la recta?

La imagen de un punto A de la recta puede ser cualquier otro punto f(A) de la recta. La
imagen f(B) de un punto B, debe cumplir d(f(A),f(B)) = d(A,B) por lo que f(B) tiene dos
posibilidades. Si el sentido de A hacia B es el mismo que de f(A) a f(B) se define dicha
isometria como directa, en caso contrario como indirecta. La imagen de un tercer punto C ya
gueda determinada.

Se puede concluir que si en una isometria de la recta se conocen dos puntos y sus
respectivas imagenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto de la recta.

¢ Es posible definir en la recta una isometria analoga a la simetria axial del plano?
Se llama simetria respecto a un punto O a la funcién Sg: r - r /i) si P #0, O es punto
medio del segmento PSg(P), ii) O = Sp(O).

Dados dos puntos Ay B en la recta r, se llama traslacion de vector ABa Tag:t =/ Si Tag
(P) = P’, se cumple que el sentido de P a P’ coincide con el de A a By d(P, P’) = d(A,B).
(Definicion 1)

(*) ¢Se puede definir la traslacibn como composicion de simetrias respecto a puntos? En
caso que si, ¢bajo qué condiciones? (Definicion 2)

Se puede concluir que las isometrias de la recta son tres (simetria respecto a un punto,
identidad, traslacidon) y se pueden expresar como la composicion de como maximo dos
simetrias respecto a puntos. (Teorema de determinacion de isometrias de la recta) (Lages
Lima, 1996, pp. 1-7).

Isometrias del espacio

Se pueden generalizar las isometrias del plano y definir isometria en el espacio de la misma
forma que se definid en el plano, tomando el espacio como dominio y codominio de la
funcion.

¢,Cuantos puntos y sus respectivas imagenes son necesarios conocer para determinar una
isometria del espacio?

44



La imagen de un punto A puede ser cualquier punto f(A) del espacio. La imagen de un punto
B debe estar en la esfera de centro f(A) y radio d(A,B). Elegido f(B), la imagen de un punto
C, no alineado con A y B, debe estar en la circunferencia interseccion de las esferas de
centro f(A) y radio d(A,C) y de centro f(B) y radio d(B,C). Elegido f(C), la imagen de un punto
D que no pertenezca al plano A, B, C debe estar en la interseccion de las esferas de centro
f(A) y radio d(A,D), de centro f(B) y radio d(D,B), de centro f(C) y radio d(D,C). La
interseccién de estas tres esferas son dos puntos ubicados en semiespacios opuestos
respecto al plano A, B, C. Surge asi la posibilidad de definir isometrias directas e indirectas
segun el sentido de los tetraedros ABCD y f(A)f(B)f(C)f(D) coincida o no. El sentido de un
tetraedro ABCD se puede definir como derecho o izquierdo segun si un tornillo (derecho) se
acerque o se aleje de D cuando es girado en el sentido A-B-C-A en una direccién
perpendicular al plano A, B, C. La imagen de un punto E se puede determinar en forma
analoga a como se hallé f(D), eligiendo de las dos posibilidades segun la isometria sea
directa o indirecta. En estas condiciones, ¢d(D,E) = d(f(D),f(E)? Para responder esta
pregunta surge la necesidad de establecer criterios de congruencia de angulos triedros y de
tetraedros. Se puede concluir que si en una isometria del espacio se conocen cuatro puntos
no coplanares y sus respectivas imagenes, se puede conocer la imagen de cualquier punto
del espacio. (Teorema de determinacion de isometrias del espacio)

¢ Es posible definir en el espacio una isometria analoga a la simetria axial del plano?

Se llama simetria respecto a un plano (o simetria bilateral o simetria especular) a la
funcion S, E — E /i) si P ¢ n, # es plano mediatriz del segmento PS(P), ii) si P e 7,
entonces P = S, (P).

(*) La funcién definida ¢ es una isometria?, ¢ es una isometria directa o indirecta?, ¢ existe la
isometria inversa?

Al considerar dos puntos P, Q y sus imagenes P’, Q' se puede considerar el plano
determinado por las rectas paralelas PP’ y QQ’ y usar lo ya demostrado para la simetria
axial del plano.

Se llama identidad a la funcion I: E > E / I(P) = P.
La funciébn compuesta de una simetria especular con ella misma es igual a la funcién
identidad.

¢, Qué isometrias del espacio se pueden definir a partir de la composicién de dos simetrias
especulares?

Se llama rotacion de planos f y y aRy ,:E 5> E/ Ry ,=S,0Szcon f y y secantes.
(Definicion 2)

Se llama traslacion de planos f y y a Ty ,:E > E/ Tz ,=S,0Sszcon gy ysin puntos en
comun. (Definicién 2)

¢Soniguales las funcionese:E >E/e=S,0S; yf:E—>E/f=5;08S,?

Ademdas de constatar la no conmutatividad de la composicion de isometrias se puede
apreciar que el orden en que se compongan las simetrias esta vinculado al sentido de la
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rotacién en torno a un eje o de la traslacién, en forma analoga a como acontecia en las
isometrias del plano.

¢Es posible definir cada una de las funciones anteriores indicando cémo hallar la imagen de
un punto?

Dados una recta r y un angulo AOB de medida a cuyo vértice O pertenece a r, cuyos lados
OA y OB estan en un plano perpendicular a r y el angulo esta orientado (supongamos en
sentido antihorario) se llama rotacion en torno a la recta r, de angulo a y en sentido
antihorario a Ry, g ann E 2 E/ ) R 4 an (O) =0, ii)) SIP 20y R, 4 an (P) = P’, se cumple:
d(O,P) = d(O,P’), el &ngulo POP’ mide a, el sentido P a P’ es el mismo que de AaBy P’
pertenece al plano que pasa por P y es perpendicular a r. (Definicién 1)

La rotacion en torno a una recta asi definida (Definicion 1), ¢ es una isometria?

SiRqan (P) =P YR «an (Q) = Q’, hay que demostrar que d(P,Q) = d(P’,Q’). Si Qo y Q' son
las proyecciones ortogonales de Q y Q’ respectivamente sobre el plano P,O,P’, se pueden
considerar los triAngulos rectangulos PQyQ y P'Q’,Q’ que tienen sus catetos PQy y P'Q’g
congruentes porque la rotacion en torno a la recta r restricta al plano P,0,P’ es una rotacion
de centro O en dicho plano y los otros catetos Q,Q y Q',Q’ son congruentes por ser
perpendiculares a los planos paralelos P,O,P'y Q,0,Q’.

Se llama media vuelta sobre una recta r a la rotacién sobre la recta r y 180° en sentido
horario o antihorario (Definiciébn 1) y a la composicion de dos simetrias especulares de
planos perpendiculares en r (Definicion 2).

(*) ¢ Qué posicion relativa tienen un plano y su imagen en una media vuelta sobre una recta
r?

Dados dos puntos A y B se llama traslacion de vector AB a Tag: E - E /si Tag (P) = P, se
cumple que ABP’P es paralelogramo (pudiendo ser este degenerado). (Definicién 1)

¢ La traslacion asi definida (Definicion 1) es una isometria? La idea central de demostracién
hecha para el caso de traslacion en el plano sigue siendo valida en el espacio.

(*) ¢ Qué posicidn relativa tienen un plano y su imagen en una traslacién?

(*) ¢Bajo qué condiciones las dos definiciones anteriores de rotacion en torno a un eje o
traslacion definen la misma funcién? En otras palabras, dada una rotacion en torno a un eje
0 una traslacion mediante la definicion 2, ¢se puede expresar mediante la definicion 17?;
dada una rotacidn en torno a un eje o0 una traslacion mediante la definicién 1, ¢se puede
expresar mediante la definicién 2?, ¢ de cuantas maneras?

En el caso de la rotacién en torno a un eje y considerando un plano perpendicular al eje, se
puede transferir la equivalencia entre definicion 1 y definiciébn 2 de rotacién establecida en el
plano, y luego considerar los planos definidos por el eje y las rectas del plano perpendicular
a dicho eje. La analogia entre las rotaciones del plano y las rotaciones en torno a un eje del
espacio se puede establecer considerando como eje una recta perpendicular al plano de la
rotacion y los planos que definen la rotacién en torno a un eje como los determinados por
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dicho eje y cada uno de los ejes que definen la rotacién plana. En el caso de la traslacién en
el espacio y en el plano la analogia se puede establecer considerando planos
perpendiculares al vector.

¢, Qué isometrias del espacio se pueden definir a partir de la composicion de tres simetrias
especulares? Las posiciones relativas para tres planos son: i) Tres planos paralelos; ii) Dos
planos paralelos y uno secante (caso particular: el plano secante es perpendicular a los
planos paralelos); iii) Tres planos cortdndose dos a dos en tres rectas paralelas; iv) Tres
planos cortandose en una misma recta; v) Tres planos con un Unico punto en comun (caso
particular: los planos son perpendiculares dos a dos).

Los casos i) y iv) se pueden reducir a una simetria especular trabajando en un plano
perpendicular a los planos paralelos o a la interseccién de los tres planos y estableciendo
una analogia con la composicion de tres simetrias axiales de ejes paralelos o concurrentes
del plano.

Los casos ii) y iii), trabajando en un plano perpendicular a las intersecciones de los planos y
estableciendo una analogia con la composicion de tres simetrias axiales de ejes ni paralelos
ni concurrentes del plano, se pueden expresar como la composicién de una traslacion con
una simetria especular de plano paralelo al vector.

El caso v), si se considera el caso particular de los planos perpendiculares dos a dos, se
puede expresar como la composicion de una rotacién (de media vuelta) en torno a un eje
con una simetria especular de plano perpendicular al eje de rotacion. Se puede establecer la
analogia de este caso particular con la simetria central del plano. (*) ¢ Es posible expresar
de esta manera la composicion de tres planos cualquiera con un Unico punto en comun?

Se pueden definir, de una manera distinta a la composicion de simetrias especulares, las
siguientes isometrias:

Dados una recta r y un plano 7 perpendicular a r, se llama simetria con respecto al plano =
con rotacion respecto ara SR, . E > E /SR, ,= R, 4, an 0 S,. (Definicion 1)

Dados dos puntos A, By un plano r paralelo a AB, se llama simetria con respecto al plano =
con deslizamiento ABa STpg, ~ E > E/ STag .= Tag 0 S,. (Definicion 1)

¢Se pueden definir nuevas isometrias del espacio a partir de la composiciébn de cuatro
simetrias especulares?

Si se considera la composicion de las dos primeras simetrias especulares por un lado y la
composicion de las dos restantes por otro, cada composicion puede ser una traslacién o una
rotacidon en torno a un eje, segun si los planos sean paralelos o secantes. Se dan cuatro
composiciones posibles: i) traslacion con traslacién; ii) traslacién con rotacién en torno a un
eje; iii) rotacion en torno a un eje con traslacion; iv) rotaciéon en torno a un eje con rotacion
en torno a un eje.

La situacion i) resulta una traslacién de vector suma de los vectores de las traslaciones
originales. Las situaciones ii) y iii) se pueden expresar como la composicion de una
traslacion con una rotacion de eje paralelo al vector de traslacion. (Puig Adam, 1976, pp.
268). La situacién iv) se puede expresar como traslacién o como los casos ii) y iii). (Dodge,
1972, pp. 211-213)
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Se pueden definir, de una manera distinta a la composicion de simetrias especulares, la
siguiente isometria:

Dados una recta r y un vector AB paralelo a r, se llama isometria helicoidal a la funcién
compuesta de una traslacién de vector AB con una rotacion en torno a la recta r:

H:E 5E/H=TpO0R, g an

A partir de las demostraciones hechas para las isometrias del plano es posible elaborar
demostraciones analogas en el espacio. Se podria concluir asi que las isometrias del
espacio son las siete ya definidas y se pueden expresar como la composicién de cémo
mAaximo cuatro simetrias especulares.

b.2) Fundamentacién epistemolégica de la relevancia disciplinar de las isometrias
¢, Qué es la geometria? Una primera respuesta podria ser ‘la ciencia que estudia las
propiedades de las figuras geométricas’, entendiendo por figura geométrica a cualquier
conjunto de puntos. Para que esta definicion tenga sentido habria que precisar qué se
entiende por ‘propiedades de las figuras’. Si bien los origenes de la geometria se pueden
remontar a la prehistoria, una respuesta precisa a la pregunta anterior la dio Félix Klein
recién en 1872 en el Programa de Erlangen (Klein, 1931, pp. 91-172). En lo desarrollado
anteriormente, una propiedad geométrica de una figura es una propiedad que se conserva
cuando se transforma dicha figura en otra figura mediante una isometria. Es una propiedad
invariante respecto a las isometrias, es decir una propiedad que tienen en comudn todas las
figuras isométricas entre si.
En el concepto de Geometria, que es el estudio de las propiedades geométricas,
intervienen pues dos nociones fundamentales: la nocion de espacio, esto es, el
conjunto de todos los puntos, rectas, planos y demas figuras, y la nocion de
transformacion de ese espacio, que hace pasar de una figura F a una figura
transformada F'. La geometria estudia las propiedades de las figuras del espacio
considerado que son invariantes con respecto a las transformaciones
consideradas. (Massera, 1956, pp. 7-8)

Las transformaciones que importan para precisar el concepto de geometria son las que
forman grupo. La definicion anterior se podria reformular de la siguiente manera: “La
geometria es la disciplina que estudia las propiedades de las figuras de cierto espacio que
son invariantes ante cierto grupo de transformaciones.” (Yaglom, 1973, p. 6) El grupo de
transformaciones puede ser, entre otros, el de las isometrias (conservan las distancias entre
puntos, el paralelismo, la alineacién, la concurrencia de rectas), de las semejanzas
(conservan los cocientes de distancias entre puntos, el paralelismo, la alineacion, la
concurrencia de rectas), de las afinidades (conservan el paralelismo, la alineacion, la
concurrencia de rectas), de las proyectividades (conservan la alineacién de puntos y la
concurrencia de rectas). Asi, toda propiedad de la geometria de las semejanzas es una
propiedad de la geometria de las isometrias, pero no es cierto el reciproco, “hay mas
propiedades en la geometria de las isometrias que en la geometria de las semejanzas”
(Yaglom, 1973, p. 6) ya que la distancia es una propiedad de la geometria de las isometrias
pero solo el cociente de distancias es una propiedad en la geometria de las semejanzas. La
idea de Klein de asociar un grupo de transformaciones a un espacio permite concebir
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diversas geometrias y establecer cierta comparacion entre ellas, por ejemplo que “la
geometria proyectiva es mas basica que la geometria de las isometrias.” (Brannan et al.,
1995, p. 4)

Las isometrias son importantes no solo para precisar el concepto de geometria, sino que
tienen importancia a la hora de resolver problemas, en especial problemas de construccion.
Por ejemplo: ‘¢ Existen tridngulos equilateros que tengan los tres vértices sobre los lados de
un cuadrado? En caso de que existan, ¢cuantos?’ Es posible resolverlo en el &mbito de la
Geometria | trabajando en GD, pero no imagino la manera de hacerlo en el @mbito de la
Geometria Il sin recurrir a una rotacion.

A su vez el estudio de las isometrias provee métodos generales que pueden ser aplicados
en la solucion de problemas geométricos que de otra manera requieren la consideracion de
diversos casos. (Yaglom, 1968, pp. 11-12) Por ejemplo, el siguiente: ‘El triangulo ABC es
antihorario con AB fijo y C variable de modo que el &ngulo ACB = 60°. N pertenece a la
semirrecta CA tal que CN = CB. Hallar el lugar geométrico de N.” Una rotacion permite
vincular los puntos C y N y asi dar una respuesta a la situacion. En caso de no considerar la
rotacion, dar respuesta a la situacion implica considerar la unién de dos arcos capaces de
diferentes angulos y en distintos semiplanos respecto a AB.

c) Proyeccién en lineas de investigacion de la ensefianza de las isometrias
Segun el modelo van Hiele (Jaime y Gutiérrez, 1996; de Villiers, 1998) el pensamiento
geométrico de los estudiantes pasa por cinco niveles y tiene algunas propiedades que lo
caracterizan: i) no se puede alterar el orden de adquisicion de los niveles de razonamiento,
es decir que no se puede alcanzar un nivel de razonamiento sin antes haber superado, de
forma ordenada, todos los niveles previos; ii) el transito entre los niveles de van Hiele se
produce de forma lenta y continua, pudiendo durar varios afios en el caso de los niveles 3y
4; iii) un estudiante puede razonar en niveles distintos al trabajar en distintos temas de
geometria, el nivel que alcance dependera de sus conocimientos y experiencia previa en el
tema; iv) cada nivel lleva asociado un tipo de lenguaje para comunicarse y un significado
especifico del vocabulario matematico. Dos personas que razonan a niveles diferentes no
podran entenderse entre si.
El tener presente los niveles de razonamiento asi como las caracteristicas generales de la
teoria puede ayudar a evitar ciertas practicas. Cuando un profesor pide ‘demostrar’ esto
tiene significados distintos segun el estudiante esté razonando en el nivel 2, 3 0 4. Por lo
general el docente pretende que la demostracion sea un razonamiento deductivo formal
(nivel 4), que el estudiante se adapte a su nivel, cuando, si desea ser entendido, debera ser
él quien se sitte en el nivel del estudiante y pueda aceptar y entender la respuesta dada en
forma de ejemplo (nivel 2) o de razonamiento intuitivo (nivel 3).
Segun la teoria de van Hiele, la principal razén de la falla del curriculum
tradicional de geometria es que ésta es presentada en un nivel mas alto del que
los estudiantes estan operando, en otras palabras jlos estudiantes no pueden
entender al profesor ni el profesor puede entender por qué ellos no lo pueden
entender! (de Villiers, 1998, p.10)

En Jaime y Gutiérrez (1995, 1996) se explicita qué son capaces de hacer los estudiantes, en
lo referido a las isometrias, en los distintos niveles de pensamiento geométrico:
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Nivel 1. Reconocimiento. Reconocer la caracteristica de isometria (conservacién del tamafio
y la forma de las figuras) de los movimientos fisicos; reconocer los movimientos cuando se
ven objetos en accion (por ejemplo: recorrido en linea recta, circular o paso al otro lado del
eje); realizar movimientos de figuras con distintos vectores o ejes de simetria; usar
propiedades visuales para identificar movimientos (‘colocacion igual’ para la traslacion, eje
de simetria como ‘separador por la mitad’ de dos figuras simétricas).

Nivel 2. Analisis. Considerar los movimientos mediante sus elementos matematicos; usar de
forma explicita los elementos propios de cada movimiento (por ej. modulo, direcciéon y
sentido del vector en la traslacion); usar las definiciones en las explicaciones de actividades
realizadas; descubrir nuevas propiedades de los movimientos a partir de su verificacion en
casos concretos; usar notacion y vocabulario matematico asociado a cada isometria.

Nivel 3. Deduccion informal. Establecer relaciones entre las propiedades de las isometrias y
descubrir nuevas propiedades y comprender argumentaciones generales para demostrarlas;
comprender y usar la posibilidad de descomposicion —de infinitas formas- de rotaciones y
traslaciones; enunciar definiciones de las isometrias como conjunto de condiciones
necesarias y suficientes; comprender demostraciones hechas por otros; adaptar
demostraciones ya conocidas; pasar de un caso concreto a una situacion general realizando
una demostracién basada en argumentos informales.

Nivel 4. Deduccion. Razonar formalmente, prescindiendo de todo soporte concreto para
demostrar propiedades; comprender y utilizar la estructura algebraica de las isometrias del
plano, hacer y comprender demostraciones formales completas, identificar las hipoétesis, la
tesis y la red de implicaciones l6gicas que llevan al resultado.

Nivel 5. Rigor. Posibilidad de trabajar en sistemas axiomaticos distintos del usual de la
geometria euclidiana; realizar deducciones abstractas basandose en un sistema de axiomas
determinado.

El modelo van Hiele puede servir como marco tedrico de una investigacién que se proponga
determinar los niveles de pensamiento geométrico -en lo referido a las isometrias- de los
estudiantes de magisterio, maestro técnico o profesorado a los que se ensefara isometrias.
De esta manera los docentes podran disefar y proponer actividades de aprendizaje acordes
al nivel de pensamiento de cada estudiante, de manera que puedan incorporar las
capacidades de dicho nivel, condicion imprescindible para empezar a poder pensar en el
nivel siguiente. También es necesario investigar como afecta el aprendizaje de las
isometrias el trabajo en un ambiente de GD. En este sentido, los paradigmas para la
geometria (Houdement y Kuzniak, 1999) como los esquemas de argumentacion (Sowder y
Harel, 1998) se podrian articular con los niveles de van Hiele a la hora de investigar los
procesos de pensamiento de los estudiantes cuando resuelven actividades referidas a las
isometrias en un ambiente de GD o fuera de él. La GD habilita a proponer nuevas
actividades pero también plantea nuevos desafios, sobre todo referidos a como influird en la
forma de pensar de los estudiantes. Si bien la GD facilita el pensamiento en Gl, surgen
interrogantes sobre ¢de qué manera promover el pensamiento en GII? ¢cémo articular el
trabajo en ambos paradigmas?
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Poliedros
Ana Manrique

a) Introduccidn

Los poliedros han despertado el interés del ser humano desde la antigiiedad. Se han
encontrado restos arqueolégicos muy antiguos donde se pueden observar figuras
poliedrales, posiblemente utilizadas con un fin lidico como en la actualidad; pero fue la
cultura de la Antigua Grecia que consider6 a los poliedros como algo digno de ser estudiado.
El amplio dominio de ellos y de sus propiedades qued6 demostrado en la obra “Elementos”
de Euclides (afio 300 a.C.).

Sin duda, el tema de los poliedros constituye uno de los contenidos presentes en el discurso
matematico actual, de gran vigencia por los aportes que esta teoria ha hecho al arte y a la
ciencia. Pese a ello, en los cursos de ensefianza secundaria lo que se aborda parece haber
guedado en sus comienzos, sin considerarse la evolucién del tema en los siguientes siglos.
Incluso en formaciéon de maestros y profesores, Dalcin y Molfino (2017) plantean que,
generalmente, se presentan, se detallan algunas de sus propiedades y se reconocen
familias particulares.

Si consideramos el modelo de razonamiento geométrico propuesto por Van Hiele (Gutiérrez
y Jaime, 1991), el cual propone cinco niveles de entendimiento de la geometria dentro de los
cuales el estudiante se mueve en forma secuencial. En el discurso matematico escolar
uruguayo, sobre los poliedros, Dalcin y Molfino afirman que se abordan actividades que
permiten a los estudiantes transitar los niveles 1 (reconocimiento) y 2 (andlisis). Y en
algunos casos se abordan actividades de clasificacion, lo que podria conducir a una
transicion al nivel 3 (deduccion informal); aunque mas que clasificaciones de las familias de
poliedros se trata del andlisis de familias mas conocidas: los regulares, los prismas y las
piramides.

En este proyecto se pretende abordar el tema poliedros presentando una serie de
actividades secuenciadas que permita transitar a niveles de razonamiento superior; desde el
nivel basico, donde simplemente se observa el espacio sin reconocer las propiedades de las
figuras, hasta niveles elevados de razonamiento geométrico, como la deduccién formal. Se
resalta la demostracion matematica como una competencia que un futuro docente debe ir
adquiriendo desde el comienzo de su formacion.

Consciente de que abordar todos los poliedros es imposible, se seleccioné una familia, los
poliedros de Platon. Esta tematica permite plantear distintas tareas de exploracién y arribo
de conjeturas, y puede brindar herramientas para el estudio sistemético de otras familias.
Para afrontar su estudio se plantearon una serie de preguntas que llevaron a la formulacion
de algunos problemas. Mediante la implementacién del método de resolucion de problemas
planteado por Polya (1965), se pretende involucrar a los futuros docentes en el hacer
matematico, en distintos aspectos como: visualizar, explorar, conjeturar y validar.
Especificamente las actividades se centran en: reconocer y visualizar poliedros, identificar
cudles son los poliedros de Platén, analizar las relaciones entre esta familia de poliedros y
los poliedros regulares, descubrir algunas de sus propiedades buscando generalidades,
explorar maneras de construirlos, conjeturar sobre la cantidad de tipos de esa familia y
demostrar algunas propiedades mas relevantes. Se utiliza como herramientas el material
concreto y el software GeoGebra (El GeoGebra es un programa de geometria dinamica,
libre, que permite, entre otras cuestiones, representar figuras geométricas usando diferentes
herramientas asociadas a las propiedades que las caracterizan) por el potencial que
presenta para las mejoras de los aprendizajes.

Por ultimo, se describe un breve analisis del estado del arte de las lineas actuales de
investigacion en geometria en ambientes de geometria dindmica, y se esboza una pregunta
de investigacion sobre la ensefianza de los poliedros para ser estudiada en una poblacion
de estudiantes de formacion docente.
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b) Fundamentacién

Se coincide con la afirmacién de Itzcovich (2005), de que la ensefianza de la geometria ha
venido perdiendo espacio en los distintos niveles de la ensefianza. Tal vez por la dificultad
de encontrar problemas que presenten verdaderos desafios, lo abstracto de los objetos
geomeétricos, su vocabulario y notacion especificos, la prioridad que se da al trabajo en otras
ramas de la matematica, entre otros. En consecuencia si hay que priorizar contenidos, en
general, no son los geométricos.

La cuestion es que, si se sigue en esta linea, asi como afirma Itzcovich (2005), se priva a los
estudiantes la posibilidad de conocer otra forma de pensar y la oportunidad de experimentar
otras formas de razonamiento, que son especificas de este dominio.

Por otro lado, se puede apreciar como las figuras y las relaciones geométricas abstractas,
en nuestro caso las estructuras poliedrales, estan presentes en nuestro entorno. Por lo que
desarrollar el pensamiento espacial toma relevancia desde el punto de vista educativo, “es
importante controlar las relaciones con el espacio, representar y describir en forma racional
el mundo que nos rodea y estudiar los entes geométricos como modelizadores de esa
realidad”. (Sardella, Berio y Mastucci, 2002, p. 46).

En la introduccion se menciondé como los poliedros han contribuido con el arte y la ciencia,
se retomara brevemente el aporte de los antiguos griegos para el enfoque en este aspecto.
Ellos profundizaron en el estudio de los poliedros regulares, seducidos por sus regularidades
y belleza. Al establecer una asociacion entre el tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro y los
elementos fundamentales de los que estdn compuestos, segun sostenian los griegos, los
atomos de fuego, tierra, aire y agua, quedaron fascinados. Pero fue el dodecaedro quien los
inquietd, ya que se le atribuyd una relacion especial con el cosmos. En el libro Xlll de los
“Elementos” de Euclides (300 a.C.) se detalla la construccion de los cinco poliedros
regulares. Y en el Timeo, Platén (400 a.C.) explica, a partir de los mismos, la construccién
del universo (Extremiana, Hernandez y Rivas, 2001).

Si bien hoy en dia estos pensamientos pueden causar asombro, una reflexion mas profunda
hace pensar en como han influido a lo largo de la historia hasta la actualidad. Segun
Extremiana et al. (2001) estas ideas han dejado tres principios importantes en el desarrollo
de la ciencia: union entre ciencia y belleza, aplicacién de reglas matematicas conocidas a
entidades o procesos desconocidos (como la asociacion de los poliedros a entidades
coésmicas) y la construccién de la complejidad a partir de elementos simples.

La ciencia y la belleza, simbolizada con poligonos y poliedros, se puede apreciar en
reconocidas obras de pintura, escultura y arquitectura donde aparece por ejemplo la
proporcién aurea que genera belleza en los objetos que la contienen.

En cuanto a la asociacion de sdlidos a entidades cdsmicas siguid presente en
investigaciones posteriores, como se puede constatar en los trabajos de Kepler, astrénomo
del siglo XVII, donde los poliedros regulares lo inspiraron en el estudio del movimiento de los
seis planetas conocidos hasta entonces.

Asi como Kepler utilizé la ciencia para una mejor comprensiéon del universo, hoy en dia los
cientificos, siguiendo la pauta marcada por la asociacion de poliedros a entidades cosmicas,
buscan explicar el universo utilizando modelos, conceptos y teorias previamente
desarrolladas en Matematica.

Por altimo, tanto la materia, los seres vivos o los que son producto de nuestra imaginacion,
estan hechos de piezas elementales basicas que especialmente combinadas producen
entes de mayor complejidad. Este proceso puede seguirse en la fabricacion industrial,
construccién de edificios, asi como también en la composicién celular de los seres vivos. En
ocasiones se aplica al analisis de la estructura del lenguaje y se encuentra en la base del
desarrollo actual de la inteligencia artificial.

En estas breves palabras se ha querido mostrar cémo los poliedros estan muy proximos a
nosotros, en la naturaleza; formando parte de nuestra cultura matemética, siendo una
herramienta en la resolucion de problemas en pos del avance la ciencia, y también por su
belleza y misterio, fuente de inspiracion a disefiadores y artistas. Estos objetos mateméticos
fascinantes merecen la pena reivindicar su estudio y utilizaciéon, siendo un contenido
relevante para la ensefianza en la formacién docente.
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Como todo proyecto educativo debe basarse en una teoria de ensefianza- aprendizaje para
su fundamentacion; en este trabajo se optara por el Modelo del razonamiento geométrico de
Van Hiele. El modelo es una teoria de desarrollo intelectual que surge de la experiencia de
sus creadores como docentes de geometria, lo cual lo hace idéneo para este tema.

Se apoya la afirmacion de Guillén, Gutiérrez, Jaime y Caceres (1992) “este es un excelente
modelo de representacion de los procesos del desarrollo del razonamiento de los
estudiantes de matematica” (p. 4), la cual avalan con investigaciones realizadas, por algunos
miembros del equipo, centradas en la ensefianza de la geometria tomando como marco de
referencia este modelo.

Est4 presente en las Guias de Matematica de apoyo al docente (Programa MESyFOD-
ANEP-CODICEN, 1998), donde sus autores, referentes en la ensefianza de la Matematica,
plantean fundamental el aporte de Dina y Pierre Van Hiele (1987) al estudio del desarrollo
del pensamiento geométrico, tanto por describir, en forma general, el razonamiento
geométrico de los estudiantes asi como también por las aplicaciones en el campo didactico.
En cuanto a la metodologia de trabajo se utilizard el método de resolucion de problemas
planteado por Polya (1989), como estrategia para involucrar al estudiante en el hacer
matematico. Ese hacer matematico favorecera la construccion de conocimientos para
resolver problemas en un ambiente donde estos sean la fuente misma del conocimiento, y
promovera el plantear nuevas interrogantes en relacion al conocimiento matematico.
Avalando este método podemos citar a Sadovsky (2005), que plantea: “la Matematica
avanza a fuerza de resolver problemas” (p. 40), e Itzcovich (2007) que sostiene que hacer
matematica implica una actividad intelectual del alumno, que se involucre en el desafio de
resolver un problema, que incluya un trabajo exploratorio, la elaboracion de conjeturas
basadas en propiedades, conceptos y relaciones estudiadas, la formulacién de argumentos,
sostenerlos y ser capaces de debatir, pero también de escuchar y entender las
justificaciones de los otros, reconocer los propios errores y reestructurar sus ideas en pos
del avance conceptual.

La demostracién es una herramienta central en la construccién de la matematica, plantear
actividades donde se proponga la formulaciébn de conjeturas contribuye a que los
estudiantes se comprometan en buscar explicacion por qué dicha conjetura es valida.

Dalcin (2016) en su investigacion sobre el desarrollo del pensamiento deductivo, en
geometria plana, resalta la importancia de incluir en el curriculo el trabajo en un ambiente de
geometria dinamica. Sostiene que utilizar como herramienta un software de geometria
dinamica diferencié notoriamente del trabajo con lapiz y papel en la medida que facilité la
evolucion de los estudiantes desde la consideracion de situaciones especiales a generales.
Destacando que, el trabajo en un ambiente de geometria dinamica facilita la construccion de
representaciones de los problemas, permitiendo la exploracién empirica, donde el estudiante
puede ir estableciendo relaciones entre sus observaciones y su inmediata verificacion
empirica, descartando conjeturas o reformulandolas. Asi logra una fuerte seguridad acerca
de la veracidad de una conjetura, condicion esencial para la busqueda de una justificacion.
Cabe resaltar que la manipulacién tanto visual, tactil o0 manual, constituye la base sobre la
gue se asientan posteriores abstracciones, la misma caracteriza a la etapa de observacion
gue todo aprendizaje geométrico debe presentar. Por este motivo se revaloriza el uso de
material concreto, en virtud de las diferencias individuales que existen en el aula, lo cual
hace necesario desplegar un abanico de recursos.

Por ultimo se priorizara el trabajo en pequefios grupos para fomentar el trabajo cooperativo y
potenciar la integracion social como motor de avance cognitivo.

¢) Metodologia

Se detalla a continuacion en qué consiste el modelo y método elegido para este proyecto.

El Modelo de Van Hiele propone cinco niveles de entendimiento de la geometria dentro de
los cuales el estudiante se mueve en forma secuencial desde el nivel bésico, hasta niveles
elevados de rigor. Los niveles de entendimiento que propone el modelo son los siguientes:
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Nivel 1: Reconocimiento. El espacio se reconoce solo como algo que existe alrededor del
observador, y los conceptos geométricos se ven como entidades totales mas que como
teniendo componentes o atributos. Por ejemplo, las figuras geométricas se reconocen como
un todo por su apariencia fisica y no por sus propiedades. En este nivel se es capaz de
aprender vocabulario geométrico, identificar formas especificas o reproducir una figura dada.
Nivel 2: Andlisis. A través de la observacion y la experimentacion se comienza a discernir las
caracteristicas de las figuras, y estas propiedades emergentes son usadas luego para
conceptualizar clases de formas. Sin embargo, las relaciones entre propiedades no pueden
ser explicadas todavia, las interrelaciones entre figuras no son percibidas y —por tanto—las
definiciones no son entendidas.

Nivel 3: Clasificacion. En este nivel es posible establecer las interrelaciones que existen
entre las propiedades dentro de una misma figura, y entre las caracteristicas de figuras
diferentes de una misma clase. Las definiciones adquieren un pleno significado, y se pueden
entender y elaborar procesos deductivos informales. Aln no se comprende el significado de
la deduccion como un todo, ni el rol que tienen los axiomas.

Nivel 4. Deduccion. Se comprende la importancia del proceso deductivo dentro de un marco
axiomatico establecido, y se adquiere la habilidad de elaborar demostraciones, y no solo de
memorizarlas.

Nivel 5: Rigor. El nivel de abstraccién alcanzado permite el trabajo con sistemas axiomaticos
diversos y la comparacion entre los mismos. (Notas_Modelo de Van Hiele (como se citdé en
Programa MESyFOD-ANEP-CODICEN, 1998))

Este ultimo nivel, cuya caracteristica basica es la capacidad para manejar, analizar y
comparar diferentes Geometrias, escapa de las posibilidades de este proyecto, por lo que
nos concentraremos en transitar los niveles 1, 2, 3y 4. Con énfasis en el nivel 4 (deduccion),
por el hecho de que esta pensado para un curso de matematica de nivel terciario. Se espera
que los estudiantes sean capaces de realizar razonamientos légicos formales y comprender
la estructura axiomatica de las Matematicas.

El método de resoluciéon de problemas planteado por Polya enfatiza en el proceso de
descubrimiento. Consiste en aplicar cuatro pasos frente a un problema: entender el mismo,
crear un plan, ejecutarlo y evaluar e interpretar el resultado obtenido.

Cabe sefialar la diferencia que existe entre un problema y un ejercicio. Un problema es un
planteo que posee suficiente complejidad que implique utilizar los conocimientos que el
estudiante posee de una manera nueva, debe representar un reto que le provoque una
accién cognitiva superior. Por el contario, si se trata de realizar tareas repetitivas en el que el
estudiante de antemano sabe qué hacer para obtener la solucion, esto es un ejercicio.

Polya apunta al docente como la persona capaz de encontrar el mecanismo para que el
estudiante pueda resolver el problema, a través de la formulacién de preguntas. La
seleccion de preguntas que se plantean, para cada paso, no deben ser elegidas al azar. Se
deben usar para sefialar el camino de distintas formas, para ayudar y desarrollar, en el
estudiante, la habilidad de resolver problemas.

Se trabajard en pequefios grupos, utilizando como herramientas el material concreto y el
programa GeoGebra.

d) Evaluacion

La evaluacion es un elemento importante en cualquier practica educativa, en la primera
etapa de actividades se pensaron actividades a modo de evaluaciéon diagnéstica para
detectar en qué nivel de razonamiento geométrico se encuentran los estudiantes antes de
profundizar en el tema.

El método propuesto, de resolucion de problemas, fomenta la comunicacién entre los
estudiantes y con el docente, permitiendo detectar el curso de los pensamientos y evaluar
competencias en las cuatro etapas, comprension del problema, blusqueda de estrategias,
implementacion y revision del proceso seguido (validacion, generalizacion, aplicacién a otros
contextos). Durante el desarrollo del tema se apuntar4 a una evaluacion formativa, para
identificar debilidades, reforzar logros o continuar adelante.
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Como plantea Sadovsky (2005) “Nos ubicamos en una perspectiva segun la cual la
matematica es un producto cultural y social” (p. 22) por ese motivo se buscard crear un
ambiente de reflexion que promueva la autoevaluacion y busqueda de autonomia, por parte
de los estudiantes, en su proceso de aprendizaje.

Como evaluacion sumativa se propondra a los estudiantes investigar y presentar el estudio
de otra familia de poliedros.

Con esta propuesta, se podria decir, que hay un primer acercamiento al nivel 5, segin Van
Hiele, en el sentido de que el nivel de abstraccién alcanzado permite el trabajo con sistemas
axiomaticos diversos (en este caso otra familia, con otra definicion y otras regularidades) y la
comparacion entre los mismos.

e) Desarrollo del tema Poliedros

e.l) Primera etapa. Actividades

Estas actividades han sido seleccionadas para consolidar en los estudiantes las
capacidades de observar, describir, organizar, representar y clasificar figuras del espacio
con la intencidn promover el pasaje a niveles de mayor y sucesiva complejidad de
conceptualizacion geométrica.

Exigen un nivel de razonamiento geométrico de nivel 1, 2 y 3 segun el modelo Van Hiele.

Actividad 1. A- La figura es una torre que tiene una altura de 4 cubitos.
a. ¢Cuantos cubitos se utilizaron para realizar esta construccion?
b. Dibuja una vista superior de este modelo.
c. ¢Cual es la menor cantidad de cubitos que es necesario agregar a la
construccién para obtener un cubo?
B- Se desea hacer una torre mas simple siguiendo el siguiente modelo:
a. ¢Cuantos cubitos son necesarios para construir una

lpiso  2Pisos 3 pisos torre como esta pero de 10 pisos?
b. Busca regularidades y escribe una relacién entre el
E ndmero de pisos y de cubitos.
ﬁ c. Si la torre se construye con 111 cubitos, ¢cuantos
leubito 3 cubitos 5 cubitos pisos tendra?

Aportes del problema: Nivel 1 y 2- Reconocimiento y andlisis.
- Es una actividad que requiere visualizar y representar una figura tridimensional a partir
de su representacion en el plano.
- Una posibilidad de involucrar otras competencias tales como: organizacién para
realizar un conteo, basqueda de regularidades y manejo algebraico.
Comentarios:
Las figuras elegidas pueden ser reproducidas con material concreto para explorar y verificar
los resultados obtenidos.
Mediante la busqueda de regularidades se establece una conexion entre la geometria y el
algebra que mas adelante se ampliara. Si el nivel del curso lo requiere se pueden plantear
otras relaciones que implican un mayor nivel cognitivo para encontrar un patrén, como por
ejemplo buscar regularidades entre el nimero de pisos y la cantidad de cubitos en la
primera torre.

Actividad 2.

a. ¢Cudles de las siguientes figuras representan un poliedro (en el libro Cuerpos con
historia. Poliedros para experimentar. Volumen 2. (Dalcin, M., & Molfino, V., 2018, p. 19) se
pueden encontrar mas poliedros para clasificar)? ¢ Cuales de ellos son convexos?

b. Identifica los poliedros de Platon.
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1 2 3 : c. Se tienen estas dos figuras para
' clasificar:

13

Un estudiante dice que la primera no es
un poliedro porque es “redondo” como una
pelota de fatbol, y la segunda si porque
tiene caras, vértices y aristas. ¢Ta qué
opinas?
d. Sabiendo que las caras de los figuras
del espacio 4, 7, 11 y 13 son poligonos
regulares. Investiga si son poliedros
regulares.
Aportes del problema: Nivel 2 y 3 — Andlisis y clasificacion.

- Es una actividad que requiere buscar y analizar las definiciones de distintas figuras e

interiorizarlas para poder clasificar.

Comentarios:
“La actividad de clasificar es una de las caracteristicas esenciales de cualquier rama del
pensamiento humano y, en particular, una actividad fundamental en matemética.” (Guillén,
1997, p. 23).
Si bien la idea no es hacer un estudio exhaustivo de clasificacion de los poliedros antes de
profundizar en el tema es necesario retomar este contenido. Para su elecciéon se tomé en
cuenta posibles errores que pueden aparecer a la hora de clasificar poliedros y que pueden
brindar una oportunidad para discutir y aclarar dudas.

& 4

e.2) Primera etapa. Marco Tedrico

Con el proposito de profundizar en el estudio de la geometria métrica en el espacio se
tomaran como validas los propiedades de incidencia, orden y medida en el plano,
exponiendo las propiedades fundamentales de incidencia en el espacio y ampliando el
sistema axiomatico.

Relaciones de incidencia fundamentales en el espacio

Axioma 1. Existe un conjunto E llamado “espacio”, al que pertenecen infinitos elementos
llamados “puntos”.

Axioma 2. Los puntos del espacio se consideran agrupados en ciertos conjuntos parciales
de infinitos puntos llamados “planos” y los de cada plano en otros conjuntos parciales de
infinitos puntos llamados “rectas”.

Axioma 3. Tres puntos no alineados determinan un plano.

Orden en el espacio

Axioma 4. Todo plano a establece una clasificacion de los puntos del espacio, no contenidos

en él, en dos Unicas regiones, tales que:

- Todo punto exterior al plano pertenece a una u otra regién.

- Dos puntos de la misma region determinan un segmento que no tiene ningun punto en «a.

- Dos puntos de la distinta regién determinan un segmento que tiene un punto y sélo uno
en a.

Definicion 1. Se llama semiespacio al conjunto formado por los puntos de un plano « y todos
los puntos de una de las dos regiones que el plano determina en el espacio.

-¢aUR; =E; -aUR,=E, -E;yE, sonsemiespacios opuestos,a es el borde E; y E,
-E;NEy=a -E, UE,=E
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Definicion 2. Se dice que una figura es convexa si en ella estd incluido el segmento
determinado por dos puntos cualesquiera de la misma.

Definicion 3. Se dice que dos figuras F y F” son congruentes cuando una de ellas puede
obtenerse transformando la otra mediante un movimiento.

Definicion 4. Dados dos semiplanos a y f con un borde comun r, pero situados en planos
distintos, llamamos angulo diedro convexo al conjunto de puntos comunes a los
semiespacios limitados por los planos a y B, que contienen, respectivamente, los
semiplanos S y a.

La recta r se llama arista del diedro y los semiplanos a y B se llaman caras del mismo.

Definicion 5. Dadas tres semirrectas a,b,c no coplanarias de origen comdn 0, llamamos
angulo triedro convexo al conjunto de puntos comunes a los semiespacios limitados por los
planos (a, b), (b, c), (c, @) y que contiene la semirrecta restante.

Estas semirrectas son las aristas de triedro, los &ngulos convexos que cada dos de ellas
determinan se llaman caras del triedro y el origen comun de todas ellas se llama vértice del
triedro.

Propiedad 1. Toda cara de un triedro es menor que la suma de las otras dos. (En un angulo
triedro las caras del angulo son angulos, por eso, haciendo abuso del lenguaje se dice “Toda
cara” y no “Todo angulo de una cara”.)

Hipotesis: Vabc triedro, ab es la mayor de las caras = Tesis: ab < bc + ca
Demostracion: En la cara ab se traza la semirrecta Vd interior a ab tal que
ac =ad (1).Trazo A,By D talque A€a, BEbY ABNVd = {D}. Trazo C € c
tal que VD = VC (2). . . -
Por 1, 2 y sabiendo que es VA segmento comin = ACV = ADV = AD =AC
En ABC se cumple que: AB < AC+BC = AB—-AC <BC=DB<BC=db<bc=
(swmois) db+ ta <bc+ca = ab<bc+ ta

Propiedad 2. En todo triedro la suma de sus tres caras es menor que cuatro angulos rectos.

Hipétesis: Vabc triedro, ab, bc y ac son caras = Tesis: ab + bc + ac < 4R 5
Demostracion: Sea a’ la semirrecta opuesta de a. Como a,b y ¢ no son ’/F/
—_— . s
coplanares = a’,b y c no son coplanares = Va’bc triedro Sl \
b L

Por propiedad anterior bc < ba’ + ca’(sumoab + a2) = ab + ac + bc < ab + ac +
ba’ + ca’ = (ab+ba’ = 2Ry ac +ca’ = 2R) ab + bc + @c < 2R + 2R = ab + bc + ac < 4R

Definicion 6. Dadas en un orden varias semirrectas de origen comun; tales que el plano
determinado por cada dos consecutivas deja a las demas en un mismo semiespacio, el
conjunto de los puntos comunes a todos estos semiespacios se llama angulo poliedro
convexo.

En todo angulo poliedro convexo se cumplen las propiedades demostradas para las caras
de un triedro:

Propiedad 3. En todo angulo poliedro convexo una cara es menor que la suma de las
restantes. (Una posible demostracion en el libro: Curso de Geometria Métrica.
Fundamentos. (Puig Adam, 1986, p. 273))

Propiedad 4. En todo angulo poliedro convexo la suma de sus caras es menor que cuatro

angulos rectos. (Una posible demostracion en el libro: Curso de Geometria Métrica.
Fundamentos. (Puig Adam, 1986, p. 273))
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Definicion 7. Llamaremos superficie poliédrica al conjunto de un namero finito de poligonos,
llamados caras de la superficie, que cumplan las condiciones siguientes:
1. Cada lado de una cara pertenece también a otra y sélo a otra. Ambas caras se llaman
contiguas.
2. Dos caras contiguas estan en distinto plano.
La superficie poliédrica se llama convexa si ademas se cumple:
3. Elplano de cada cara deja en un mismo semiespacio las demas.
Llamaremos entonces poliedro convexo al conjunto de los puntos comunes a todos estos
semiespacios. Los vértices y lados de las caras se llaman vértice y aristas del poliedro.

Definicion 8. Se llama poliedro regular a todo poliedro convexo cuyas caras son poligonos
regulares iguales y en cada uno de sus vértices concurre el mismo nimero de aristas.

Definicion 9. Se llama poliedro de Platon a todo poliedro convexo cuyas caras son
poligonos, regulares o no, con el mismo nimero de lados y en cada vértice concurre el
mismo numero de aristas.

Observacién 1. Si consideramos como universo a los poliedros convexos y definimos los
siguientes conjuntos:

A= {poliedros convexos cuyas caras tienen el
mismo numero de lados}

B= {poliedros convexos con caras regulares}

C= {poliedros convexos cuyos vértices concurren
el mismo nimero de aristas}

Utilizando un diagrama de Venn (ver figura 1),
tenemos:

Poliedros regulares: AnNBNC

Poliedros de Platén: AnC c
Podemos observar que los poliedros regulares
son una familia de los poliedros de Platon. Figura 1 Poliedros convexos, de Platon y regulares.

FPoliedros cuyas
caras tienen el mismo
numero de lados

Poliedros
requlares

Paliedros de
Flatan

Poliedros con
caras regulares

Poliedros cuyos vérices
concurren el mismo
numero de anstas

Poliedros convexos

e.3) Segunda etapa. Actividades

Se eligen los poliedros de Paltdén y regulares para esta segunda etapa. Las actividades han
sido seleccionadas para explorar, buscar soluciones en forma sistemética, con material
concreto y con el programa GeoGebra, conjeturar y validar.

Las mismas permiten alcanzar niveles superiores de razonamiento geométrico, nivel 4.

Esta etapa consta de dos partes. En la primera parte se plantean actividades de exploracion
y prueba sobre la existencia de poliedros de Platdon, analizando sus caras. Y en la segunda
parte se plantean actividades de verificacién, busqueda y validacion de conjeturas
relacionadas con sus elementos, en los poliedros regulares y de Platon.

Parte 1. Se elige un poliedro de Platon, el tetraedro. Este procedimiento puede ser pensado
para otro poliedro de esta familia.
Se realiza el analisis did4ctico de la primera actividad.

A) Explorando posibilidades de construccion con distintos triangulos, clasificados por lados,
con material concreto.

Actividad 1. ¢ Qué es un tetraedro? Aqui hay cuatro triangulos diferentes hechos de Polydron

(El Polydron es un material didactico formado por un conjunto de poligonos de distintos
tamanos realizados en plastico que poseen bisagras para unirse y formar poliedros.)
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A AN A

e- Equilatero pequefio |- Isosceles IR- Isosceles rectangulo E-Equilatero grande

- Los lados del triangulo equilatero pequefio son de la misma longitud que el lado
menor del tridngulo isésceles y los lados menores del triAngulo isésceles rectangulo.
- Los lados del triangulo equilatero mayor tienen la misma longitud que los lados
mayores del triangulo isdsceles y del lado mayor del tridngulo isésceles rectangulo.
¢,Cuantos tetraedros diferentes puedes hacer? Busca la forma de asegurar de que se han
encontrado todas las soluciones. (Actividad adaptada de NRICH, Universidad de Cambridge,
2017)

Aportes del problema: Nivel 2 y 3 — Andlisis y clasificacion.
- Implica un pensamiento y visualizacion sistemética, y busqueda de estrategias de
organizacion para poder obtener todas las soluciones.
- Requiere utilizar material concreto, ya sea con figuras de Polydron o de carton, para
abordar un problema matemaético.
Comentarios:
“Se ha dicho que la mejor forma de aprender sobre los poliedros es construirlos y después,
observarlos, compararlos, transformarlos y modificarlos.” (Guillén Soler, 1997, p. 11).
Este problema presenta soluciones que pueden fomentar la discusion sobre la igualdad de
figuras y reta la idea errénea de que todos los tetraedros son regulares.

Resolucion:

- Estrategias didacticas
Solicitar, a los estudiantes, que se dispongan a trabajar en grupos pequefios, entregar uno
de cada tipo de triangulo y luego proponer que piensen una lista de observaciones que son
matematicamente mas importantes, ya sea considerando cada triangulo individualmente o
cuando se comparan entre si.
Realizar una breve puesta en comun de las ideas, dénde tendria que aparecer.
« Dos son isésceles y los otros dos son equilateros.
« Un tridngulo tiene un angulo recto
. Los triangulos tienen lados de s6lo dos longitudes posibles.
Entregar mas triangulos e invitar a los estudiantes a construir un tetraedro. Esta tarea puede
resultar en la necesidad de discutir qué es un tetraedro y que un tetraedro se puede hacer a
partir de triangulos que no son equilateros.

- Preguntas claves (segun método de resolucién de problemas):
Si tomas uno de cada uno de los triangulos, ¢es posible hacer un tetraedro y cémo lo
sabes?
. Tienes un enfoque sistematico para encontrar todos los diferentes tetraedros?
¢, Como estas registrando tus soluciones?
¢,Cémo sabes que has probado todas las formas posibles de unir los mismos cuatro
triangulos?

- Posible sugerencia.
Trabaja con dos y luego con tres tipos diferentes de tridngulos para establecer un enfoque
sistematico.

Solucién

Se muestran algunos caminos de resolucion sistematicos que pueden mostrar un argumento
convincente de que se tienen todas las posibilidades

1) Tabulando todas las posibilidades y probando (ver Figura 2).
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2) Como solo hay dos longitudes de lados debe haber un nimero par de lados mayores y
menores, en el conjunto de cuatro triangulos que forman el tetraedro para que los
triangulos encajen. Esta observacion permite descartar rapidamente aquellas
combinaciones que no cumplan esta condicién (ver Figura 3.)

3) Haciendo un diagrama de arbol, comenzando con cada triangulo y descartando las
figuras iguales (ver Figura 3).

é/b\ A =
. grande
Ele IR |1 | Cumple Funclona

E e [ R [T]14 si
4 4 5l
4 4 si Istaceles
4 | si
e 413 1| no Equilater
| | pequeiio
3NOD 31 no
Eae) 3 1 no
1 3 | 3 1 sl k leoscales
1 3 [ [ 111 no i
Figura 2. Solucién 1 Figura 3. Solucién 2 Figura 3. Solucién 3

Luego de explorar todas las posibilidades se obtienen las siguientes soluciones: 1 equilatero
pequefio y 3 isésceles; 1 equilatero grande y 3 isésceles rectangulo; 2 equilateros grandes y
2 isOsceles; 4 equilateros pequefios; 4 equilateros grandes; 2 equilateros pequefios y 2
isdsceles rectangulo; 2 isosceles, 1 isosceles rectangulo y 1 equilatero grande; 1 equilatero
pequefio, 1 isGsceles y 2 is6sceles rectangulo, y, por dltimo, 2 isOsceles y 2 isOsceles
rectangulo (segun su construccidon forman dos tetraedros que se reflejan entre si).

- Tema de discusion
¢ Los tetraedros que se corresponden en una simetria especular son iguales?
Serian congruentes segun la definicién 3, ya que se corresponden en un movimiento.
Una figura es un conjunto de puntos y dos conjuntos son iguales si tienen los mismos
elementos.
Solucion: Se forman 10 tetraedros diferentes.

- Posible extension
Se puede pedir cuantificar la relacion entre los lados mayores y menores siendo una buena
oportunidad para retomar el teorema de Pitagoras.

B) Explorando posibilidades de construccién con distintos triangulos, clasificados por
angulos, usando un software de geometria dinAmica.

Actividad 2. ¢Cuantos tipos de tetraedros se pueden formar con triAngulos acutangulos,
rectangulos y obtusangulos? Investiga con GeoGebra. (Utilizar applet en GeoGebraTube:
https://ggbm.at/xbeszt5y)

Aportes del problema: Nivel 2, 3 y 4 — Andlisis, clasificacion y deduccion.
- Es una actividad que requiere explorar y organizar sistematicamente la busqueda de
soluciones.
- Implica la formulacién y demostraciéon de conjeturas, para justificar observaciones
empiricas.
- Requiere utilizar un software como apoyo en la resolucion de un problema matemético.
Comentarios:
En este problema se puede apreciar el potencial de las TIC para modelizar y explorar,
facilitando la basqueda de ejemplos.
La justificacion de conjetura promueve el vinculo con otras propiedades demostradas, como
laly2.
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Parte 2. Relaciones entre sus elementos: Caras vértices y aristas

Actividad 1. a. Observa y completa la siguiente tabla con el nimero de caras, vértices y
aristas de cada poliedro regular. Utiliza un applet de GeoGebra (utilizar applet en
GeoGebraTube: https://ggbm.at/fM6GQK2c), fichas Polydron o cuerpos soélidos.

Tetraedro | Cubo | Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro

Caras (C)
Veértice (V)
Arista (A)

b. Verificaque C+V =A+2
c. Inténtalo con otros poliedros convexos.

Aportes del problema: Nivel 2, 3 y 4 — Andlisis, clasificacién y deduccion.

- Es una actividad que requiere organizacion, para el conteo, y verificacion de una

relacion.

- Valorar diferentes recursos para resolver una actividad.
Comentarios:
Esta relacion la cumplen todos los poliedros convexos y recibe el nombre de Relacion de
Euler. La cantidad de figuras que cumplen la definicién de poliedro convexo es tan grande
gue parece increible que compartan una relacién en comun, este hecho hace que la féormula
de Euler sea considerada una maravilla matematica.
A través de algunos ejemplos se pasara a su demostracion, ya que la misma es necesaria
para justificaciones posteriores (ver Teorema 1).

Actividad 2. Teniendo en cuenta las dos condiciones basicas para que se forme un poliedro:
- Enun vértice de un angulo poliedro han de concurrir tres 0 mas caras.
- Lasuma de las caras de un angulo poliedro ha de ser menor que 360 grados.
Razona por qué solo hay 5 poliedros regulares.

Aportes del problema: Nivel 3 y 4 — Clasificacion y deduccién
- Mostrar a través de una buUsqueda sistematica y prueba, la existencia de cinco
poliedros regulares.
Comentarios:
Ver Sistematizando la busqueda de poliedros regulares, en la segunda etapa del Marco
Tedrico

Actividad 3. Busgquemos nuevas relaciones.
a. ¢Existe alguna relacion entre el nimero de caras del poliedro regular y el nUmero de
lados del poligono de sus caras con respecto al nUmero de aristas?

Tetraedro | Cubo | Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro

Caras (C)
N° de lados del poligono (n)
Arista (A)
b. En caso de ser asi, ¢ esta relacion se puede extender a otro tipo de poliedro? Justifica.

Actividad 4.

a. ¢Existe alguna relacion entre el nimero de caras del Poliedro regular, el nimero de
lados del poligono de sus caras y el niumero de caras que concurren al vértice con
respecto al numero vértices del poliedro?
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Tetraedro | Cubo | Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro

Caras (C)

N° de lados del poligono (n)
N° de caras que concurren al
vértice (M)

Vértices (V)

b. En caso de ser asi, ¢ esta relacion se puede extender a otro tipo de poliedro? Justifica

Aportes de los dos problemas anteriores: Nivel 3 y 4 — Clasificacién y deduccién
- Formular conjeturas, busqueda de regularidades y relaciones, y justificar.

Comentarios:

. 7 . Cn . .
La relacién en el primer caso es que A4 = - yaque cada cara tiene n aristas (todos los

poligonos tienen n lados) y cada arista pertenece a dos caras, por tanto se cuentan dos

Cn P .
veces. En el segundo caso V = yaque a cada vértice de un poliedro concurren m

vértices de las caras y cada vértice vale para n caras.

Las mismas permitirdn abordar la siguiente actividad y establecer interacciones entre el
algebra y geometria.

Plantear problemas que requieran, en simultdneo, la utilizacién de recursos algebraicos y
geométricos presentan gran potencialidad (Itzcovich, 2005)

Actividad 5.
Demuestra analiticamente que soélo existen 5 tipos de poliedros de Platon.
Sugerencia: utilizar las relaciones halladas en las dos actividades anteriores y la relacion de
Euler.
Aportes del problema: Nivel 4 — Deduccién
- Requiere elaborar una demostracion.
- Implica vincular todos los conceptos trabajados.

e.4) Segunda etapa. Marco Tedrico
Teorema 1. Teorema de Euler: En todo poliedro convexo la suma del nimero (c) de caras,
mas el nimero (v) de vértices, excede en dos unidades al nimero (a) de aristas.
c+v=a+2

Observaciones previas:

1. Entoda linea poligonal cerrada, el nimero de vértices, es igual al nUmero de lados.

2. En toda linea poligonal abierta , en la cual no se consideran los vértices extremos, el

numero de lados, excede en una unidad al nUmero de vértices

Demostracion: Se traza una linea poligonal cerrada, cuyos lados sean aristas del poliedro de
tal modo que divida la superficie en dos regiones. Como esta poligonal tiene tantos vértices
como aristas (observacion 1), la suma r; + v; del nUmero de regiones mas el de vértice de
la poligonal excede en dos unidades al nUmero a; de sus aristas, es decir, r; + v; = a; + 2
En una de las regiones obtenidas se traza una nueva linea poligonal abierta, con extremos
en los vértices de la poligonal anterior, y cuyos lados sean aristas. Se cumpliran dos
condiciones:

- Se ha aumentado en una unidad el nUmero de regiones, o seaquer, =7, +1

- Se ha introducido una linea poligonal abierta, en la cual, no se consideran sus

extremos o sea que a’ = v’ + 1(observacion 2)

Sean n,v,Y a,, el nUmero de regiones, vértices y aristas actuales, y r,v'y a’, los
introducidos.
Se cumplirdn las siguientes igualdades: n, =r+r=nrn=nr—-1(ya que 7r =1),
V) = +v v =, —-vya=agta=>a =a,—a
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Sustituyendo estas tres ultimas igualdades en la afirmacion anterior r, + v; = a; +2 se
obtiene que, (1, — 1) + (v, —v") = (a; —a’) + 2, y considerando que a” = v" + 1, se cumplira
quer, +v, =a, +2

Al repetir el razonamiento n veces, dividiendo en forma analoga, las regiones obtenidas,
hasta conseguir que cada region sea una cara, la igualdad r, + v, = a, +2 , se seguira
cumpliendo, y por lo tanto se verificara la tesis ¢+ v=a + 2

Los poliedros convexos también reciben el nombre de poliedros Eulerianos.

Sistematizando la busqueda de poliedros regulares

Si las caras del poliedro son triangulos equilateros (cuyos angulos son de 60°), en cada
vértice pueden concurrir tres, cuatro o cinco, pero no mas, pues seis angulos de 60° suman
cuatro angulos rectos y no se forman vértices porque quedan planos (prop. 2). Si en cada
vértice se juntan tres triangulos , se obtiene un tetraedro, con cuatro un octaedro y con cinco
un icosaedro.

Si las caras son cuadrados (cuyos angulos son de 90°), sélo tres de ellos pueden concurrir
en un vértice para que su suma sea menor a 360° (prop. 2), resultando el cubo. Porque con
cuatro cuadrados no se forma un angulo poliedro convexo y con un nimero mayor de
cuadrados no pueden concurrir en un vértice.

La ultima posibilidad es considerar pentdgonos regulares (cuyos angulo son de 108°), sélo
tres de ellos pueden concurrir en un vértice dando lugar al dodecaedro. Con hexagonos
regulares (cuyos angulo son de 120°) no se puede formar un angulo poliedro ya que deben
concurrir por lo menos tres en cada vértice y la suma de los 4ngulos de las caras seria de
3600.

También se superan los 360° con poligonos regulares de siete o0 méas lados.

En resumen sélo pueden ser poliedros regulares: el tetraedro, el octaedro y el icosaedro, de
caras triangulares; el cubo, de caras cuadradas, y el dodecaedro, de caras pentagonales.
Pero hasta aqui no hemos demostrando su existencia efectiva sino probado la imposibilidad
de otros poliedros regulares convexos, para ello es necesario construirlos uno por uno.

Teorema 2. Existencia de cinco tipos de poliedros de Platén.
Demostracion: Considerando un poliedro de Platon con C caras, V vértices, A aristas; cada

cara tiene n lados y los vértices son de orden m. Entonces m > 3;y n > 3,y ademas:
i. C+V = A+ 2.Larelacion de Euler se cumple ya que son poliedros convexos.

C. . . , .
ii. 7“ Ya que cada cara tiene n aristas (todos los poligonos tienen n lados) y cada
arista pertenece a dos caras, por tanto se cuentan dos veces.
C. P . ;.
i. V= ?" Ya que cada vértice de un poliedro concurren m vértices de las caras, cada

vértice vale para n caras.

De la igualdad ii. se tiene que C = % , ¥ de sustituir ii. en iii. se obtiene que V = % :

Sustituyendo ambas igualdades en la relacion de Euler se obtiene que %+% = A+ 2,

operando y reordenando se llega a la expresion:

iv. (2m + 2n — mn)A = 2mn. De lo que sigue que 2m + 2n — mn debe ser positivo; es
decir: 2m + 2n — mn > 0 siendo equivalente a expresar que (m — 2)(n — 2) < 4.
Esta Ultima expresion reduce considerablemente las posibilidades para m y n siendo las
anicas: (3,3), (3,4), (3,5), (4,3) y (5,3) que corresponden a vértices de orden 3 y caras
triangulos, cuadrilateros o pentagonos, vértices de orden 4 y sus caras triangulos, vértices

de orden 5 y caras triangulos. Queda demostrado que solo hay cinco tipos de poliedros de

4an

Platon. i n rando iv. en ii. ien =—
aton. Sustituyendo y operando iv. e se obtiene que C Zm)—mn
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- Silas caras son triangulos (m = 3) para: n =3 = c =4 es un tetraedro,n =4=c =8
es unoctaedroyn =5 = ¢ = 20 es un icosaedro
- Silas caras son cuadrilateros (m = 4) paran = 3 = ¢ = 6 es un hexaedro y
- Silas caras son pentagonales (m = 5) paran = 3 = ¢ = 12 es un dodecaedro.
Queda demostrado que solo hay cinco tipos de poliedros de Platon, regulares o no:
tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

f) Linea de investigacion

f.1) Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC) y Educacién

Un gran porcentaje de las investigaciones educativas que se estan llevando a cabo son
aquellas referentes al impacto de las tecnologias digitales en los aprendizajes.

En nuestro pais el Plan Ceibal esta realizando enormes esfuerzos por integrar las
tecnologias a los procesos educativos, implicando importantes inversiones econémicas. A
pesar de ello, aunque se ha demostrado una reduccién de la brecha digital y el desarrollo de
habilidades no cognitivas y cognitivas, se estd lejos de poder demostrar un impacto
significativo y masivo en la calidad de los resultados de aprendizaje que se imaginaron al
comienzo (IPES, 2016). Basta con analizar el Informe sobre el estado de la educacion en
Uruguay 2015-2016 (INEEd, 2017), para visualizar que no hubo cambios en los
rendimientos en materia de aprendizaje en el tramo obligatorio.

Pero sin duda, el desarrollo tecnoldgico alcanzado en los Ultimos tiempos y los recursos
disponibles, demandan una actualizacién de las practicas educativas. Si nos centramos en
la ensefianza de matematica podemos encontrar trabajos de investigacién donde se ha
logrado una implementacion efectiva con modelizaciones mateméaticas que de una forma
tradicional no hubiesen sido posibles.

Dentro del tema geometria podemos citar algunos trabajos de investigacion en nuestro pais
como: “Geometria en el aula con GeoGebra” de Damisa, Dodino y Piedra Cueva (2017), o
“El desarrollo de un pensamiento deductivo en el bachillerato diversificado en un ambiente
de Geometria Dinamica” de Dalcin (2006), entre otros, en los cuales un software de
geometria dindmica ha mostrado su potencialidad en el proceso de ensefianza.

f.2) Desarrollo del pensamiento deductivo

Asi como plantea Flores (como se cito en Dalcin, Ochoviet, Olave y Testa, 2006), uno de los
propésito de la educacién deberia ser el desarrollo del pensamiento deductivo, entendido
como la capacidad de encadenar ideas generales que lleven a conclusiones particulares.
Estas conclusiones permitirdn tomar decisiones de manera fundamentada.

Mediante la ensefianza de la geometria se puede influir en el desarrollo de un pensamiento
deductivo a través de la argumentacion matematica y demostracién, competencia que se ha
venido resaltando desde el inicio del trabajo.

f.3) Pregunta de investigacion

A partir de la investigacion de Dalcin (2006) sobre el desarrollo del pensamiento deductivo,
en bachillerato diversificado, en un ambiente de Geometria Dinamica en el plano. Se plantea
la siguiente pregunta de investigacion: ¢Coémo favorece el programa GeoGebra 3D la
produccion de un razonamiento deductivo en estudiantes de Magisterio que trabajan en la
formulacion y validacion de conjeturas en actividades con poliedros?

Para dar respuesta a esta pregunta se propone un estudio de corte cualitativo. El
instrumento podria ser por ejemplo: ABCD es un tetraedro regular, P es un punto variable
en el segmento AB.

a. ¢Es constante la medida del angulo CPD, al variar P? ¢ Qué dice tu intuicién?

b. Construye una figura dinamica, en GeoGebra, que modele la situacion, ¢Qué observas?
Justifica. (Este es un fragmento de la actividad actividad 15 del libro Cuerpos con historia.
Poliedros para experimentar (Dalcin, M., & Molfino, V., 2018, p. 28) Se sugiere utilizar toda
la actividad, pero por una cuestion de espacio se mostraron los puntos mas relevantes.)
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Seria aplicado a estudiantes de magisterio, para luego realizar entrevistas con los casos
mAas interesantes que se observen.

g) A modo de cierre

Con este trabajo se pretendié mostrar un posible camino para abordar los Poliedros. Aunque
se recorre una minima porcién del tema, se expone un lineamiento con la esperanza de que
un futuro docente afronte el desafio de continuarlo o, mejor adn, crear el suyo propio.
Mediante un planteo de resolucion de problemas, se invita al estudiante a pensar y a ser
protagonista de sus propias deducciones. Para de esta manera, fomentar el gusto e interés
por la Geometria, el cual sera trasmitido posteriormente a sus futuros estudiantes.
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Poliedros
Jeannine Maufinet

Aspectos disciplinarios
Los poliedros han sido estudiados y empleados desde la antigiedad, uniendo la ciencia y la
estética y relacionandolos con entidades cdésmicas en un intento de explicar el universo. Hay
hallazgos de piedras talladas que datan del neolitico (aproximadamente 2000 a.C.). Euclides
trata acerca de la construccion de los cinco poliedros regulares en el libro Xl de su obra
“Elementos” (300 a.C.). Posteriormente el astrbnomo Kepler sistematiz6 y matematizé el
conocimiento que habia en su época acerca de los poliedros. Kepler tenia la creencia de
gue la ciencia permite un mejor conocimiento del universo, creado por Dios segun un plan
matematico.
Con impulsos religiosos similares o diferentes, o sin ellos, lo cierto es que los
cientificos, siguiendo la pauta marcada por la asociacion de poliedros a
entidades césmicas, contindan intentando explicar la forma del universo
utiizando modelos, conceptos y teorias previamente desarrollados en
Matematicas. (Extremiana, Hernandez, & Rivas, 2001)

Los poliedros modelizan varios objetos que atafien a distintas ciencias. Por ejemplo,
Extremiana, Hernandez y Rivas mencionan su presencia en los cristales de varias
sustancias: el cubo en los cristales de sal comun, el tetraedro en los del sodio
sulfantinomiato, el octaedreo en el alumbre de cromo y el dodecaedro en los de la pirita.
Esto implica que los poliedros se empleen en temas cristalograficos relacionados con la
geologia y la quimica. También hay muchas investigaciones con estas estructuras en el
campo de la biologia, quimica y fisica nuclear.

Los poliedros se pueden ubicar dentro de una estructura mas amplia, la de los politopos.
Segun Coexeter (1953) los politopos son figuras geométricas limitadas por semirrectas,
semiplanos o semihiperplanos. Desde este punto de vista, en dimensién uno serian
segmentos, en dos dimensiones serian poligonos y en tres poliedros. Otra forma de
definirlos seria como una regiébn compacta en R" definida por la interseccion de
semiespacios.

Enmarcados dentro de la topologia algebraica, Extremiana, Hernandez, & Rivas (2001)
mencionan también que se puede usar la palabra poliedro o estructura poliedral para
nombrar espacios construidos con piezas sencillas denominadas celdas de diversas
dimensiones que son copias topoldgicas de discos correspondientes a la dimension. Se
forman partiendo de un espacio discreto de puntos (0-celdas) al que se le va pegando
sucesivamente un conjunto de celdas (eventualmente vacio) de dimensién cada vez mayor,
por los bordes de estas. Pueden tener un namero finito o infinito de piezas (dimensién finita
o infinita).

Moebius define los poliedros de una forma general como un conjunto de poligonos con la
propiedad de que cada lado de estos poligonos es lado de exactamente otro poligono del
sistema. Se observa gque esta definicion habilita los poliedros infinitos. Coxeter (1953) usa
una definicion equivalente e incluye al “dihedron” dentro de los poliedros, cuyas caras son
dos poligonos coincidentes.

A continuacion se proporciona la definicién de un libro sugerido en Geometria | del IPA:
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Un poliedro es un objeto tridimensional formado por regiones poligonales
denominadas caras. Los lados y vértices de las caras reciben los nombres de
aristas y vértices del poliedro. Un poliedro esta formado por un nimero finito de
regiones poligonales. Cada arista de una regién es la arista de exactamente otra
region. Si dos regiones se intersecan, lo hacen en una arista 0 en un vértice.
(Clemens, O'Daffer, & Cooney, 1998)

Puig Adam (1980) define en un principio superficie poliédrica convexa como el conjunto de
una cantidad finita de poligonos, llamados caras, que verifican:

1. Cada lado de una cara pertenece también a otra Unica cara. En este caso, ambas
caras son denominadas caras contiguas.

2. Dos caras contiguas son no coplanares.

3. El plano de cada cara deja en el mismo semiespacio a las demas.

Luego define poliedro convexo a la interseccion de los semiespacios anteriores. Después
define las superficies poliédricas no convexas a partir de la siguiente construccion: “Sustituir
una cara ABCD de la superficie de un poliedro convexo por triangulos que resultan de
proyectar sus lados desde un punto O al poliedro”. Las caras de esta nueva superficie
siguen cumpliendo con las condiciones 1 y 2 de la definicién de las superficies poliédricas
convexas pero no la 3.

Los vértices y lados de las caras se denominan vértices y aristas del poliedro. Se llama

diagonal a un segmento que tiene por extremos dos vértices no situados en la misma cara.

Los poliedros son denominados segun su nimero de caras. Por ejemplo, tetraedro (4 caras),

pentaedro (5), hexaedro (6), heptaedro (7),..., icosaedro (20), etc.

El estudio de los poliedros es muy amplio e imposible de abarcar en su totalidad en un

trabajo de esta extension. Por este motivo el énfasis de este trabajo estara en el desarrollo

de un tipo particular de poliedros (los poliedros uniformes) y en los grupos de simetria
rotacionales de los poliedros regulares.

A continuacion definiremos varias familias de poliedros, no excluyentes entre si:

e Los poliedros convexos y no convexos. Un poliedro es convexo si todo segmento tiene
por extremos dos puntos del poliedro esta incluido en él. En caso contrario es no
convexo.

e Los poliedros de caras regulares son aquellos en los que todas sus caras son poligonos
regulares.

¢ Los poliedros de caras uniformes tienen todas sus caras iguales.

e Poliedros de aristas uniformes cuando los pares de caras que se relnen en cada arista
son iguales.

e Poliedros de vértices uniformes cuando en todos los vértices del poliedro convergen el
mismo ndmero de caras y en el mismo orden.

e Los poliedros uniformes son aquellos con caras regulares y vértices uniformes.

e Poliedros simples son los que no tienen ningun “agujero” y es posible por lo tanto
transformarlos en una esfera mediante cierta deformacion.

e Poliedros regulares e irregulares. Los regulares son aquellos poliedros convexos cuyas
caras son poligonos regulares iguales y en los que en cada vértice concurre el mismo
namero de caras. Los irregulares son los que no son regulares.
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Los solidos arquimedianos son poliedros convexos de vértices uniformes cuyas caras son
poligonos regulares.

Los solidos de Catalan son poliedros que tienen todas las caras iguales, pero no son
poligonos regulares.

Los solidos de Kepler-Poinsot son poliedros regulares no convexos.

Los prismas son poliedros con dos caras que son poligonos iguales incluidos en planos
paralelos y cuyas caras laterales son paralelogramos. Si los poligonos iguales de un
prisma son paralelogramos lo llamaremos paralelepipedo.

Un antiprisma es un poliedro con dos caras iguales paralelas denominadas bases, pero a
diferencia del prisma, estan giradas y reunidas por medio de triangulos. Las caras
laterales son triAngulos que unen dos vértices consecutivos de una base con el vértice
correspondiente de la otra.

Una pirdmide es un poliedro cuyas caras estan formadas por un poligono cualquiera
(denominado base) y por triAngulos con un vértice comun (denominados caras laterales).
Un deltaedro es un poliedro cuyas caras son triangulos equilateros iguales.

Las bipirdmides son poliedros formados por las caras laterales de dos piramides que
tienen la misma base.

Los sélidos de Johnson son poliedros convexos cuyas caras son poligonos regulares
cuyos vértices no son uniformes.

Los zonoedros son poliedros en los que cada cara tiene un centro de simetria.

Ahora presentaremos un resultado muy importante que cumplen los poliedros convexos, el

Teorema de Euler:

En todo poliedro convexo la suma del nUmero ¢ de caras mas el nimero v de vértices

ct+v=a+2
Veamos la demostracion: (Las imagenes estan realizadas

Para demostrar este teorema proyectaremos el poliedro

Como el poliedro tiene una cantidad finita de caras,

excede en dos al nimero a de aristas.

con GeoGebra)

ortogonalmente sobre un plano o que verifique:

o no es perpendicular a ninguna de las caras del
poliedro

No existen dos vértices del poliedro que tengan la
misma proyeccion

J

— -'ﬁ-.

vértices y aristas siempre es posible encontrar un
plano o en estas condiciones. Considerando el
conjunto de puntos de las proyecciones del conjunto
de vértices del poliedro podemos tomar el menor
poligono P convexo que contiene todos estos puntos,
ya sea en sus lados o en su interior. Podemos dividir los puntos de .
P en dos partes: los del “borde” y los “interiores”. Los del borde " :
serian los de los lados de dichos poligonos y los interiores serian :
los interiores al poligono. w4

La suma S de los angulos interiores de las caras del poliedro va a ser il

igual a la suma de los angulos interiores de sus proyecciones. Si
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bien estos ultimos angulos no tienen por qué ser iguales a los del poliedro su suma debe
serlo ya que las proyecciones son poligonos convexos con el mismo nimero de lados,
suma que es invariante.

Suponiendo que P tiene m vértices, si v es la cantidad de vértices del poliedro tendriamos v-
m puntos interiores y la suma de las proyecciones de los angulos en cada uno de los v-m
vértices es 360° totalizando (v-m)360°.

Para calcular la suma de los angulos interiores proyectados en el borde debemos tener en
cuenta que cada arista proyectada corresponde simultineamente a un lado de dos caras
del poliedro por lo que dicha suma seria 2(m-2)180°.

Entonces S=(v-m)360°+2(m-2)180°.

Por otro lado, suponiendo que ny, ny, ... N, €s el numero de lados de cada cara tenemos que
S=(ny+ ny +... +n-2¢)180° =(2a-2¢)180°=2(a-c)180°

Luego (v-m)360°+2(m-2)180°=2(a-c)180° y v-2=a-c siendo c+v=a+2 que era lo que
gueriamos demostrar.

Es importante destacar que esta relacion se cumple en poliedros convexos, pero también
hay poliedros no convexos que la verifican. Los poliedros que la verifican se denominan
poliedros eulerianos.

A partir del teorema de Euler se deducen algunas condiciones para la existencia de
poliedros eulerianos y particularmente convexos:

e Dado que cada cara de un poliedro esta delimitada por un minimo de tres aristas y que
cada arista pertenece a dos caras se verifica: 3c<2a

e Considerando que en cada vértice concurren por lo menos tres aristas y que cada arista
contiene exactamente dos vértices tenemos que: 3v<2a

e 3v>a+6y 3ca+6

e Elnumero de aristas es mayor o igual que 6.

e Elnumero de caras es mayor o igual que 4.

e Elnuamero de vértices es mayor o igual que 4.

Se observa que en los resultados anteriores se pueden intercambiar el nUmero de vértices y

el nimero de caras sin afectar la validez del teorema. Por este motivo para cada poliedro

euleriano con v vértices, ¢ caras y a aristas existe un poliedro, denominado dual, que tiene ¢
vértices, v caras y a aristas. Se define como poliedro dual de un poliedro a aquel cuyos
vértices son los centros de las caras del poliedro inicial.

A continuacién veremos algunos corolarios del teorema de Euler:

1. No existen poliedros eulerianos con exactamente 7 aristas: Si a=7, como 3v<2ay

3v>a+6 tenemos que 14>3v>13. Pero no existe ningldn entero v que verifique estas

desigualdades.

2. No existe ningun poliedro euleriano en el que todas las caras tengan mas de 5 lados:

Si cada cara tuviera al menos 6 lados, como cada lado es arista de dos caras tendriamos

gue 2a>6¢. Por propiedad 3c>a+6. A partir de las dos afirmaciones anteriores tenemos que

a>3c>a+6 lo cual es imposible para valores de a positivos.

3. No hay poliedros eulerianos en los que en todos los vértices converjan mas de 5

aristas. Se demuestra con argumentaciones similares al segundo corolario.

En lo que sigue analizaremos distintos tipos de poliedros uniformes. Cabe destacar que

Kepler fue el primero en sistematizar el estudio de estos poliedros y observé que esta

definicidn incluye prismas con caras laterales cuadradas y antiprismas cuyas caras laterales
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son triangulos equilateros. En el siglo XIX se descubrieron 57 nuevos y en el siglo XX
Coxeter y Miller descubrieron otros 12 a través de un estudio sistemético.
En primer lugar nos referiremos a los poliedros convexos regulares, también denominados
solidos platénicos, cuyo papel a lo largo de la historia ha sido muy relevante desde el punto
de vista filosofico, cientifico, artistico y hasta ludico. Fueron conocidos por los antiguos
egipcios, empleando el cubo, el octaedro y el tetraedro en la arquitectura, ademas de que se
sospecha que usaron el icosaedro como dado.
En el libro XIll de los “Elementos” de Euclides se detalla la construccion de los cinco
poliedros regulares a los cuales se les atribuyen los elementos fundamentales que, segun se
concebia, constituyen el universo: atomos de agua, aire, fuego y tierra. Estos elementos
tienen la caracteristica de tener profundidad por lo que no pueden ser concebidos como
planos. Al dodecaedro se le asigna la forma que envuelve el universo. De este modo la
belleza de los poliedros se basa en su significacion filoséfica.
Estas concepciones
contienen tres principios que han tenido y tienen gran importancia en el
desarrollo de la ciencia: Unién entre ciencia y belleza, aplicacion de objetos y
reglas matematicas conocidas a entidades o procesos desconocidos (asociaciéon
de los poliedros a entidades cdsmicas) y construccion de la complejidad a partir
de elementos simples. (Extremiana, Hernandez, & Rivas, 2001)
Los poliedros convexos regulares son:
e Tetraedro regular: Tiene cuatro caras que son tridngulos equilateros. En cada vértice
concurren tres de estos tridngulos.
e Cubo o hexaedro: Tiene seis caras cuadradas. En cada vértice concurren tres caras.
e Octaedro regular: Tiene como caras ocho tridngulos equilateros. En cada vértice
concurren cuatro.
e Dodecaedro regular: Tiene doce caras que son pentagonos regulares, en cada vértice se
agrupan tres.
e Icosaedro regular: Sus caras son veinte triangulos equilateros, en cada vértice se
intersecan cinco.
A continuacion veremos gue no existen mas de cinco. Este resultado fue demostrado por
Euclides basado en las ideas que se desarrollan a continuacion.
Para poder formar un angulo poliedro convexo, es necesario que la suma de las caras sea
inferior a 360°. Las caras de los poliedros deben ser poligonos regulares.
Considerando el triangulo equilatero, podriamos tener tres, cuatro o cinco caras por Vvértice,
obteniendo el tetraedro, octaedro o icosaedro regulares respectivamente. No podriamos
superar las cinco caras ya que la suma de las mismas alcanzaria o superaria los 360°.
Teniendo en cuenta el cuadrado, podriamos tener tres caras por vértice que seria el caso
del cubo. No podriamos tener mas de tres caras por vértice ya que la suma de las caras no
seria inferior a 360°.
En el caso del pentagono regular, solo podrian concurrir tres caras por vértice obteniendo el
dodecaedro regular.
Si consideramos un poligono de seis 0 méas lados, como en cada vértice deben concurrir por
lo menos tres caras la suma de las caras no seria inferior a 360°. De aqui deducimos que no
puede haber mas poliedros regulares.
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Ahora que sabemos que son cinco, analizaremos la dualidad de los poliedros regulares. En
el caso del tetraedro, dado que tiene 4 vértices, su dual debe tener 4 caras por lo que el dual
del tetraedro es el propio tetraedro. El dual del cubo es el octaedro ya que el cubo tiene 8
vértices y 6 caras mientras que el octaedro tiene 6 vértices y 8 caras. El dual del dodecaedro
es el icosaedro puesto que el dodecaedro tiene 20 vértices y 12 caras mientras que el
icosaedro tiene 12 vértices y 20 caras.

Otros poliedros uniformes son los poliedros arquimedianos, denominados de este modo
porque fue Arquimedes quien los descubrid, estudié ampliamente y clasificé.

Dentro de los poliedros arquimedianos encontramos (Imagenes elaboradas con Poly de
Pedagoguery Software Inc):
Tetraedro truncado
Cuboctaedro

Cubo truncado

Octaedro truncado
Rombicubooctaedro
Cuboctaedro truncado
Icosidodecaedro
Dodecaedro truncado
Icosaedro truncado
Icosi-dodecaedro truncado
Rombi-icosi-dodecaedro
Cubo romo

Icosaedro romo

© 0 NGO wDE

B R e
NP o

=
w

Los primeros once se obtienen truncando sélidos platénicos. Sus nombres se componen del
poliedro que es truncado y el poliedro que lo trunca. Los dos dltimos no se obtienen
truncando poliedros, en el caso del cubo romo se mueven las caras del cubo hacia afuera en
sentido perpendicular a sus planos, se rotan y finalmente se completa con triangulos
equilateros. El procedimiento para el icosaedro romo es similar.

Observamos que los solidos de Catalan (que no son uniformes) son los duales de los
arquimedianos, por eso también hay 13. Estos son el triaquistetraedro; el dodecaedro
rémbico; el triaquisoctaedro; el tetraquishexaedro; el icositetraedro deltoidal; el
hexaquisoctaedro; el icositetraedro pentagonal; el triacontaedro rombico; el
triaquisicosaedro; el pentaquisdodecaedro; el hexecontaedro deltoidal; el hexaquisicosaedro
y el hexecontaedro pentagonal.

Otra clase dentro de los poliedros uniformes es la de los deltaedros. En total hay ocho, tres
de los cuales son poliedros regulares. Observemos que en cada vértice no pueden concurrir
mas de seis caras 0 sea que concurren menos de 6 aristas. Si llamamos a; al nUmero de
vértices en el que concurreni aristas, donde i puede ser 3, 4 o 5, considerando que
contamos cada arista dos veces tenemos que el doble del nimero de aristas se puede
escribir 2a = 3a3 + 4a4 + 5a5. Ademas 3c=2a ya que en cada cara concurren tres aristas y
contamos dos caras por cada arista.Usando los resultados anteriores, el teorema de Euler y
sabiendo que asz + a4 + as = v, realizando las sustituciones correspondientes llegamos a
qgue 3az + 2a4 + as = 12. Esta ecuacion tiene 19 soluciones no negativas las cuales no
todas corresponden a deltaedros. Los siguientes son los posibles (Imagenes elaboradas con
Poly de Pedagoguery Software Inc):
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Nombre

Tetraedro
regular

Bipiramide
tnangular

] 0 b 0

12

Octaedro
reqular

10

15

Bipiramide
pentagonal

12

18

Dodecaedro
siameés

VI 0 3 6

14

21

Prsma
Tnangular

tnaumentado

VI 0 2 ]

10

16

24

Bipiramide
cuadrangular
giroelongada

NiL 0 i] 12

12

20

30

lcosaedro
reqular

Otra clase de poliedros uniformes es la de los antiprismas cuyas caras laterales son
triangulos equilateros y las bases poligonos regulares. También tenemos el caso de los
prismas cuyas bases son poligonos regulares y las caras laterales cuadrados. En ambos
casos tenemos infinitas posibilidades para las bases por lo que hay infinitos antiprismas y

prismas que son poliedros uniformes.

Hasta este momento nos referimos a poliedros uniformes convexos. A continuacion veremos

una clase de poliedros no convexos hallados por Kepler y Poinsot.

Los poliedros de Kepler-Poinsot se construyen a partir de poligonos regulares estrellados,

gue son poligonos no convexos que se
obtienen prolongando los lados de los
poligonos regulares hasta que se
intersequen.  Kepler aplic6 este
proceso a los solidos platdnicos, sin
éxito en el tetraedro, el cubo y el
octaedro ya que al prolongar sus
aristas estas no se intersecan. Pero en

The Kepler-Poinsot Polyhedra

{3/2, 5+

Face: pentagram

Srmall stellated
dodecahedron
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el caso del dodecaedro y el icosaedro obtuvo el dodecaedro estrellado y el gran dodecaedro
estrellado.

Poinsot estudid los poliedros en forma independiente a Kepler, redescubrié los dos
descubiertos por Kepler y ademas dos nuevos. En lugar de construir los poliedros a través
de caras que sean poligonos estrellados, considerd la alternativa de sustituir los vértices
usuales por vértices estrellados. Con este procedimiento obtuvo el gran dodecaedro y el
gran icosaedro, en los que las caras son pentagonos Yy triAngulos regulares. (Imagen
recuperada de https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0 Original design and concept:
Tom Ruen; SVG creation: Julio Reis [CC BY-SA 3.0])

Finalmente analizaremos algunos aspectos relacionados con las isometrias que dejan
invariantes a los poliedros. La necesidad de un estudio profundo en cuanto a las simetrias
de los poliedros surge en un principio en la cristalografia, valiéndose de la teoria de grupos
como herramienta.

Estas transformaciones tienen la estructura de grupo, la operacién es la composicion. Esto
implica que la composicion de dos elementos del grupo pertenece al grupo, existe un
elemento inverso para cada elemento del grupo Yy existe un elemento neutro que es la
identidad. Hay cinco grupos finitos de rotaciones en el espacio, tres de los cuales tienen por
elementos las posibles rotaciones que dejan invariantes a los poliedros regulares.
Analizaremos estos Ultimos tres.

Estudiaremos primero el grupo de simetrias de rotacion del tetraedro regular, llamémosle
A, A5, A3 y A, a sus vértices. Si consideramos el vértice A;, podemos rotar el tetraedro
alrededor de la recta que pasa por A, y el baricentro del triangulo de vértices A;, A3 y A4. El

PR . - 2 4 .
tetraedro se puede superponer con sl mismo Si rotamos con angulos 0, 57‘[ Yy 57‘[. Lo mismo

ocurriria con los vértices A,,A; y A, por lo que tenemos en total 8 posibilidades ademas de
la identidad.

También tenemos las rotaciones con angulos 0 o  alrededor del eje determinado por los
puntos medios de dos aristas opuestas. Como tenemos 6 pares de aristas opuestas
tendriamos 3 casos més ademas de la identidad.

Es decir que el grupo de simetrias de rotacion del tetraedro regular tiene 8+3+1
posibilidades (1 corresponde a la identidad).

Consideremos ahora el grupo de simetrias de rotacion de un cubo. En el cubo tenemos tres
tipos de rotaciones: ejes de rotacién que pasan por los centros de dos caras opuestas y

) 3 . . .
angulos 0, % , Ty ST, ejes que pasan por los puntos medios de aristas opuestas con

, . ;.. . 2 4

angulos 0 y m y ejes que pasan por vértices opuestos con angulos 0, 3T Y 3T Ahora
contemos las posibilidades distintas de la identidad: en el primer caso tenemos 3 caras
opuestas por lo que hay 3x3, en el segundo contamos con 6 pares de aristas opuestas por
lo que tenemos 6x1 y en el tercero hay 4 pares de vértices opuestos teniendo 4x2. Entonces
el grupo tiene 9+6+8+1=24 elementos.

Con respecto al grupo de rotaciones del dodecaedro, este posee tres tipos de rotaciones:
respecto de un eje que pasa por los centros de caras opuestas y angulos 0, %n, gn,gn y gn
, un eje pasando por los puntos medios de aristas opuestas y angulos O y = y con eje que
pasa por vértices opuestos y angulos 0, %n y %n.

Las posibilidades distintas de la identidad son: en el primer caso tenemos 6 pares de caras
opuestas por lo que tenemos 6x4, en el segundo hay 15 pares de aristas opuestas por lo
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gue tenemos 15 y en el tercero contamos con 10 pares de vértices opuestos y 2x10 casos.
En total el grupo tiene 24+15+20+1=60 elementos.

En el caso de los grupos de simetria de rotacion del octaedro y el icosaedro coinciden con
los del cubo y del dodecaedro respectivamente por ser sus duales. Nétese que al ser el
octaedro el dual del cubo, los vértices del octaedro son centros de las caras del cubo y se
puede ver que los ejes de simetria del cubo son los mismos que los del octaedro y ademas
los ejes de simetria del cubo lo son del octaedro. Con un razonamiento analogo se observa
que el grupo de simetria de rotacion del icosaedro es el mismo que el del dodecaedro. En
realidad esto es cierto para los duales, en el caso del tetraedro su dual es otro tetraedro y en
ese caso se llama bidual.

En conclusion tenemos tres grupos de simetrias de rotaciones de los poliedros regulares: el
tetraedral, el octaedral y el icosaedral.

Aspectos didacticos
En un abordaje netamente formal de la Matematica se eliminan los indicios de la actividad
humana que las produjo. Por este motivo el conocimiento de la génesis o el proceso de
construccién de la geometria es un aporte importante en los futuros docentes.
“Un estudio histdrico-epistemoldgico que dé cuenta de la génesis, evolucion y consolidaciéon
de un concepto matemético en el marco de unas condiciones socioculturales, contribuye a
un conocimiento del concepto mateméatico que trasciende los meros procesos algoritmicos.”
(Ancona, 2003)
Los antiguos griegos enfatizaron el razonamiento logico a la aplicabilidad. Esto se debe al
descubrimiento pitagérico de los inconmensurables y la inquietud que provocaron en el
mundo griego las paradojas de Zendn, dejando como consecuencia el horror al infinito que
“paralizé parcialmente su imaginacion creadora, que paso6 a segundo plano, a la sombra del
supremo rigor légico impuesto por la escuela platénica, cuyo mayor exponente es la
enciclopédica obra de Los Elementos de Euclides.” (Gonzalez Urbaneja, 1991)
En la década de 1930 comenzaron a aparecer una serie de textos de matematica del grupo
“Bourbaki” que se caracterizé por reorganizar el conocimiento matemético basandose en el
rigor y la légica. Este enfoque deja de lado el proceso de creacion del conocimiento y tiene
grandes implicancias en la ensefianza de la Matematica y la Geometria. El alumno recibe el
conocimiento en forma logica y estructurada, las demostraciones se presentan en forma
impecable y de un modo muy diferente a su forma de pensar.
La exclusiva interpretacion deductiva tiene negativas consecuencias sobre los
estudiantes que se sienten engafiados al hacerles creer que las Matematicas
han sido creadas por grandes genios que comenzaban con los axiomas y por via
exclusivamente légica obtenian los teoremas y su demostracion impecable. El
estudiante, que naturalmente no puede funcionar de esta manera se llega a
sentir humillado, acomplejado y desconcertado. (Gonzalez Urbaneja, 1991)

Considerando la gestibn en la clase, es importante tener en cuenta lo que menciona
Zaslavsky (1995) donde afirma que las concepciones acerca de coOmo ensefiar estan
fuertemente influenciadas en la forma en cémo aprendié el docente la asignatura y los
estandares de la NTCM (National Council of Teachers of Mathematics, 1991) sugieren que
la mayoria de los profesores de Matematica deberian ensefar de una forma diferente a la
gue aprendieron como estudiantes. Por este motivo considero que es importante tener en
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cuenta que nuestros estudiantes van a estar fuertemente influenciados por la forma en que
les ensefiemos y que probablemente tiendan a reproducir nuestras practicas docentes en su
futura labor docente.

Si bien no hay un marco teérico que sea el ideal, es necesario buscar alguno de referencia
para las estrategias que se usan en el aula teniendo en cuenta el conocimiento que se
pretende tratar. En mi opinién, los distintos marcos de referencia nos invitan a reflexionar
acerca de nuestras practicas educativas permitiéndonos romper con algunas concepciones
acerca de la forma en la que aprendimos que tenemos muy arraigadas. Con el fin de
describir las estrategias de trabajo en el aula, proponemos trabajar en el marco del modelo
de ensefianza de la “Teoria de las Situaciones Didacticas” de Brousseau. Este modelo
rompe con el trabajo basado en axiomas y demostraciones acabadas y promueve el “hacer
matematica”.

Segun Sadovsky, Alagia, & Bressan (2005), Brousseau propone un modelo desde el cual
pensar la enseflanza como un proceso que se centra en la produccion del conocimiento
matematico en el &mbito escolar. Esta produccion de conocimientos va acompafiada de una
validacion de los mismos por parte de la comunidad en la que tiene lugar, que en este caso
seria la clase. El conocimiento geométrico se va construyendo a partir de reconocer, abordar
y resolver problemas que a su vez son generados por otros problemas.

Este modelo describe el proceso de construccién de conocimientos en el aula a partir de dos
clases de interacciones bésicas. La primera, denominada situacion adidactica, entre el
sujeto y el medio, es decir la interaccién del alumno con una problematica que ofrece
resistencias e idas y vueltas sobre los conocimientos matematicos puestos en juego. La
segunda, el contrato didactico, entre el docente y el alumno, mediando el conocimiento
matematico. Estos dos tipos de interacciones estan interrelacionados formando un sistema
gue es el de la situacion didactica.

En cuanto al abordaje de la asignatura, segun plantea Guillén (2010) el énfasis de la
ensefianza de la Geometria puede estar exclusivamente en el punto de vista estructural y
l6gico-deductivo o0 se puede priorizar su aspecto creativo, emplearla para modelizar
situaciones de la vida real y destacar su aspecto l6gico buscando distintas formas y niveles
de rigor al demostrar. En mi opinién creo que debemos considerar todas estas facetas, no
desechar ninguna y tener en cuenta la génesis de los conocimientos geométricos. Trabajar
desde el punto de vista creativo o desde la modelizaciéon de situaciones de la vida real
promueve la comunicacion y el “hacer mateméticas”. El razonamiento l6gico-deductivo
permite clasificar objetos y fundamentar propiedades y esto se puede lograr en todos los
niveles adecuando el rigor de las formalizaciones a la poblacién con la que estemos
trabajando. En el caso de la formacién de futuros docentes es importante el tratamiento y la
discusion de distintos niveles de formalizacion para posibilitar la seleccion del nivel més
adecuado en su practica docente.

Con frecuencia la ensefianza de la Geometria tiene menos presencia en el aula ya que no
se le reconoce una vinculacion directa con los problemas de la vida diaria. Si bien hay varios
problemas interesantes que se basan en aspectos practicos de la vida real, hay varios
problemas puramente geométricos que dan sentido por si mismos a la Geometria. “Una
centralizacion exclusiva en la utilidad hace perder de vista a la matematica como producto
cultural, como préactica, como forma de pensamiento” (Izcovich, 2008).

Por otro lado, Freudenthal (1984) describe la importancia del aprendizaje de la Geometria
en todos los niveles del desarrollo cognitivo y por ende su relevancia en la formaciéon de
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futuros docentes, ya sean de primaria como de secundaria. También afirma que muchos de
los temas pueden ser entendidos en distintos niveles y a distinto nivel y que hay que
respetar este hecho y utilizarlo.

Un aspecto interesante en el analisis de los poliedros es que trabajamos en el espacio. De
acuerdo con lzcovich (2018), el estudio del espacio implica un conjunto de conocimientos
gue son necesarios para el dominio de las relaciones espaciales, tales como la orientacion
en el espacio, la ubicacion de los objetos y la comunicaciébn de sus posiciones, la
organizacion de los desplazamientos y la elaboracion e interpretacion de representaciones
planas de los objetos. Muchos de estos conocimientos son adquiridos fuera de las
instituciones educativas, pero estos aprendizajes informales no son suficientes para resolver
muchas situaciones espaciales (interpretar un plano, establecer puntos de referencia para
poder ubicarse, etc).

Varios autores manifiestan que es conveniente que la ensefianza de la Geometria comience
por el espacio. Por ejemplo, Freudenthal manifiesta la conveniencia de iniciar la ensefianza
de la Geometria a partir de los sélidos basandose en que el espacio con los sélidos es mas
concreto que el plano con sus figuras. Ademas, el espacio es mas intuitivo y facilitador de
las actividades creativas. También manifiesta lo peligroso que es priorizar el estudio de la
geometria plana en desmedro de la espacial, ya que la imaginacion espacial se va
perdiendo con la sobreejercitacion de la geometria plana.

A continuacidon veremos algunas dificultades que se presentan en el aprendizaje de la
Geometria.

Con frecuencia la Geometria del espacio es considerada por los docentes de ensefianza
media como uno de los temas menos prioritarios provocando que nuestros estudiantes de
formacion docente tengan poca aproximacion al conocimiento de las propiedades de los
solidos.

La familiaridad con los objetos geométricos influye en las tareas de identificacién. Nos
referiremos a continuacion a las dificultades que describe Guillén (2000). La autora cita el
trabajo de Hershkowitz, quien indica que para describir el desarrollo cognitivo de los
alumnos en relacidn con sus imagenes, es necesario considerar lo que llama el “fenémeno
prototipico”, los “juicios prototipicos” y los “rasgos analiticos”. Los ejemplos prototipo son los
gue existen en la imagen del concepto en la mayoria de los estudiantes y son los primeros
gue se logran. Los ejemplos prototipicos son usados por los estudiantes para realizar juicios
prototipicos y determinar si una representacion es un ejemplo de un concepto o no lo es.
Hershkowitz también manifiesta que hay evidencia de que en la construccion de la imagen
de un concepto se combinan procesos visuales y analiticos y que el fenbmeno prototipo y
los juicios prototipicos derivan de procesos visuales. Por este motivo los atributos
irrelevantes actiian como distractores ya que tienen una fuerte componente visual.

Las representaciones fisicas intervienen en la percepcién de los objetos y por consiguiente
en las tareas de clasificacion. Hershkowitz deduce de sus investigaciones que hay diferentes
patrones de ideas erréneas dentro de la misma poblacién: las ideas errébneas que los
alumnos resisten a abandonar persistiendo en cursos siguientes, las ideas erréneas que los
estudiantes corrigen con la adquisicion de un concepto y las ideas errébneas que se
incrementan con el aprendizaje de un concepto.

La posicion de los objetos geométricos influye en su identificacion. Hay distractores de
orientacion y distractores de configuracion. Los primeros se refieren, por ejemplo, a que la
imagen de un triangulo rectangulo podria incluir sélo aquellos con los catetos en posiciones
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horizontal y vertical, cuando lo rotamos muchos estudiantes dejan de percibirlo como tal.
Otro ejemplo seria un prisma hexagonal “apoyado” en una cara lateral, varios alumnos no lo
identificarian como prisma. Un ejemplo de los distractores de configuracion seria el de una
altura que no es interior a la una figura.

Hay ciertas caracteristicas que Hershkowitz (1989) identifica como criticas y otras que no.
Las criticas se refieren a atributos que tiene que tener un concepto para ser ejemplo del
concepto y las no criticas son aquellas que poseen algunos ejemplos. El no distinguir las
caracteristicas criticas de aquellas que no lo son lleva a errores conceptuales.

El nombre que se asigna a parte de los elementos de los poliedros lleva a confusiones e
implica que se deje de ver el sélido como un todo para enfocarse sélo en parte de la figura.
Es frecuente que se identifique como “base” al poligono en el que esta apoyado el poliedro.
Otra dificultad que se les presenta a los estudiantes es el uso del vocabulario geométrico.
Tienen multiples problemas al enunciar relaciones o propiedades, en especial cuando hay
conceptos conectados. No logran ver que un poliedro puede pertenecer a varias familias al
mismo tiempo, por ejemplo si es un cubo no puede ser un prisma.

Guillén también cita los trabajos de Mesquita quien describe un obsticulo en el aprendizaje
de la geometria que resulta del origen mismo de la geometria y que origina otros varios
errores: el “doble estatus de los objetos geométricos”. En geometria un concepto, aunque es
distinto de sus representaciones externas, corre el riesgo de ser dificilmente disociable de
ellas. Por ello las representaciones externas de cualquier concepto geométrico estan
acompafadas de una ambigledad fundamental que es lo que la autora denomina el “doble
estatus de los objetos geométricos”.

En lo que sigue veremos algunas posibles estrategias para abordar estas dificultades. En
primer lugar debemos lograr que los estudiantes se sientan seguros para trabajar en el aula
con figuras tridimensionales y asi evitar que se relegue el estudio de la Geometria del
espacio. Analizar estos temas en el aula es importante para concientizar acerca de la
problematica.

Guillén (2000) sugiere que en las primeras aproximaciones a los sélidos los estudiantes
necesitan representaciones fisicas de estos y que se debe proponer actividades que
impliquen construir 0 generar estas representaciones. También afirma, basada en sus
investigaciones, que las representaciones con armazones de los sélidos (por ejemplo con
varillas) generan confusiones por lo que sugiere, al principio, usar modelos macizos (madera
o cartulina) o huecos (construidos a través de su desarrollo en cartulina o por medio de
materiales comerciales realizados con poligonos que se encastran). En este proceso los
estudiantes deben integrar en el objeto mental todos los significados que provienen de
distintos contextos en los que aparecen los sélidos, de ahi la importancia de la variedad en
la presentacion de las representaciones. Al incluir en su representacion mental una variedad
de materializaciones, los estudiantes pueden llegar a prescindir de los soélidos
materializados. A estas representaciones mencionadas por la autora, se puede agregar el
uso de programas de geometria dinAmica que permiten girar y desplazar los sélidos
permitiendo observar desde distintas perspectivas a los poliedros.

Por otro lado, segun Parzysz (1988) no hay que apresurar el pasaje del uso del modelo en el
espacio a la representacion plana y se recomienda hacerlo cuando las imagenes mentales
estén bien adquiridas. También indica que es necesario explicitar las reglas de estas
representaciones planas. Dado que es frecuente que los futuros docentes no hayan tenido
mucha experiencia con el trabajo con sélidos, seria favorable trabajar en una primera
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instancia con modelos y desarrollos de poliedros y en el momento en el que sea necesario
realizar representaciones planas explicitar las reglas de las representaciones en perspectiva.
También debemos considerar que los trabajos de representacion y construccion de sélidos
implican el andlisis de las propiedades de paralelismo y ortogonalidad que tienen los
cuerpos por lo que es muy importante incluirlos en la formacién de futuros docentes.

Hay que tener en cuenta las ideas erréneas de cara, arista y vértice que provienen de las
representaciones fisicas. Guillén (2000) observa que en los modelos en los que las aristas
se arman con varillas unidas por bolitas, en los casos en los que una arista esta armada por
mas de una varilla algunos estudiantes confunden las bolitas que unen las varillas con
vértices y cada varilla con aristas. También menciona modelos armados con materiales
comerciales en los que se arma una cara con varios poligonos, los estudiantes con
frecuencia confunden cada poligono con una cara, especialmente cuando los poligonos
tienen distintos colores. En el caso de estudiantes de formacion docente explicitar estas
dificultades puede ayudar a una mejor comprensién de los conceptos cara, poligono, arista y
vértice.

Se debe lograr que los estudiantes incluyan en el objeto mental correspondiente todos los
ejemplos de la familia de poliedros y no dependan de las posiciones prototipo evitando asi
las concepciones erréneas que se deriven de ellas. Para ello es importante trabajar con una
amplia variedad de ejemplos. Luego el docente debe buscar estrategias que enfaticen de
los atributos criticos, una estrategia posible seria trabajar con secuencias que incluyan
variedad de ejemplos y no ejemplos. Segun Zodik & Zaslavsky (2007), para el aprendizaje
un concepto geométrico figural se recomienda trabajar con variedad de ejemplos que
difieran en sus atributos no criticos y no limitarse a los ejemplos prototipicos. También
advierten que los ejemplos pueden facilitar o impedir el aprendizaje de los estudiantes. En el
articulo citado se muestran ejemplos donde las representaciones de un problema guian al
estudiante ayudandolo y otros en los que una figura prototipica es un obsticulo para
visualizar lo importante. Es importante tener estos aspectos en cuenta en la planificacién de
nuestras clases

Con respecto a la evaluacion, la metodologia de trabajo analizada no es compatible con una
evaluacion que valore si un estudiante logra resolver adecuadamente los ejercicios que
plantea un libro de texto. Por ese motivo se busca emplearla para identificar dificultades y
valorar los progresos en los aprendizajes de los estudiantes. Se propone una evaluacion
formativa con objetivos que atafien tanto al estudiante como al docente. Desde la
perspectiva del estudiante se busca ayudarlo a identificar sus fortalezas y debilidades y los
aspectos que deben mejorar. Con respecto al docente, el objetivo es realizar los ajustes
necesarios a nuestra propuesta educativa.

Proyeccién en lineas de investigacién

Cuando representamos un soélido en una hoja de papel tenemos el inconveniente de
representar un objeto tridimensional en dos dimensiones. Esto implica que debamos realizar
una o mas proyecciones, lo que conlleva necesariamente una pérdida de informaciéon. Por
eso un tema que es de interés en la investigacion relacionada con la geometria espacial es
el de las representaciones planas de los sélidos y como inciden en la visualizacion. En
particular, me parece interesante indagar acerca de: “Como interpretan los estudiantes de
segundo afio de Magisterio las representaciones planas de los poliedros en perspectiva
caballera”.
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La eleccién de la poblacion se basa en experiencias personales relacionadas con las
dificultades detectadas en los estudiantes de segundo afio de Magisterio. En el aula se
observan dificultades tanto para representar poliedros en perspectiva como para interpretar
las representaciones planas de distintos cuerpos. Estas dificultades se acentlan frente a los
poliedros que no son prismas o piramides y en aquellos prismas cuyas caras laterales son
paralelogramos no rectangulos o en las piramides no rectas.

El objetivo de esta investigacion seria analizar las posibles interpretaciones de las
representaciones planas de los cuerpos en el espacio por parte de los estudiantes de
Magisterio. Se busca investigar qué conclusiones extraen los estudiantes de segundo a
partir de las representaciones en perspectiva caballera de los poliedros y en qué basan sus
conclusiones. Los resultados a obtener pueden servir de insumo para mejorar las practicas
educativas de los docentes de Magisterio y para el disefio de actividades adecuadas que
mejoren la visualizacién plana de las figuras tridimensionales.

Guillén (2010) asigna los siguientes usos a las representaciones (fisicas y planas): se
consideran como maneras de “comunicarse” los sélidos, se usan como un contexto para
describir los conceptos dandoles variedad de significados, se emplean para compararlas con
otras representaciones creando variedad de significados asociados a los conceptos que
representan y, también, se miran como representaciones del solido que a su vez lo
sustituyen, convirtiéndose en un medio para estudiar el concepto correspondiente.

La perspectiva es un modo de representacion plana que deforma la realidad de los objetos
para dar la sensacién de que estos son fieles a la realidad. Dado que la perspectiva de un
objeto del espacio es su imagen por medio de una proyeccion, es importante conocer las
propiedades de las proyecciones. En este caso nos enfocaremos en la perspectiva caballera
gque se caracteriza por ser una perspectiva paralela. Parzysz (1989) manifiesta que la
preferencia de la perspectiva caballera en varios textos se debe seguramente a que tiene un
equilibrio entre el “ver” y el “saber”.

El siguiente es un esquema acerca de las caracteristicas que se conservan y las que no en
la perspectiva caballera (Adaptado de Diing, 2014, pag. 137):

Reglas que se conservan

Reglas que no siempre se conservan

e Alineacion y orden de tres puntos
alineados.

¢ Naturaleza de de los objetos de una
dimensién (por ejemplo, un segmento
se representa como un segmento).

o Paralelismo.

¢ Relacion de concurrencia.

¢ Relaciones de incidencia.

¢ Proporciones de los segmentos con la
misma direccion.

e Baricentros.

o Naturaleza de los objetos frontales
(por ejemplo, si la cara delantera de un
poliedro es un rectangulo, se
representa como tal).

¢ Ortogonalidad: dos rectas ortogonales
pueden ser representadas por rectas
no perpendiculares.

e Naturaleza de los objetos en dos
dimensiones (por  ejempilo, un
rectangulo que no es una cara frontal
se representa como un paralelogramo).

e Las medidas.
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Otra convencion es que las lineas (en el caso de los poliedros serian las aristas) que no se

ven se representan punteadas y las visibles con trazos continuos.

Teniendo en cuenta las reglas de la perspectiva se pueden extraer las siguientes

conclusiones:

e Sidos segmentos que representan dos rectas son secantes, entonces las rectas no son
paralelas.

e Sitres puntos que representan tres puntos del espacio en el disefio no estan alineados,
entonces no estan alineados.

e Siun punto A’ que representa a un punto A no es el baricentro de un sistema de puntos
(A',a) representantes de (A;,a;) del espacio, entonces A no es el baricentro del sistema de
puntos (A, a).

e Siun punto esté representado en el exterior de una cara de un solido podemos concluir
gue no pertenece a esa cara.

A continuacion nos referiremos a dos investigaciones francesas relacionadas con las

representaciones planas en perspectiva caballera de los sélidos:

Parzysz (1989) investiga cémo los alumnos del nivel medio francés interpretan los disefios

clasicos de la geometria del espacio que contienen planos, rectas y puntos en cuanto a sus

posiciones relativas. Analiza los disefios habituales de los textos franceses concluyendo que

son estereotipados y las convenciones acerca de las representaciones no estan explicitas o

difieren de un texto a otro. Indaga acerca de como los estudiantes decodifican estos disefios

y cOmo interactdan en la perspectiva caballera dos puntos de vista habituales: el “ver” y el

“saber” que deriva del conocimiento de las propiedades que estan en juego. Los resultados

de su investigacion evidencian la influencia de las convenciones y los disefios prototipicos

en la lectura que hacen los estudiantes de las representaciones.

Chaachoua (1997) basa su investigacion en las convenciones y representaciones tipo

utilizadas en la ensefianza, en particular se centra en la perspectiva caballera. Parte de dos

hipétesis, en la primera enuncia que las representaciones pueden influir en las concepciones
de los alumnos desencadenando interpretaciones ilicitas; en la segunda plantea que “Las
convenciones en cuanto a la representacion de la perspectiva caballera se convierten en
reglas de interpretaciéon de un dibujo en los alumnos”. En su trabajo analiza las reglas
acerca de las representaciones en perspectiva caballera que se presentan en distintos
textos a nivel medio franceses y concluye que hay una confusién entre las reglas de la
perspectiva caballera y las convenciones. Ademas, sélo algunas reglas y convenciones son
explicitadas y varian de un texto a otro. El interés de la investigacion esta en analizar las
propiedades y relaciones geométricas que los alumnos deducen a partir de la
representacion de un objeto en perspectiva caballera. En particular el foco esta en analizar
las interpretaciones que subyacen a la lectura de un disefio que son consecuencia de los
disefios prototipicos que se emplean de manera implicita en la ensefianza. En su
investigacion toma varios elementos de la de Parzysz pero incluye la variable “solido”
empleando los sélidos que se emplean con mayor frecuencia. Concluye que las
representaciones adoptadas en la ensefianza van mas alla de ilustrar una situacion espacial
transformandose en “reglas de interpretacion”. Asimismo constata que las convenciones de
representacion de la perspectiva caballera se transforman en reglas de interpretacion de un
dibujo en los alumnos. Ademas destaca que los estudiantes usan en forma conjunta estas
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reglas con los teoremas de la geometria del espacio para justificar sus respuestas sin que
se presenten conflictos debido a que las representaciones ilustran a los teoremas.

Se propone trabajar con los estudiantes de segundo afio puesto que en ese curso trabajan
con geometria espacial. En matematica de primero la geometria es plana y se enfatiza el
hecho de que la validacion en geometria no depende de las mediciones ni de las
caracteristicas que parecen validas por simple constatacion sensorial sino que hay que
apoyarse en las propiedades de los objetos geométricos.

En cuanto a la institucionalizacién del tema, las representaciones en perspectiva parecen
ser un saber cuyas reglas estan implicitas y que dificilmente se expliciten en el aula. Con
frecuencia las evidencias del disefio constituyen un “obstaculo epistemol6gico” (la nocion de
obstaculo epistemolégico corresponde a Gaston Bachelard refiriéndose a elementos
psicolégicos que impiden o dificultan el desarrollo de conceptos, tanto en el desarrollo
histérico del pensamiento cientifico como en la practica de la educacién) que no permite que
el alumno avance en el tema de las demostraciones ya que segun su punto de vista no hay
nada que demostrar.

Por lo anteriormente expuesto podemos conjeturar que los estudiantes de magisterio
confunden las conclusiones que extraen de las representaciones y aquellas que provienen
de las propiedades de los sélidos. Por ejemplo, ante la representacion de un prisma seria
interesante analizar si el paralelismo de dos rectas que contienen a dos aristas de una
misma cara se debe a que se percibe en la representacion o si se desprende de que la cara
es un paralelogramo.

Una investigacion en esta tematica puede tener derivaciones positivas en el sentido de
concientizar que es necesario explicitar las reglas de las representaciones de los solidos en
perspectiva. También seria favorable en cuanto a que se reconoceria cuales son las
deducciones vélidas que se desprenden de las representaciones planas de los sélidos.

Por un lado, la concientizacion de esta situacion puede modificar las practicas de los
docentes de formacion docente derivando en una mayor explicitacion de las reglas
mencionadas. Con estas modificaciones los estudiantes tendrian méas claro cémo
representar correctamente un poliedro en perspectiva caballera basandose en sus
propiedades y discriminar las lecturas validas que se pueden hacer de la representacion de
un poliedro de las que se derivan de las propiedades del mismo.

Esto tendria también repercusiones en la escuela primaria ya que los estudiantes de
Magisterio tendrian en cuenta estos conceptos en su futura practica docente, favoreciendo
el aprendizaje de sus alumnos.

Bibliografia

Ancona, M. (2003). La historia de las matematicas en la educacién mateméatica. EMA, 30-46.

Behnke, H., Bachmann, F., Fladt, K., & Kunle, H. (1986). Fundamentals of Mathematics
Volume Il Geometry. Cambridge: MIT press.

Chaachoua, H. (1998). Géométrie dans I'espace. Le point sur la lecture des dessins par des
éléves en fin de colleége. Petit x, 37-68.

Clemens, S., O'Daffer, P., & Cooney, T. (1998). Geometria con aplicaciones y solucion de
problemas. México: Addison Wesley Longman de Mexico S.A.

Coexeter, H. (1971). Fundamentos de Geometria. México: Limusa.

Coxeter, H., Longuet-Higgins, M., & Miller, J. (1953). Uniform Poliedra. Londres:
Philosophical Transactions of the Royal Society of London.

84



Ding, M. (2014). Une étude didactique des praxéologies de la représentation en perspective
dans la géométrie de l'espace, en France et au Viet-Nam. Histoire et perspectives sur
les mathématiques. France: Université de Grenoble.

Extremiana, 1., Hernandez, J., & Rivas, T. (2001). Poliedros. Obtenido de
https://www.unirioja.es/cu/luhernan/index.html

Freudenthal, H. (1984). En todos los niveles: jGeometria!l I.C.E. de la Universidad de
Zaragoza, 15-34.

Gonzélez Urbaneja, P. M. (1991). Historia de la Matematica: Integracion cultural de las
matematicas: Génesis de los conceptos y orientacién de su ensefianza. Ensefianza de
las Ciencias, 281-289.

Guillén, G. (2000). Sobre el aprendizaje de conceptos geométricos relativos a los soélidos.
Ideas erréneas. Ensefanza de las Ciencias, 35-53.

Guillén, G. (2010). ¢ Por qué usar sélidos como contexto en la ensefianza /aprendizaje de la
geometria? ¢Y en la investigacion? En M. Moreno, A. Estrada, J. Carrillo, & T. Sierra,
Investigacién en Educacion Matematica XIV (pags. 21-68). Lleida: SEIEM 21.

Hershkowitz, R. (1989). Visualization in geometry-two sides of the coin. Focus on Learning
Problems in Mathematics, 61-76.

Izcovich, H. (2008). La matematica escolar. Las practicas de ensefianza en el aula. Buenos
Aires: AIQUE.

Parzysz, B. (1988). "Knowing" vs "Seeing." Problems of the Plane Representation of Space
Geometry Figures. Educational Studies in Mathematics, 79-92.

Parzysz, B. (1989). Représentations planes et enseignement de la géométrie de I'espace au
lycée. Contribution a I'étude de la relation voir/savoir. Paris: Université Paris.

Puig Adam, P. (1980). Curso de Geometria Métrica- Tomo I-Fundamentos. Madrid: Euler, G.
Puig Ediciones.

Sadovsky, P., Alagia, H., & Bressan, A. (2005). Reflexiones tedricas para la Educaciéon
Matematica. Buenos Aires: Ediciones del Zorzal.

Zaslavsky, O. (1995). Open-ended tasks as a trigger for mathematics teacher's professional
developement. For the Learning of Mathematics, 15-20.

Zodik, ., & Zaslavsky, O. (2007). Is a visual example i geometry always helpful? Proc. 31st
Conference of the Int. Group for the Psychology of Mathematics Education (pags. 265-
272). Seoul: PME.

85






Poliedros
Leticia Medina

Introduccién

Organizamos este proyecto en torno a tres ejes. Iniciamos con los aspectos disciplinarios
vinculados a la geometria y al estudio de los poliedros. Posteriormente exponemos los
aspectos didacticos de nuestra propuesta de ensefianza. Finalmente formulamos nuestra
proyeccion en una linea de investigacion. Las referencias bibliograficas de las tres secciones
se adjuntan al final del documento.

a) Aspectos disciplinarios

Esta seccibn comienza con un analisis histérico epistemologico de la geometria.
Posteriormente desarrolla algunos conceptos matematicos vinculados a los poliedros. Por la
extensién de este trabajo y teniendo en cuenta que nuestra propuesta didactica se enfoca
en la ensefianza de algunos aspectos de los poliedros a través del trabajo con poliedros
regulares en la formacion magisterial, nuestro desarrollo abarca solo aquellos conceptos
matematicos que se movilizan con esta propuesta. La seccion finaliza con una breve
reflexion sobre la importancia de ensefiar geometria y abordar el estudio de los poliedros.

a.l) Analisis histérico epistemolégico

Distintas civilizaciones y culturas han prestado atencion a las formas y las regularidades,
dando muestras de una capacidad inherente al ser humano de abstraer propiedades de los
objetos que lo rodean, hasta el punto de construir un cuerpo organizado de conocimientos
como la geometria. Los registros mas antiguos de conocimientos geomeétricos se vinculan a
la civilizacién egipcia; un problema concreto como medir y repartir tierras impulsé el
desarrollo de un conjunto de reglas empiricas para calcular areas y volimenes. De una
forma similar surgieron conocimientos geométricos en Mesopotamia; los babilonios también
desarrollaron métodos para calcular el area del circulo, triangulo y trapecio y para calcular el
volumen de un conjunto importante de cuerpos: prisma recto, cilindro, tronco de cono,
pirAmide cuadrangular truncada, entre otras. Si bien en un comienzo el conocimiento de
estas cuestiones se limit6 a su funcién utilitaria sin pretensiones de justificar su certeza, esta
situacion cambié drasticamente con la intervencién de los griegos. La civilizacion griega se
orientd a aumentar el conocimiento verdadero y reivindico la geometria como un area del
conocimiento privilegiada en la que las verdades pueden deducirse y validarse. Platén (V a.
C.) impulso la geometria como una via de acceso para comprender el mundo fisico
imperfecto, a través del conocimiento de las formas ideales que lo modelan. La geometria se
consider6 una ventana a una realidad superior, perfecta, inmutable y eternamente cierta,
convirtiéndose en el paradigma de la verdad.

Aristételes identifico que la riqueza de la geometria radicaba en su método de razonamiento
deductivo y adapté exitosamente este método a la fisica; la verdad y la certeza de la
geometria se constituyeron en la base del pensamiento filoséfico natural. Segan Bursill-Hall
(2002) esto podria haber llevado a Euclides a axiomatizar la geometria, convencido de que
esta era el paradigma de la Unica verdad y que tenia que ser construida sobre una base
demostrable, segura y cierta. En la obra Elementos escrita por Euclides surge “la prueba”
como un término que garantiza de forma sélida e irrefutable la certeza de un enunciado,
posicionando asi a la geometria clasica, por los siguientes veinte siglos, como una ciencia
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racional y formal y un modelo insuperable e inigualable de teoria deductiva, sinobnimo de
perfeccion y verdad. Bursill-Hall (2002) sugiere que la demostracion es la idea matematica
mas importante de todas y la sefiala como responsable de que la geometria sea
epistemolégicamente diferente de otras areas del conocimiento.

En el Renacimiento la geometria fue vista como una ciencia divina cuyo objeto de estudio
era la naturaleza misma de Dios y su revelacion, una ventana especial a la mente de Dios
gue se revela a través de patrones y estructuras geométricas. Segun Bursill-Hall (2002) esto
le otorg6 a la geometria y a los argumentos geométricos una autoridad y un peso que nunca
antes habian tenido. Los jesuitas promovieron el estudio de la geometria abstracta y
rigurosa para entrenar y ejercitar la mente, pues esto facilitaria lidiar con los infinitos
misterios de Dios y la revelacién y traeria consigo fe y poder.

En el siglo XVI Galileo y Descartes se encargan de extender ampliamente los dominios de la
geometria; esta se presenta como una forma de modelar fenbmenos fisicos pues, aunque
no son matematicos en si mismos, las leyes que rigen su comportamiento se expresan de
alguna manera utilizando la geometria. Surge la idea de dividir el complejo en sus partes
componentes, de aislar los fendbmenos "puros" de la naturaleza y luego estudiar su
comportamiento en un aislamiento aparente, usando la idealizacion geométrica. Descartes
proclama que todos los fendbmenos fisicos pueden entenderse completamente por medio de
la geometria, que esta es abierta a nuestra comprension y clara para nuestros sentidos
racionales, poniendo por primera vez a la experimentacion en el centro de la geometria.
Durante la revolucion cientifica, el método paradigmatico predominante para entender la
naturaleza fue la geometria, pues esta permitia modelarla y a través de ella las verdades
geométricas de la naturaleza se tornaban paradigmaticamente verdaderas y ciertas. Este es
el comienzo de un pensamiento fisico-matematico que se convertiria en el paradigma de la
nueva fisica del siglo XVIII, con la geometria como argumento de la nueva filosofia
mecanica. Segun Bursill-Hall (2002) la geometria fue el simbolo del conocimiento ordenado
y razonado; ensefiar geometria significé educar a los hombres con el poder de la razén. En
esta época la capacidad de apreciar y utilizar los frutos de la geometria se extendié a un
publico mas amplio y los pensadores de la llustracion tomaron el modelo geométrico como
modelo social. Argumentaron a favor de una sociedad racional, ordenada y bien gobernada,
en la que la organizacién de las relaciones sociales, al igual que el universo, debia regirse
por leyes sociales que permitirian guiarla hacia la armonia.

Segun Olmedo (2015), en la segunda mitad del siglo XX el surgimiento de las geometrias no
euclidianas puso en duda los ideales de certeza que hasta entonces convertian a la
geometria, y a la matematica en su conjunto, en objeto de admiracién filoséfica. Se
cuestiond el caracter necesario y absoluto de las verdades matematicas, lo que trajo un
cambio de actitud filosoéfica respecto de ese conocimiento y una crisis de sus fundamentos
gue increp6 a la filosofia de la matematica. Diferentes posturas caracterizaron el
conocimiento matematico y pretendieron fundamentar su naturaleza; los formalistas vieron la
matematica como combinacién de simbolos carentes de significado y la deduccién formal
como la tarea esencial del matematico; los logisistas vieron la matematica como extension
de la l6gica y postularon que todo es reducible a sus principios; los intuicionistas apreciaron
la matemética como creacion de la mente humana, los objetos matematicos como entidades
mentales y basaron sus fundamentos en el pensamiento; finalmente, para los platonistas las
leyes matematicas son equiparables a las leyes naturales, los objetos matematicos existen
independientemente de los seres humanos y los fundamentos de la matematica residen en
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el ambito en el que existen los objetos mateméticos. Olmedo sefiala que, si bien aun se
observan repercusiones de este debate, la idea de llegar a un consenso sobre los
fundamentos de la naturaleza del conocimiento matematico ha fracasado. Entendemos que
cada una de estas corrientes filoséficas prioriza aspectos distintos de la naturaleza de las
matematicas y que estos enfoques resultan de interés por su complementariedad al ser
tenidos en cuenta para abordar su ensefianza.

Los pérrafos anteriores dan cuenta de interconexiones entre la geometria y aspectos
filoséficos, sociales, intelectuales y cientificos de las sociedades que fueron construyendo
nuestra historia. Ayudan a entender por qué los conocimientos geométricos, y matematicos
en general, son vistos tradicionalmente como verdades incuestionables e inmutables, y nos
recuerdan que el papel pedagdgico privilegiado que ha desempefado la geometria se
vincula al desarrollo del pensamiento ordenado y riguroso. Estos parrafos hacen foco en
algunos resultados de un proceso y ayudan a entender por qué la geometria puede ser vista
como alejada del mundo fisico, tan perfecta que seria imposible que un simple mortal
pudiera crearla. Sin embargo, es posible dar una mirada mas profunda a los procesos de
construccion de estos conocimientos, una mirada que haga foco en los procesos de
pensamiento que involucra a una persona haciendo geometria, en los procesos de creacion,
de exploracién e indagacion, de busqueda de alternativas, ejemplos, contraejemplos, de
busqueda de argumentos y justificaciones. Si tenemos en cuenta los aportes de “hacer
geometria” al desarrollo del individuo como ser social y al desarrollo de los futuros docentes
en particular, observamos que estos procesos son tan valiosos como el conjunto de
conocimientos geomeétricos que hemos construido a lo largo de todos estos siglos.

Guillén (2010) sugiere atender multiples aspectos de la geometria escolar. Su aspecto
creativo permite introducir al estudiante en el “hacer matematicas”; su aspecto l6gico permite
desarrollar el razonamiento logico, la capacidad de describir, clasificar y organizar, aprender
diferentes métodos de demostracidén y apreciar diferentes niveles de rigor en la prueba; su
aspecto utilitario la realza como herramienta para modelizar la realidad; y finalmente su
aspecto simbolico constituye una oportunidad de aproximarse al simbolismo geométrico, de
un modo experimental y directo, a partir de problemas concretos que se simbolizan o
manipulan.

a.2) Conceptos matematicos

Los poliedros han estado ligados al origen y desarrollo de areas fundamentales dentro del
edificio matematico. Ademas de constituirse en un motor para el desarrollo de la geometria,
han servido de inspiracion para otras areas como el algebra, el analisis, la topologia y la
teoria de grafos. Los poliedros y en particular los poliedros regulares, han fascinado a
muchas civilizaciones desde los pueblos neoliticos hasta nuestros dias. Por sus especiales
atributos geométricos y estéticos, los poliedros regulares han sido simbolo de la belleza
ideal, fuente de inspiracion y creacion para artistas, fildsofos, astrbnomos, inventores y
matematicos.

El sistema escolar uruguayo aborda el estudio de los poliedros en el contexto de la
geometria euclidiana, razén por la que este trabajo adopta este enfoque. Comenzaremos
estableciendo una definicion de poliedro. A lo largo de la historia se han manejado multiples
definiciones, algunas designan al objeto matematico poliedro como una superficie, mientras
gue otras lo consideran como un cuerpo solido. Puig Adam (1981), por ejemplo, comienza
definiendo el concepto de superficie poliédrica convexa y a partir de ella define poliedro
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convexo. Toma luego estas definiciones como base para ampliar la nocion a superficies
poliédricas no convexas y luego definir el concepto de poliedro no convexo. Cabe acotar que
las definiciones formuladas sobre superficies poliédricas y poliedros no convexos se
restringen a poliedros no convexos simples, es decir, no dan cabida a los poliedros con
huecos.

Realizando un andlisis sobre las definiciones de los objetos matematicos, Luis Puig (1997)
sefiala que la aparicion de contraejemplos globales a una propiedad ya demostrada,
produce una tension entre el concepto, el teorema y su prueba; agrega que, si bien esto
puede resolverse de varias maneras, todas ellas afectan al concepto. Esto sucedié con el
concepto de poliedro cuando Lakatos aplica la relacion de Euler, cuya validez habia sido
aceptada por la comunidad matemética, a poliedros con agujeros como el cubo con un
hueco cubico en su interior y advierte que estos sélidos no verifican esta relacion. Segun
Puig, estas situaciones llevan a que los objetos sean vistos de otra manera para hacer que
dejen de ser contraejemplos, y finalmente, repercute en una ampliacion del campo
semantico. Desde una perspectiva del aula de mateméatica como comunidad de practica,
entendemos que este proceso es parte del hacer matematica, que formular una definicion
implica un acuerdo entre partes y que, si bien esta puede ser valida en cierto contexto, es
susceptible de ser mejorada o modificada.

Resulta de nuestro interés que los futuros docentes puedan apreciar también el caracter
cultural de la matematica. En este sentido, entendemos que la definicion de poliedro ha de
surgir como construccion de los propios estudiantes a partir de la exploracion, del analisis de
ejemplos y no ejemplos de poliedros y que la definicion serd provisoria y consensuada por
nuestra comunidad de clase. En su construccion buscaremos dotar al objeto matematico
poliedro de un conjunto de caracteristicas que dependen de los usos que pretendemos darle
a esa nocién. Consideraremos aqui algunos de los aspectos que formaran parte del debate
al construir una definicion de poliedro. ¢ Llamaremos poliedro a un sélido o a una superficie?
¢, Qué caracteristicas resultan fundamentales para estos objetos? ¢Basta con decir que el
poliedro tiene caras poligonales? Una definicion aceptable para iniciar el trabajo en un curso
de matemética para la formacién de futuros docentes podra ser la siguiente: Un poliedro es
una figura delimitada por un namero finito de poligonos (llamados caras). Cabe observar que
en esta definicion no se hacen aclaraciones respecto a que dos caras unidas por una arista
(Ilamémosle caras contiguas) no estén contenidas en un mismo plano. Al igual que le ocurrié
a Lakatos, esto seguramente nos traera dificultades cuando trabajemos con la relacion de
Euler, lo que nos llevara a rever esta definicion y a complementarla al menos con la
exigencia de que cada par de caras contiguas deberan estar contenidas en planos distintos.

Algunos poliedros no presentan hendiduras ni huecos, los poliedros convexos. Teniendo en
cuenta que son figuras convexas pueden ser definidos como poliedros en los que dos
puntos cualesquiera de ellos determinan un segmento contenido en dicho poliedro. Cabe
aclarar que, si hubiéramos definido poliedro como una superficie, tendriamos aca una
primera dificultad. Una definicibn que se correlaciona mas con la idea fisica de que es
posible “apoyar” el sélido en cualquiera de sus caras apunta a definirlo como un poliedro en
el que cualquier plano que contenga a una de sus caras deja en un mismo semiespacio a
todo el poliedro.

Cada caracteristica de un poliedro puede dar origen a una clasificacion posible para ellos.
Los criterios habitualmente utilizados para clasificar los poliedros han puesto atencion a
multiples aspectos, entre ellos: forma o nimero de caras del poliedro (si son todas iguales,
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si son todas regulares, si todas corresponden a un mismo tipo de poligono, su cantidad);
aristas (si todas sus aristas unen dos poligonos iguales o del mismo tipo); vértices (cuantas
aristas concurren en cada vértice y si este nUmero se mantiene para todos los vértices);
relaciones de paralelismo o perpendicularidad entre caras; inclinacién respecto a una cara
particular; cantidad o posicién de los ejes de simetria; cantidad de diagonales del poliedro;
ser inscriptible; relaciones de dualidad; tipos de angulos poliédricos, etc.

Ademas de los solidos platénicos sobre los que trataremos en los siguientes parrafos, los
poliedros convexos particulares que mas difusiéon han tenido son los prismas y piramides.
No enunciaremos en este trabajo las definiciones de cada uno de estos poliedros, para ello
basta remitirse por ejemplo a Moise y Downs (1986).

Continuando con una mirada de lo general a lo particular, nos enfocaremos en ciertos
poliedros convexos muy particulares, los poliedros regulares convexos. Estos poliedros
despertaron el interés del ser humano al menos 2000 afios antes de Cristo; el primer
acercamiento del que se tiene evidencia procede de un yacimiento neolitico en Escocia,
donde se encontraron figuras de barro que dan cuenta que, desde esta época, se le
reconocieron cualidades especiales al tetraedro, al dodecaedro y al icosaedro. Sin embargo,
el origen de los sélidos platonicos como elemento de estudio se vincula a la antigua Grecia,
Platén relacioné los cinco poliedros regulares convexos con el universo y los elementos de
la naturaleza: fuego, tierra, aire y agua, por lo que aun hoy se los conoce como sélidos
platonicos.

Los poliedros regulares (convexos) pueden ser definidos como aquellos poliedros convexos
(I) cuyas caras son poligonos regulares (ll) e iguales (Ill) y en cuyos vértices concurren la
misma cantidad de aristas (IV). Cabe destacar la importancia de cada una de las
condiciones enunciadas, basta eliminar solo una de ellas para abarcar otros poliedros no tan
particulares. Si eliminamos la condicion (I) ampliamos la familia a nueve poliedros, sumando
los cuatro poliedros de Kepler-Poinsot. Si descartamos la condicion (I) incluiriamos otra
familia (aun sin apellido), a la cual pertenece por ejemplo el octaedro convexo cuyas caras
son todos triangulos isésceles iguales, pero no equilateros. Si descartamos la condicion de
caras uniformes (Ill) estaremos incluyendo la familia de los soélidos arquimedianos.
Finalmente, si excluimos uUnicamente la condiciébn de uniformidad de los vértices (IV)
estariamos incluyendo otra familia de sélidos al que pertenece por ejemplo el hexaedro de
caras uniformes (doble tetraedro). Este andlisis nos hace pensar que los poliedros regulares
poseen multiples aspectos particulares que los destacan del resto. Intentaremos abordar
algunos de ellos.

Desde Platon se supo la existencia de solo 5 poliedros regulares, pero fue Euclides quien
pudo justificar la imposibilidad de poder construir otros. Segun Dalcin y Molfino (2015) el
estudio de los poliedros regulares realizado por Euclides en su obra Elementos, resulta
particularmente importante para la Historia de la Matematica porque constituye el primer
ejemplo de un teorema fundamental de clasificacién. En Elementos (XI), Euclides introduce
uno por uno los poliedros regulares y reconoce que la suma de los angulos de los poligonos
alrededor de cada vértice de un poliedro (convexo) debe ser siempre menor que 360°. En el
libro XIll inscribe cada uno de los poliedros regulares en una esfera haciendo explicita la
razon de la arista del solido al diametro de la esfera circunscrita y finaliza su obra
enunciando y demostrando que solo existen 5 poliedros regulares (convexos). La sencilla
demostracion de Euclides se basa en estudiar las clases de poligonos que pueden formarse
a partir de considerar las caras de los poliedros regulares, teniendo en cuenta la restriccion
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de que la suma de los angulos planos de los poligonos que concurren en cada vértice debe
ser menor que cuatro angulos rectos. Coxeter (1984) recrea la idea de esta demostracion e
incorpora el simbolo de Schéafli que permite registrar algunas propiedades importantes de los
poliedros, lo que nos brinda una notacién conveniente para identificar cada uno de los
poliedros regulares. En esta notacién, un poliedro regular que tiene caras regulares de
plados y cuyo grado de cada vértice es q, queda representado por {p,q}. Siguiendo el
método utilizado por Euclides, Coxeter observa por ejemplo, que para formar un poliedro
regular utilizando cuadrados, se requiere que en cada vértice concurran tres cuadrados y la
figura se cierra cuando hemos usado seis de ellos, dando lugar a un cubo de configuracion
{4,3}. Con esa misma idea e intentando variar la cantidad de poligonos que se agrupan en
un vértice, y posteriormente, la cantidad de lados del poligono considerado, es posible
concluir que solo existen cinco poliedros convexos regulares, de configuraciones
{3,3}; {3,4}; {3,5}; {4,3}; {5,3}, correspondientes al tetraedro regular, octaedro regular,
icosaedro regular, hexaedro regular y dodecaedro regular, respectivamente. Esta
justificacibn ademas de probar, explica; permite apreciar no sélo que la proposicién es
véalida, sino ademas, proporciona una justificacién al hecho de que solo existan 5 poliedros
regulares convexos, lo que marca la riqueza pedagdgica e histdrica de esta demostracion.
Los sélidos Platénicos sirvieron de inspiracion para el surgimiento de la teoria de grafos. Si
se elige una de las caras de un poliedro regular y se proyectan las aristas del poliedro desde
un punto por encima del centro de esta cara sobre un plano, se obtiene una figura
denominada diagrama de Schlegel. De la misma forma se la puede obtener si “rompemos”
una cara y “estiramos” las restantes sobre la pared, sin romper las aristas. Estas
transformaciones constituyeron la base para el desarrollo de la topologia y la teoria de
grafos, y facilitaron el estudio de algunos de sus problemas, como la demostracion de la
relacion de Euler. Por su alto grado de simetria, en el caso de los sélidos Platonicos, estos
diagramas son anicos sin importar la cara desde la que se proyecte y se preservan muchas
de las caracteristicas del poliedro, como la conexién entre vértices y lados, incluso se
conservan algunas de sus simetrias.

Los sélidos platénicos también promovieron el desarrollo del algebra. Estudiar el efecto de
las simetrias sobre los sélidos platonicos y en particular estudiar las simetrias de rotacion y
reflexion sobre los ocho vértices del cubo, llevé de manera natural al estudio de las
permutaciones de ocho elementos. Estudiando la accién de estas simetrias sobre los
vértices del cubo, pudieron generalizarse propiedades que contribuyeron a forjar la nocién
de grupo, incidiendo positivamente en el desarrollo de la teoria de grupos.

Los soélidos platdnicos también fueron fuente de inspiracién para el desarrollo de la
Geometria Descriptiva. Durero (1525) describe cada uno de los cinco poliedros regulares y
los representa por su desarrollo en un plano y por dos proyecciones ortogonales sobre los
planos horizontal y vertical, constituyendo asi un antecedente para el desarrollo de la
Geometria Descriptiva de Monge. El desarrollo plano realizado por Durero, permite
reconstruir el objeto poliédrico en tres dimensiones y constituye el procedimiento que
actualmente se utiliza en la escuela para representar los poliedros regulares. Sus tentativas
de representacién en perspectiva de los poliedros, tuvieron gran influencia en el desarrollo
ulterior de la perspectiva en el arte del Renacimiento, en la que se creia que toda criatura,
por designio divino, estaria compuesta por combinaciones poliédricas.

En 1755 Euler informa a Goldbach que ha encontrado una nueva relacién para los poliedros
convexos, sefialando que “la cantidad de angulos sélidos més la cantidad de caras es igual
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a la cantidad de aristas del poliedro mas dos” (citado en Napoles, 2002, p. 7). Resulta
sorprendente que los griegos, con el amplio desarrollo realizado en el estudio de los
poliedros, no hubieran conocido esta relacion anteriormente. Para justificar su afirmacion y
sin advertir las restricciones que debe tener el poliedro para que la relacion sea valida, Euler
emplea el uso de transformaciones sucesivas del poliedro a otro mas sencillo (un tetraedro),
y da muestras de un ingenioso método que daria inicio a la teoria de grafos. Sin embargo, la
comunidad matematica de la época no aceptd esta demostracibn como valida. La prueba
que posteriormente ofrece Cauchy es una de las primeras en ser aceptada y asimismo
refutada. Cauchy supone que el poliedro estd hecho de goma, que se le elimina su cara
frontal y se lo aplana creando una red poligonal plana. Sefiala que para esta red se verifica
que V — A + C = 1, para demostrarlo propone inicialmente triangular la red, exigiendo que
cada vértice pueda ser unido a otro por medio de una diagonal, observando que esta
relacion no sufrira variacion. Seguidamente propone eliminar triangulos suprimiendo una
arista, o dos aristas y un vértice, hasta finalmente obtener un solo tridngulo. Observa que la
relacion anterior no se altera tampoco con las eliminaciones, que el triangulo final obtenido
cumple también la relacién enunciada. Al considerar que a la red inicial se le quité una cara,
concluye que V — A + C = 2 para el poliedro completo. Esta prueba sufrio criticas
relacionadas con las formas en las que se desarrolla: podria ser que no todos los poliedros
puedan estirarse en un plano; no todos los que se puedan estirar en el plano puedan
dividirse en triangulos y que el orden de esta eliminacion influya en el resultado. Ante el
aparente fracaso de la prueba, Legendre traslada esta demostracion al terreno de la
geometria esférica; supone un poliedro colocado dentro de una esfera de radio unidad y que
este es proyectado dentro de ella, formando una red poligonal esférica susceptible de ser
triangulada. Usando las areas y los angulos internos de cada tridngulo esférico, desarrolla la
primera demostracion validada por la comunidad cientifica de la época sobre la relacion de
Euler. Dado que utiliza por primera vez una transformacion topoldgica de un poliedro
convexo a una esfera, marca un hito en el desarrollo de la topologia. Actualmente hay cerca
de una veintena de demostraciones diferentes de la relacion de Euler (ver Napoles, 2002), la
mayor parte de ellas se basan en nociones de topologia o teoria de grafos, dos areas de
estudio en las que la modelizacién realizada de estos sélidos constituyd una inspiracion
importante. Resulta interesante observar que esta relacion fue extendida por Poincaré a la
nociéon de politopo quien mostré que V — A + C es un invariante topoldgico (actualmente
conocido como relacion de Euler-Poincaré€) y es uno de los topicos mas representativos de
la moderna Topologia Algebraica.

Es relativamente sencillo observar que el cubo y el octaedro tienen las mismas simetrias.
Piero della Francesca, pintor y matemético del siglo XV, realiz6 un estudio profundo de las
formas de pasar directa o indirectamente de unos sélidos platénicos a otros, vinculando de
multiples maneras los diversos poliedros. Fue el primero en sefalar que el sélido cuyos
vértices son los centros de las caras de un sélido platénico también es platénico, y que el
sélido determinado por los planos tangentes en los vértices a la esfera circunscrita a un
sOlido platénico también es platonico. Su obra da evidencias de conocer la nocion de
dualidad y los vinculos entre parejas de sélidos emparentados por esta relacion: el cubo vy el
octaedro; el icosaedro y el dodecaedro y finalmente el tetraedro emparentado consigo
mismo. Recordemos que todo poliedro P puede vincularse a otro poliedro denominado dual,
de forma Unica, tal que las caras y los vértices de P estan en correspondencia biyectiva con
los vértices y caras de su dual. El concepto de dualidad que esta implicito en estas ideas, no
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se limita a la correspondencia antes sefialada y constituye actualmente una nocién
importante dentro de la matematica. Esta potente idea permite “traducir’ conceptos,
teoremas o estructuras matematicas en otros conceptos, teoremas o estructuras, mediante
una correspondencia biunivoca que ha permitido la resolucién de problemas complejos.
Finalmente, se observa que la inscripcibn de un poliedro en su dual no es la Unica
inscripcion posible. A modo de ejemplo, el tetraedro es inscriptible en un cubo. Analizar los
centros, ejes y planos de simetria de los poliedros platénicos, permite estudiar otras posibles
relaciones de inscripcién entre estos cuerpos. De todas las relaciones de inscripcion
posibles, resultaran particularmente interesantes aquellas en las que los poliedros estan
colocados de manera que las simetrias comunes coincidan, lo que nos lleva a analizar las
simetrias en cada uno de estos poliedros.

Inicialmente se observa que todos los poliedros regulares, a excepcion del tetraedro, tien