CJRU20A/JFI@GMWNXOPEVBG/HATDN
KS E O N coteccion entrecruzanos UA NPLKAWOQDNB W
DSXfPRUA/GHT2A:-LMSNG1WOA C/DN3(
PAOMCNXVJYURC/STAK fXPJRIY:LBSE
CIRUATURINGMWN XOPFVBGH UAT?!
X:EONC/*MG@DY1EUAN/LKLAMQDI1BV
DSOPRUDGYAHERENCIASHT AUDNEC
S.LFOA/SGAcQUYD2TROSBX*N XDfF/
THCFSHSHDGENIGMASTYEUPSOU.
FOEWNCHSLAEOPSJFQLDVOHSYRN Z!
UFGNGHADE Los NumEros EZOSBMPEGUL B(
PAORTA/SXHFUIJHcomruraBres A:-HQE ¢/
SMDHSYTAONT aL cerutar PJWHGED O FI
PMCMSNGHWOANCHSGEUAOQPWRL
X/:JG1SUTxPS:HCM3GU@MCKMfGRWC
PAQMNDFGUNDHSJKXCHUTEMWPZR"®
E:f SO@PQ 3D:LUCBGHSUKEPFMCUGSI
KSEONCMGHDYTE Q &pa cesararro, Q D NBW
DSOPRUDGH TYA:f marcera ratsett M SDNF C
PMH2HCc/GTX*EUAN C v rucas rozenmacaer W {
SMDHSYTAONGHGEZA (comprapores) D OF 1
PAOMN®co=wNs NDHSJKXCHUTE MW P ZRY
iMsorRU = FucBGoHsUKEPFMCUGS!
KSEONCMGHDYTEUANPLKAWQDN BW
DSOPRUDGHTYACMSNGHWOAU DN F(¢(



Turing, herencias y enigmas
De los nimeros computables al celular



Turing, herencias y enigmas : de los nimeros computables al celular /
Verénica Becher ... [et al.] ; Compilacién de Eda Cesaratto; Marcela Falsetti
; Lucas Rozenmacher. - 1a ed - Los Polvorines : Universidad Nacional de
General Sarmiento, 2024.

Libro digital, PDF - (Entrecruzados ; 3)

Archivo Digital: descarga y online
ISBN 978-987-630-736-9

1. Criptografia. 2. Matematica. 3. Tecnologias. I. Becher, Verénica II.
Cesaratto, Eda, comp. III. Falsetti, Marcela, comp. IV. Rozenmacher, Lucas,
comp.

CDD 652.8

EDICIONESUNGS

© Universidad Nacional de General Sarmiento, 2024
J. M. Gutiérrez 1150, Los Polvorines (B1613GSX)

Prov. de Buenos Aires, Argentina

Tel.: (54 11) 4469-7507

ediciones@ungs.edu.ar

www.ungs.edu.ar/ediciones

Disefio de tapa: Daniel Vidable
Diagramacion: Eda Cesaratto
Correcci6én: Maria Inés Castafio

Hecho el depésito que marca la Ley 11723.
Prohibida su reproduccién total o parcial.
Derechos reservados.

Libro
Universitario

Argentino



COLECCION ENTRECRUZADOS

Turing, herencias
y enigmas

De los niimeros computables
al celular

Eda Cesaratto, Marcela Falsetti
y Lucas Rozenmacher
(compiladores)

Veronica Becher
Daniel Lvovich

Ana Maffei

César Ménaco
Gustavo Pifeiro
Lucas Rozenmacher
Nicolas Sirolli
Tomas Tetzlaff
Ariel Waissbein

EDICIONESUNGS

Universidad
Nacional de
General
Sarmiento



indice general

7
L. Rozenmacher
1. Desdedondeparteestelibro| . . ................... 7
2. GPOr QUETUIING?| « « « « o v oot e e e e e e e e e 8
3. Primer momento o el ingreso a la discusion publical. . . . . .. 8
4. Segundomomento|. . . . . . ... ... 9
5. Sobrelasderivasomomentofinall . ................ 1
6. Agradecimientos|. ... ... ... .. ... .. .. ... 11
[ La automatizacion del pensamiento| 13
[1._ Alan Turing, padre de la computacion| 15
V. Becher
1. Vidapersonal| ... ... .... ... .. ... ... ... .. ... 15
|2. Aportes cientificos| . . . . . ... ... L 17
3. Turin OSJUEEOS| . . . v v v o et e e e e e e e e e 21
4. EllegadodeTuring|. . ............. . ........... 22
2. Enlas maquinas de Turing esta el poder y los limites de la compu- |
|__tacion| 25
A. Maffei y T. Tetzlaff
1. ;(QuéesunamaquinadeTuring?| . ................. 25
Computabilidad|. . . . .. .... .. .. .. ... ... ... ... 26
| El problema de detencion (halting problem)|. . . . .. ... ... 28
3. Elsueno de Hilbert, las maquinas de Turing y los teoremas de G6- |
|_del 35
G. Pifieiro
I__Introduccionl ................. .. ... .. ...... 35
2.__LaconferenciadeHilbert| . . . .................... 36
3. Eldécimoproblemal . ......................... 37
4. Primera version del Entscheidungsproblem| . . . . .. ... ... 38
[5. ;QUéesunalgoritmo?] . . . . . . . . . o v ot 40
6. LamaquinadeTuring| . ... .. .. ... .......uoo.... 41
7. LadefinicibndeTuring| . . ... ... ... .. .. ... ...... 43
8. Entradaswvalidasl . ............. ... ... . ... .. 46
9. ConjuntosS reCUrSIVOS| . . . . . . v v v v v v v o et e e e e e 46




Turing, herencias y enigmas

10. Unanumeracion de las maquinasde Turing| . . ... ... ...
11. Unamiradaalinfinitol. . . ... ...................

14. ;Unarespuesta al Entscheidungsproblem?|. . . .. ... ... ..
5. Conjuntos recursivamente numerables| . ... ... .. ... ..

18. Elejemploconcreto| ... .. ... .. ... ... . ... ... ...
19. El Halting Problemy el Entscheidungsproblem| . . .. ... ...
20. LaparadojadeRussell| . .. ... ........ ... .........
21. Lacrisis delos fundamentos| . . .. .................

25. jSeresolvidlacrisis?|. . . . . ... ... .. L Lo
26. Unapreguntasobrehistorial . . . ..................
27. Larespuestaaldécimoproblemal ..................
28. Reflexionesfinales|. ... ... ....... ... ... .. ....

I Turing, la Segunda Guerra, enigmas y secuelas|

87

{4. El contexto de la obra de Alan Turing: la Segunda Guerra Mundial 89

D. Lvovich

|5. La criptografia mecanica de la Segunda Guerra|

A. Waissbein
El trabajo de Turing como criptoégrafol . ..............
El funcionamientodeEnigmal . . . . ... ... ..........
Los avances polacos en el descifrado de Enigma| . . ... .. ..
Inglaterratomalapostal. . . .. ........ ... ... . ...
La criptografiaenlaactualidad| . . . ... .............

2 Ex B B

|6. Revoluciones en la criptografia post Turing|

N. Sirolli
1. Criptografiadeclaveprivadal] . ...................
2. Criptografiadeclavepublical. .. ... ... .. ..........

[7._La posguerra de Turing

C. Monaco
1. Unaidea general de la posguerra a partir de dos imagenes|. . .
2. Unamencion a Turing, unsignodeépocal . . . . . ........

3, Palabrasfinales|. ... ... ......... .. ... ... ...




Prologo

Lucas Rozenmacher

“Alzo la copa en honor a Alan Turing,

que nacié en un tiempo mds oscuro, mds duro

quien pensé por fuera del cuadrado

y amé por fuera de los limites

y por eso se rompié el cédigo de los descifradores

y nos lamentamos.

Ahora, que ya dijimos que nos lamentamos

que la conciencia oficial se ha despertado

- con un guién muy cuidado, pero al menos desencriptado
la historia sugiere

una segunda parte del Test de Turing:

1. ;Pueden las maquinas comportarse humanamente?
2. ;Podemos nosotros?”

Matt Harvey|

1. Desde donde parte este libro

Ellibro al que estamos ingresando refleja parte de lo elaborado y discutido
durante las Jornadas Ecos de la figura y la obra de Turing en Argentincﬂ en
donde, a partir de una serie de encuentros, charlas, intercambios y confe-
rencias fueron delinedndose las vinculaciones entre cuestiones relaciona-
das con los avances e investigaciones en computacion y criptografia y otras
derivaciones propuestas en torno a la ciencia y la sociedad y el impacto de
sus desarrollos innovadores, y también sobre la influencia de la figura de
Turing en la sociedad contemporanea.

Este entrelazamiento entre textos y reflexiones matematicas, desarrollo
de trayectorias biograficas y analisis del contexto histérico terminaron por
darle cuerpo a los textos que se encuentran incluidos en este volumen.

“Traduccién: Sofia Cazeres.
Estas jornadas se realizaron en el Instituto del Desarrollo Humano de la Universidad
Nacional de General Sarmiento entre el 7 y el 10 de noviembre de 2017.
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2. ;Por qué Turing?

Cuando con las editoras e impulsoras de este libro (Marcela Falsetti y Eda
Cesaratto), armamos el esquema de esta compilacién de presentaciones y
trabajos, en unas anotaciones al margen, Cesaratto deslizé (en modo de bri-
jula e intriga) la pregunta de ;por qué Turing? y en esa misma pregunta co-
menzamos a tejer una serie de temas y problemas que trazan algunas de
las dimensiones y abordajes que pueden establecerse a través de la figura
de Alan Turing, en cuanto a su relevancia e impacto desde antes de media-
dos del siglo veinte hasta nuestros dias.

En este hombre-nombre (ademas), se albergan historias de intrigas, disto-
pias, revoluciones comunicacionales, espionaje y referencia fundamental
para la reivindicacién de derechos civiles.

Para ello proponemos realizar un recorrido en tres pasos, uno que abor-
da larelacién de Turing con la creacién de lo que se denomina “La Maquina
de Turing”, el otro que trabaja sobre la relacién entre Turing y su papel en
la Segunda Guerra Mundial como matematico encargado de descifrar los
codigos encriptados del Eje, también en un esquema de recorrido triparti-
to y una ultima seccién que pone de relevancia la vinculacién histérica de
Turing con su época y la relacién que este tiene con la sociedad contempo-
ranea que a modo de coda funciona como una estructura de un solo relato.

3. Primer momento o el ingreso a la discusion puablica

El volumen abre con una imbricacién entre la historia de Turing como ser
humano interviniente en su comunidad y el proceso en el que fue desarro-
llando la denominada “Maquina de Turing”, una computadora con capaci-
dad de intervenir en la vida humana y modificar esa relacién para siempre.

Verodnica Becher despliega un recorrido breve pero intenso sobre la vida
de Alan Turing y su relacién con la creacién de su maquina computacional,
con sus pares y hasta con su madre.

En este recorrido veremos cémo fue desarrollandose la vinculacién de Tu-
ring con la btisqueda del conocimiento y el impacto que provocé la apari-
cién de una maquina que pudiera actuar sin poder despejarse la duda de si
la accién era llevada por un hombre o por una mujer y a ello le sumé un paso
mas y planted un juego en el que habia que descifrar si esta acciéon (de jue-
go) era realizada por una persona o una maquina a partir de un dispositivo
que no nos permitiera identificar quién estaba detras de ello.

Este articulo nos centra en el trabajo que Turing desplegd para avanzar
sobre una inteligencia que funcionara no como inteligencia corporal sino
como una reductora del tiempo. De este descubrimiento y propuesta in-
quietante podemos encontrar correlatos en dos escritores contemporaneos
adon Turing, uno de ellos es Isaac Asimov y el otro Ray Bradbury y desde alli
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unalarga lista delibros, poemas, obras teatrales, series y peliculas que abor-
dan distintas perspectivas sobre los limites entre lo humano y lo maquinal
que hacen convivir a este experimento con una triada de leyes denomina-
das como leyes de la robética que luego seria incorporada a producciones
posteriores en cuanto a los limites de las relaciones entre humanos y ma-
quinas a partir de lo propuesto por Asimov.

Entrelos ejemplos posteriores que dan cuenta del temor abierto frenteala
relacién humano-maquina con respecto a la Inteligencia Artificial, se pue-
de citar el poema espacial escrito por Harry Martinson llamado Aniara. El
panorama del ser humano en el espacio y el tiempo en donde una maquina
toma la decisién de qué es lo mejor para los humanos y con ello lleva a la ex-
tincién misma de la humanidad. Algo parecido ocurre con Blade Runner (la
interpretacién cinematografica de “;Suefian los androides con ovejas eléc-
tricas?”) en el que se vuelve indistinguible el reconocimiento de lo humano
y lo maquinal, en el que las reglas y los temores a lo maquinico se hace car-
ne y el mismisimo caminante que se encarga de despachar a las “réplicas”
duda sobre el grado propio de su humanidad.

Otros ejemplos fueron disparandose a lo largo de este poco menos de un
siglo de temores, elucubraciones y despliegue poético sobre lo que Turing
dio en llamar el “Juego de la Imitacién” con la tetralogia de Matrix y el pro-
poner un mundo en el que los humanos son dominados por las maquinas y
viven para alimentar a estas Gltimas a partir del trastocamiento de tiempo
y materia.

En ese mismo camino Ana Maffei y Tomas Tetzlaff nos cuentan en qué
consiste “la maquina de Turing” y cudles son los alcances de lo computable.
Los autores despliegan los detalles en los que se establecen las posibilidades
de una maquina como esta y los propios limites.

Como culminacién de este segmento de la publicacién Gustavo Pifieiro
propone un viaje a la bisqueda de sobre qué hombros estaba paradala “ma-
quina de Turing” llevandonos a comienzos del siglo veinte a la conferencia
de David Hilbert en la apertura del II Congreso Internacional de Matema-
tica en Paris y a partir de esta los lazos hasta llegar a la relacién entre el
algoritmo y la “maquina de Turing”.

En esta primera seccidén contamos con un terceto de articulos que trabajan
y desarrollan distintos aspectos sobre una de las elaboraciones centrales de
Alan Turing y de la que nos nutrimos de manera material hasta el dia de
hoy que es la de la computadora tal como la conocemos en la actualidad y
del desarrollo posible de la inteligencia artificial.

4. Segundo momento

A través de los recovecos que surcan los mensajes encriptados que retiem-
blan a punto de explotar en las manos de quien intente descifrarlos, solo
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sobre esto pueden pensarse un libro o una serie de volimenes completos
hablando acerca de los aspectos técnicos de la criptografia y con ello zam-
bullirse en aquellas tramas que atravesaran cientificos y agentes secretos
en el intento de desenmascarar planes mortales, cargados de intrigas, en-
gafios y cocteles exquisitos.

Litros y litros de tinta (material y digital) y kilémetros interminables de
filmico (y también digital) desde hace mas de medio siglo van reencauzan-
do los disparadores que se producen alrededor del mensaje encriptado y de
la forma en que fue desenmascarada la maquina Enigma, una accién que
permiti6 despejar al fascismo como sector triunfante de la Segunda Guerra
Mundial y que abri6é también todo un camino a la literatura y la cinemato-
grafia contrafacticas y en algunos casos hasta ucrénicas.

Turing debié descifrar un sofisticado encriptamiento, alejado de la tinta
limoén utilizada en los espias ideados por Graham Greene en sus novelas, o
en los intercambios epistolares que fueron establecidos entre Juan Domin-
go Per6n y John Willam Cooke durante parte del exilio y proscripcién del
peronismo entre finales de la década de 1950 y comienzos de la siguiente y,
de algiin modo, acercandose a las formas en que Julio Verne contactaba a
sus lectores en cada una de sus novelas.

Sobre este tema, como ya dijimos podrian desarrollarse capitulos y libros
enteros, pero en esta ocasion la seleccion de este libro se cifie a la participa-
cién de Daniel Lvovich y un andlisis hist6érico-social sobre la situacién en la
que Turing debid desarrollar su trabajo criptografico.

Elsiguiente texto pertenece a Ariel Waissbein y nos dard una introduccién
acerca de las caracteristicas de la criptografia mecéanica y el modo en que
Alan Turing debi6 atacar a la maquina Enigma para descifrar los pasos que
seguirian los Nazis y de ese modo anticiparse a los movimientos por parte
de los aliados.

Terminada la Segunda Guerra, el mundo se encontré en medio de una
guerra fria y sin contar con protocolos criptografico seguros. Gabriel Garcia
Marquez relata en “Playa Girén y el escritor que se adelanté a la CIA” cémo
el escritor y periodista argentino Rodolfo Walsh logré descifrar un mensaje
en el que se comunicaba que los Estados Unidos iban a invadir a Cuba por
Playa Giron en abril de 1961. Walsh realiz6 esta tarea con la tinica ayuda de
un libro de criptografia recreativa sin haberlo hecho nunca, sin ningtin en-
trenamiento en la materia y solo con papel y 1dpiz. La hazana intelectual de
Walsh es indiscutible. Sin embargo, este hecho también demuestra la fra-
gilidad del criptosistema usado por los Estados Unidos en la época.

Entonces, ;como es que ahora enviamos miles de millones de “mensajes
encriptados de extremo a extremo” y hacemos transacciones bancarias “se-
guras”? Para cerrar esta seccién del libro, nos encontramos con el trabajo de
Nicolas Sirolli que nos instruye sobre las claves matematicas de la revolu-
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cién que implicé la criptografia de “clave publica” concebida a principios de
los afios ochenta y que, junto con la disponibilidad de dispositivos digitales,
incluyé a la criptografia en nuestra vida cotidiana.

5. Sobre las derivas o momento final

En este esquema de triada, que ya adelantamos, encontramos a lo largo del
capitulo(7] a cargo de César Ménaco, un trabajo que nos ubica en una serie
de cuestiones histdricas y sociales que nos dan las herramientas necesarias
para ubicar a la figura de Alan Turing y a su obra en nuestra contempora-
neidad desde una perspectiva histérica, politica y cultural.

Por un lado, retoma un andlisis de la situacién que Europa y particular-
mente el Reino Unido transitaron durante los anos de la Guerra y el papel
del estado en la recuperacion de paises devastados por la guerra, la miseria
y la crueldad humana, a partir de politicas activas de lo que se denominé
como el Estado de Bienestar.

A este punto, el autor le sumé la nueva realidad sociopolitica en la que se
vio involucrado el mundo y que fue la denominada como guerra fria con
el crecimiento del comunismo como modo de gobierno en distintas partes
del planeta y las tensiones contenidas y a punto de explotar entre modelos
politicos, econémicos, sociales y culturales.

Por ultimo Ménaco analiza los cambios que fueron dandose a nivel mun-
dial con respecto a la persecucién de la homosexualidad, dado que Ingla-
terra, en el momento de ser impartida la pena a Turing por sodomia y su
posterior suicidio, contaba con una ley que perseguia la sodomia datada en
1533 a manos de Enrique VIII y que recién en los afios de la década de 1960
fue derogada y llamada “Ley Alan Turing”.

En este recorrido el autor hace un hallazgo sobre las marcas de época en
el propio historiador Eric Hobsbawm en cuanto al relato que este realiza
sobre el modo en el que es detenido Turing al describirlo como una persona
desconectada del mundo real describiéndolo de la siguiente manera: “Solo
un hombre que, como él, desconocia el mundo en el que vivian los demas
podia ocurrirsele ir a denunciar el robo cometido en su casa por un amigo
intimo (temporal), dando asi a la policia la oportunidad de detener a dos
delincuentes a la vez”.

Finalmente podemos entender en esta triada una serie de puntas dispa-
radoras que nos permiten avisorar nuevos abordajes que partiran de este
trabajo que proponemos.

6. Agradecimientos

En primer lugar, queremos agradecer a nuestro colega Cristian Conde del
Instituto de Ciencias por su involucramiento en la organizacién de las jor-
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cién de la UNGS, la mesa redonda organizada por Luciano Grippo (UNGS) y
Jorge Kamlofsky (UTN), y finalmente, al artista visual Juan Miceli quien nos
brind6 una charla sobre la influencia de la programacion en su obra.

El trabajo de Albarracin desgrabando y revisando los capitulos1} 4]y[5|fue
clave en la preparacién de este texto.

Nuestro agradecimiento para Angel Jara cuyos dibujos ilustran el concep-
to de cardinal de un conjunto via biyecciones del capitulo3}
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Alan Turing,
padre de la computacion

Verénica Becher]

1. Vida personal

Les voy a contar por qué pienso que Alan Turing es considerado el padre de
la computacién. Es mi vision personal acerca de esta historia. Me crucé con
esta pregunta la primera vez que oi su nombre mientras cursaba la carrera
de computacién. El profesor dijo en clase “maquina de Turing” y mientras él
anotaba el nombre en el pizarrén, me preguntaba ;cémo se escribira, Tou,
Tuu?, ;cémo es? No tenia ni idea de qué se trataba esa maquina. Para mi
era un objeto teérico que servia para resolver algunos problemas de compu-
tacion de las materias de tercer ailo. Un tiempo después, cuando todavia era
estudiante, me crucé con su historia.

1.1. La familia

Turing nacié en 1912 cerca de Londres, en un lugar llamado Maida Vale.
Siempre lo imaginé comiendo comida india porque su padre trabajaba pa-
ra el servicio civil de la India por lo que viajaba alli con cierta frecuencia.
Ademas, su abuelo materno era ingeniero en la compafiia de trenes de ese
pais.

La relacién entre Turing y su madre, Ethel Sara, era fluida. De hecho, ella
escribif la biografia de su hijo; este es uno de los pocos casos de la historia de
la ciencia en los que se da esta situacion. La segunda edicion de este libro [6]
se publicé en el afio 2012 para conmemorar los 100 afios del nacimiento de
Turing. Ella es de las pocas personas que sigui6é defendiendo la tesis de que
Turing no se suicid6, sino que su muerte se debié a un accidente mientras él

“N. dela R.: este articulo esta basado en la charla de la autora durante las jornadas “Ecos de
la figura y de la obra de Alan Turing” (UNGS, 2017). Desgrabacién: Paula Albarracin.
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trabajaba con sustancias quimicas. Otra de las razones que hacen pensar en
una muy buena relacién es la carta que Turing le envié cuando el servicio
del gobierno britanico lo contacté en 1938 para formar parte del proyecto
de descifrado de la maquina Enigma. En esta carta le escribié a su madre:
“No sé qué hacer, tengo que ver si acepto esta convocatoria o la dejo pasar”.
No le escribié al padre, le escribi6 a la madre.

Turing no era ni comunista ni criptélogo. De la edicién de 1983 de la
biografia que escribi6 Andrew Hodges sobre Alan Turing (vease [3]) pode-
mos concluir que estas son las causas que lo hicieron reflexionar acerca
de su participacién. Finalmente, concluyé que sus conocimientos eran lo
suficientemente valiosos como para contribuir en la tarea encomendada y
acept6 participar.

1.2. La nifiez

Me gust6 saber como era Turing de nifio, es la parte de su biografia en la que
mas me enfoqué porque esta relacionada con mi investigacién acerca de su
manuscrito sobre nimeros normales [1].

Como mencioné anteriormente, sus padres viajaban ida y vuelta ala India
porlo que él se quedaba junto a suhermano en la casa de una pareja de mili-
tares retirados. Se educ6 en una escuela piblica y a sus 10 afios comenz6 la
preparatoria Sherborn, instancia que parece haberlo marcado mucho se-
gun la comprometida y extensa biografia de Turing publicada por Andrew
Hodges [3]. Me llam6 mucho la atencién de esta biografia la descripcion de
Turing como un desalifiado; le chorreaba siempre la lapicera y era incom-
petente con las exigencias de la escuela ptiblica. No es que era rebelde, era
incompetente y no le salia bien. Alan tenia su propia agenda y estaba preo-
cupado por otros temas sobre los que le interesaba leer. Alli conoci6 a su
compafiero Christopher Morcom que era mayor que éL

Hodges cuenta que en la preparatoria comenzé esta historia de amor que
lo marc6 fuertemente. Me pregunto, ;por qué creer en esta version de Hod-
ges? Es una interpretacion. Podemos ver que los escritos de Turing parecen
estar redactados como si estuviese explicandole las ideas a alguien quien
seguramente era la figura de Morcom. Christopher, que era un excelente
alumno, se daba cuenta de todas esas habilidades que Turing no habia lo-
grado aprender de la escuela. “Sos un desprolijo, no te entiendo cuando me
explicas tus ideas de matematica” imagino que le decia Morcom a Turing
frente a sus soluciones alternativas delos problemas. Las soluciones de Alan
no eran aceptadas por su compaiiero quien le reclamaba que tenia que po-
ner ordenadamente las férmulas. Esto le implic6 a Alan todo un esfuerzo
cientifico.

Andrew Hodges nos da a entender que entre Morcom y Turing hubo una
amistad muy fuerte pero que el amor que sentia Turing por Morcom no
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era completamente correspondido. En 1930, Turing, con 16 afios, qued6
muy afectado por el fallecimiento de Christopher que estaba enfermo de
tuberculosis. Siguié en contacto con su madre, y, de hecho, en una opor-
tunidad se quedé en la habitacién de la casa materna de su amigo. Es muy
posible que todas las ideas posteriores las haya escrito recordando aquellas
preguntas que Christopher le hacia para comprender sus explicaciones.

1.3. La universidad

A pesarde ser un desalifiado y no tener un buen rendimiento escolar, logra-
ba aprobar. Tuvo que dar dos veces el ingreso a la universidad. No le resulté
facil. Su voz de pito era un aspecto que resultaba desagradable para mu-
cha gente. Finalmente logr6 ingresar al King’s College Cambridge en don-
de estudié desde los 18 a los 22 afios. Alli se encontré en un lugar donde
pudo expandirse intelectualmente. Fue alumno de Godfrey Hardy, un ma-
tematico reconocido, una de las grandes figuras de la teoria de ndmeros.
Sin embargo, él nunca reconocié el trabajo de Alan Turing como un trabajo
importante. Turing no fue valorado dentro del entorno académico en ese
momento. Su trabajo era considerado como un “trabajito” irrelevante, un
articulo mas.

También alli conocié a David Champernowne. Ellos compartieron clases
de matematica y unos quince afios después crearon un analizador de juga-
das de ajedrez. Champernowne es conocido por sus trabajos en economia
y por la resolucién de un problema sobre niimeros normales, tema sobre el
cual trabajé también Turing y que es una de mis lineas principales de inves-
tigacién.

Cuando Turing terminé su carrera de matematico pasé a ser “Fellow”, es
decir, un miembro de la Universidad de Cambridge. En ese entonces, en Eu-
ropa, no hacia falta estar doctorado para formar parte de la universidad.
Alcanzaba con haber terminado la carrera de grado. En ese momento desa-
rrollé el gran trabajo del que voy a hablar hoy y que es el mismo que lo llevo
a Princeton a estudiar con Alonzo Church.

2. Aportes cientificos

2.1. La maquina de Turing y los nimeros computables.
El articulo de 1936

En su articulo “Los niimeros computables, con una aplicaciéon al Entschei-
dungsproblem” [SH Turing formalizé la computadora como objeto mate-
matico. Este es el trabajo que le vali6 el reconocimiento como “padre de la
computacién”. Cuando uno investiga, lo hace en relacién con una pregun-
ta y no porque surge una idea de la nada. Por ese motivo, intenté encontrar

“N. delaR.: el articulo fue enviado y aceptado en 1936, pero publicado en 1937.
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cudl era la pregunta que se hizo Turing. Mi interpretacién es que la respues-
ta esta en el titulo del articulo: “una aplicacién al Entscheidungsproblem”.
En este trabajo define una clase particular de nameros y los llama compu-
tables. Estos se pueden describir como aquellos nimeros cuya expansién
decimal, es decir, los digitos que vienen después de la coma, se pueden des-
cribir mediante métodos finitos. Turing no tuvo miedo al delirio, y describié
estos métodos finitos mediante un objeto imaginario al que llamé “maqui-
na” y finalmente consideré que un nimero es computable si su parte deci-
mal se puede describir mediante esa maquina.

2.2. Métodos finitos, problemas imposibles

Ya hemos definido los nimeros computables como aquellos cuya parte de-
cimal se describe mediante métodos finitos y los métodos finitos los enten-
demos como aquellos que pueden ser implementados en una maquina que
es un dispositivo mecanico. La maquina ejecuta instrucciones que fueron
escritas antes de ser ejecutadas y nos arroja un resultado, una salida, que
en general es un nimero escrito en binario, por ejemplo: 010101. ;Y es una
maquina! Una maquina conformada por piezas simples, como podrian ser
algunas varillas y ruedas, dispuestas de tal forma que al funcionar cons-
truya tablas de datos. A partir de esta concepcidén, uno podria dibujar un
esquema de un artefacto que transforme energia en tiras de ceros y unos,
y definirlo como “maquina finita”. Estos ceros y unos combinados confor-
man el lenguaje binario. El hecho de elegir ceros y unos es irrelevante, se
podrian reemplazar por cualquier otro conjunto de simbolos.

El trabajo de Turing es el que presenta la idea de la existencia de una ma-
quina capaz de hacer el trabajo de cualquier otra maquina que trabaje con
simbolos, que pueden ser “0” y “1”. A estas maquinas las denomina “maqui-
nas universales”. Esta idea no era nueva en la matematica. El concepto de
equivalencia y cociente ya muestra esta concepcién de que, a veces, exis-
te un representante de cierta clase que puede hacer lo que haria cualquier
otro elemento de su misma clase. Al leer cémo se construyen estas maqui-
nas universales nos encontramos con la sorpresa de que cada una de las
computadoras que tenemos hoy en dia en nuestros escritorios es una ver-
sién moderna de una maquina universal de Turing.

Me pregunto lo siguiente: ;qué significa ser universal y por qué es impor-
tante? ;Por qué es necesario inventar una maquina universal? En esa época,
dentro de los &mbitos matematicos, se buscaba responder preguntas acerca
de la (im)posibilidad de resolver ciertos problemas: ;cuales problemas tie-
nen solucién y cuales problemas no? Uno se puede remontar a los griegos
que se preguntaban cudles son los objetos geométricos que se pueden cons-
truir con regla no graduada y compas. En este contexto, la posibilidad de
construir un objeto es equivalente a la posibilidad de trazar un segmento
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de una cierta longitud “fundamental” a partir del segmento unidad, siem-
pre limitandose al uso de regla y compas.

Uno de los problemas griegos mas conocidos es el problema de duplicar
un cubo que consiste en construir otro que tenga el doble de volumen del
inicial. La respuesta recién fue hallada en 1837 por el matematico francés
P. Wantzel quien demostré que no es posible hacer esa construccién con
regla no graduada y compas. Otro problema famoso es la llamada “cuadra-
tura del circulo”. A partir de un circulo se pretende construir un cuadrado
que tenga la misma superficie que tiene el circulo; es decir, si para pintar
el circulo se usa una cierta cantidad de tinta, se quiere dibujar un cuadra-
do que requiera la misma cantidad de tinta para ser pintado. Resulta que
dibujar un tal cuadrado con regla no graduada y compas es imposible. Esto
se supo en 1882, y es consecuencia de relacionar este problema con un nu-
mero muy importante, el nimero 7. Los griegos plantearon problemas cuya
respuesta no pudieron encontrar. La conclusién actual es que no pudieron
hacerlo porque tales construcciones son imposibles.

Turing se hizo una pregunta analoga. En vez de regla y compas consideré
meétodos finitos. Por ejemplo, cudles calculos se pueden hacer con un abaco,
cuales son las operaciones légicas que se pueden hacer finitamente. Estas
preguntas acompanan al teorema de Kurt Godel, fundamental dentro de
la l6gica matematica, quien habia demostrado que dentro de la aritmética,
formalizada en un lenguaje 16gico, llamado lenguaje de Primer Orden (por-
que se cuantifica exclusivamente sobre elementos del dominio y no sobre
conjuntos de elementos), hay ciertas verdades que no se pueden demostrar.
Hay proposiciones de las cuales no se puede decidir si son verdaderas o fal-
sas a partir de un sistema de axiomas y reglas de inferencia. Este es otro
resultado que habla de ciertas imposibilidades, en este caso de la l6gica ma-
tematica. Turing y sus colegas de la época conocian estos resultados. La for-
mulacién de Turing de esta pregunta es la siguiente: ;dado un enunciado
matematico, se puede determinar por métodos finitos si es demostrable?
Determinar finitamente se puede tomar como equivalente a exhibir un al-
goritmo que decida si un enunciado es verdadero.

Un ejemplo de enunciado matematico es el siguiente: “El nimero natural
z es primo”.[jOtro enunciado clasico de la aritmética es el que sigue: “Dados
dos nimeros z e y, el nimero z es divisible por y”. La pregunta es, entonces,
¢para cualquier enunciado (de ese tipo) es posible determinar por métodos
finitos si es demostrable? ;0 hay verdades que requieren una matemati-
cainfinita? El problema disparado por esta pregunta fue llamado Entschei-
dungsproblem.

“Los nimeros primos son aquellos nimeros naturales distintos de la unidad y que
solamente se pueden dividir por si mismos o por la unidad.
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2.3. Delos algoritmos a la invencion de la computadora

Abu Abdallah Muhammad Ibn Musa Al Juarismi (ca. 780 - ca. 850) fue un
matematico drabe a quien se le atribuye la nocién de algoritmo. Entre sus
obras, se destaca su tratado de dlgebra Compendio sobre el cdlculo de al jabr
y al mugabala, que ha influenciado a toda la ciencia occidental de la Edad
Media.

Intentemos responderla siguiente pregunta: ;qué es un algoritmo? Esuna
receta, unaserie de pasos para resolver un problema y esos pasos pueden in-
cluir sumas, restas y otro par de operaciones muy simples que estan dispo-
nibles para su uso. Hay un listado de tales operaciones, que no discutiremos
en este texto pues requiere de una discusiéon mas extensa. Al-Khwarizmi dio
una nocién informal de algoritmo. Esta nocién podria incluir unareceta pa-
ra hacer pasta frola: en vez de sumas usamos “batir”, y en vez de productos
usamos “hornear”; con los ingredientes y ese tipo de procedimientos sim-
ples, se prepara una pasta frola. Esta analogia, en el contexto del trabajo de
Turing, nos permite pensar en un algoritmo como una cantidad finita de
pasos simples (receta) que a partir de ciertas entradas (ingredientes) pro-
duce una salida (pasta frola).

Turing buscaba responder al Entscheidungsproblem que era una pregunta
abierta. Para eso defini6 la nocién de algoritmo, es decir, dio una descrip-
cién matematica de qué es un algoritmo. Sin embargo, su definicién de al-
goritmo es completamente intuitiva, pero esa busqueda de formalizacién
lo llev6 a la invencién de la computadora.

Es importante observar que la “computadora” de Turing no fue inicial-
mente un artefacto fisico, real; fue un artefacto mental cuya existencia es-
taba plasmada en el texto del articulo en cuestién.

2.4. Problemas indecidibles

En 1936, Turing prueba que hay enunciados matematicos tales que ningiin
algoritmo puede determinar si son demostrables. Casualmente, al mismo
tiempo en Estados Unidos, Alonzo Church (1903-1995) proporcioné otra de-
mostracion de este resultado.

Al enterarse de la existencia del trabajo de Church, Turing sintié malestar
y temor por el hecho de que su trabajo no sea aceptado, ya que él no era
prestigioso mientras que Alonzo Church era muy reconocido.

Finalmente, ambos trabajos fueron aceptados, y fue Turing quien se en-
carg6 de demostrar la equivalencia de ambos puntos de vista. E1 hecho de
que las dos soluciones sean equivalentes, como puede imaginar el lector,
es muy importante porque utilizan dos definiciones distintas de algoritmo:
una mediante una maquina; otra sobre la base de la nocién de calculo lamb-
da, que no vamos a discutir en este libro (una referencia para este tema es
el libro [2]). Cuando se demuestra que dos formulaciones son equivalentes,

20



Capitulo 1 Alan Turing, padre de la computacién

la idea de que deben ser formulaciones correctas para esa nocién intuitiva
se ve reforzada, en este caso la nocién de algoritmo.

Como ya se adelantd, Turing demostr6 que hay enunciados verdaderos pa-
ra los cuales no existen algoritmos que puedan demostrar que lo son. Se-
guramente, a todos alguna vez se nos colgé la computadora. En el sistema
operativo Windows suele aparecer en la pantalla un cartelito que dice “Su
programa no responde. ;Qué desea hacer?”. Podemos cuestionarnos: ;por
qué me pregunta a mi? Es obvio que deseo seguir trabajando en mi archi-
vo Word. ;Es porque Windows es un sistema operativo malo? Si, es malo.
¢Hay una razén de fondo por la cual me pregunta eso? ;Por qué no toma la
decision solo? ;Hay una limitacién? Resulta ser que si. Hay una limitacién
matematica. Imaginemos que no hay limitaciones, ;cudles son las funcio-
nes que podria hacer la maquina? Podria hacer varias cosas a la vez. Mien-
tras ejecuta Word, otra porcién de la maquina le consulta por qué se colgd
o no el programa y analiza el cédigo escrito por el programador. Se espera
que responda si es un programa que se cuelga o es uno que no se cuelga. Sin
embargo, la maquina no lo puede responder, pues no es posible para ningin
algoritmo determinar si hay otro algoritmo que se va a colgar o no. Esa es
la cuestion que Turing logré determinar: no se puede decidir algoritmica-
mente si un programa esta colgado o no. En otras palabras, ese fenémeno
de la vida real y practica que experimentamos con bastante padecimien-
to es precisamente el descubrimiento de Alan Turing quien prob6 que no
tiene solucién. Este problema es mas conocido como el halting problem y
sobre él, indagaremos un poco mas en capitulos[2y[3] Turing, que invent6
las computadoras, encontroé su debilidad.

Turing formaliz6 el computo como objeto matematico y esto le permitio
predecir lo que una computadora puede hacer o no hacer. Con estas ideas
pudo dar su solucién al Entscheidungsproblem sobre la pregunta: jpara ca-
da pregunta matematica que se pueda responder por siono (solo se aceptan
esas opciones) hay un algoritmo capaz de encontrar la respuesta? Esta so-
lucién plantea que no hay ningin algoritmo capaz de determinar si otro
algoritmo entré en un ciclo infinito, es decir si esta colgado, por lo que exis-
ten preguntas matematicas que un algoritmo no puede responder. Gracias
a ese trabajo y esa comprensién profunda de la nocién de “computar” esta
institucionalizado en el campo de las ciencias de la computacién el premio
Turing (A.M Turing Award en inglés) que es entregado todos los afios por la
Association Computing Machinery desde 1966.

3. Turing y los juegos

A Turing también le llamaban la atencién los juegos. De hecho, invent6 al-
gunos y estudié otros. Entre ellos esta el juego del 15 que tal vez conozcan
y hayan jugado cuando eran chicos. El segundo juego, el de la imitacién, se
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cuenta entre uno de los primeros intentos de definir la nocién de inteligen-
cia artificial.

3.1. Eljuegodel 15

Eljuego del 15 se juega con un tablero que tiene 16 posiciones de fichas del 1
al 15 y un casillero vacio. Tal vez hayan recibido alguno en un cumpleaiios.
El objetivo es mover las fichas solamente en las posiciones de libertad del
tablero para acomodarlas en orden. Turing se pregunto si tiene solucién y
en caso de tenerla cuantos movimientos hacen falta para dejar el tablero
en condiciones. Si algiin nifo travieso levanta alguna ficha e invierte un
solo par de fichas, el juego no tiene solucién. Si invierte una cantidad par
de fichas, siempre tiene solucién. Entonces, como venia de fabrica tiene so-
lucién, con un par de fichas invertidas no tiene solucién, con dos pares de
fichas invertidas vuelve a tener solucién. Asi que el hecho de tener soluciéon
depende de la configuracién inicial.

3.2. Eljuego de la imitacion

¢Puede una computadora pensar, puede ser inteligente?[jTuring no le tenia
miedo al ridiculo, lo desafié constantemente, no lo alteré decir que estaba
pensando en esta pregunta que en la época parecia algo delirante, y a me-
dida que pasaban los afios era mas y mas provocador. El delirio no lo afecté.
Ide6 un test, el test de Turing, que dice que una computadora es inteligen-
te si puede mentir. Esa mentira se llama el juego de la imitacién y consiste
en que la computadora tiene que hacerse pasar por un ser humano, y con-
vencer que es humana. Aqui Turing pone en juego su homosexualidad y su
humor inglésﬂ Hace unjuego en donde un hombre se hace pasar por mujer,
y la mujer por mujer y luego repite este juego entre computadora y hombre.
El hombre se hace pasar por hombre, es decir, no miente y la computado-
ra se tiene que hacer pasar por hombre. Ese es el juego de la imitacién en
el cual la computadora es declarada inteligente si convence al que esta ha-
ciendo las preguntas de que es un hombre, 1a misma cantidad de veces que
en eljuego dela imitacién hombre-mujer, el hombre hubiera convencido de
que es mujer. Y aquiintroduce otra innovacién, la definicién de inteligencia
artificial que propone es probabilistica.

4. Ellegado de Turing

Uno puede preguntarse finalmente ;qué hacen las computadoras de Tu-
ring? En su trabajo describe como armar mecanicamente un aparato, un

“N. delaR.: con esta pregunta, Turing abre su articulo “Computer machinery and
intelligence” en el cual introduce el juego de la imitacién y la idea de inteligencia artificial [4].

"N.delaR.:enel capituloE]se analiza este aspecto de la vida de Turing en el contexto de su
época.
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dispositivo que produce una salida que es una tira de ceros y unos. En la
concepcién de Turing, esos ceros y unos representan la parte fraccionaria
del desarrollo en base dos de nlimeros reales. No expresa cuantos niimeros
hay que escribir, son los que haga falta, arbitrariamente muchos y even-
tualmente todos.

Esta fila de nameros es infinita, jes infinita como internet?, ;en qué sen-
tido es infinito internet? Es infinito en el sentido de que alguien manda un
mail, este mail es respondido y se genera una interaccién que puede perdu-
rar eternamente. La concepcién de internet es infinita en el sentido que em-
pezamos una comunicacion via mail que no tiene un fin previsto. No existe
un programa que nos diga “el 31 de diciembre de 2020 usted tiene que cam-
biar el mail”. Quizas lo tengamos que cambiar por otros motivos, pero los
programas estan concebidos para que sigan por siempre. No saben cual se-
ra el Gltimo mensaje. Las maquinas de Turing se prestan a eso, maquinas
que mientras haya cosas para decir, mientras haya ntimeros en su desarro-
llo en base dos, seguiran en funcionamiento. Por eso se puede decir que las
maquinas de Turing son las de internet, ya que concibe ala computadora co-
mo un dispositivo que opera sobre la base de una configuracién finita, con
un funcionamiento eterno y este es el modelo de cémputos que tenemos en
la actualidad. El modelo de Turing es el modelo de la computacién que hoy
concebimos en la vida diaria y modela todas las maquinas personales. Cabe
entonces preguntarse cudles son las capacidades de las computadoras ac-
tuales que no seinducen delas lecturas de las obras de Turing. Dicho de otra
manera, ;sobre cuales aspectos de la computacién Turing no pensé6?

Para responder esta pregunta, aqui se presenta un listado, incompleto, de
las areas tematicas sobre las que si pensé: teorema central del limite, na-
meros normales, ordinales, funcién zeta de Riemann, criptografia, morfo-
génesis (mancha de animales, forma de hojas), inteligencia artificial y pro-
grama de ajedrez Turochamp.

Retomando la pregunta y pensando en lo que él no pudo ver, me llam6 la
atencién que no formalizé la dificultad del cémputo. Turing resolvi proble-
mas de criptografia cuyo desafio principal era lograr romper una cifra en
poco tiempo. Si abordaba el problema usando fuerza brutd] aunque encon-
trara la solucién, esta hubiera llegado tarde, cuando ya no servia. Turing se
enfrent6 con esta dificultad de la complejidad computacional y sin embar-
go no formalizb esta teoria. De todas formas concibe que la computadora
sirve para reducir el tiempo que lleva resolver un problema.

El modelo de la nocién de inteligencia que Turing propone deja explicita-
mente de lado al cuerpo y al movimiento. Considera el tipo de inteligencia
que hace falta para ganar al ajedrez, para mentir, pero no la que tiene que

“Se dice que un problema se resuelve por “fuerza bruta” cuando la solucién es encontrada
realizando una inspeccién sistematica de casos.
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ver con lo corporal. No pone en juego el espacio. El pensé en la computado-
ra como un reductor de tiempo, lo espacial lo dej6 de lado. Por esta razén
considero que quizas para él seria una sorpresa encontrar que en la actua-
lidad su maquina también sea un artefacto que nos permite reducir el espa-
cio, ya que internet nos permite comunicarnos casi instantdneamente con
cualquier parte del mundo.
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Pichi, “descifré” laletra y las ideas de este matematico. Finalmente, demos-
traron que el trabajo de Turing era correcto y que contenia valiosas ideas
para generar bits aleatorios. Los aspectos matematicos de esta historia se
encuentran en el articulo [1].

Referencias

[1] V. Becher, S. Figueira y R. Picchi. “Turing’s unpublished algorithm
for normal numbers”. En: Theoretical Computer Science 377 (2007),
pags. 126-138.

[2] M. Davis. Computability and Unsolvability. Dover Publications, 1985.
[3] A.Hodges. Alan Turing: The Enigma. Simon y Schuster, 1983.

[4] A.M. Turing. “Computing Machinery and Intelligence”. En: Mind 49
(1950), pags. 433-460.

[5] A. M. Turing. “On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem”. En: Proceedings of the London Mathematical
Society S2-42.1 (1937), pags. 230-265.

[6] S.Turing. Alan M. Turing: Centenary Edition. Cambridge University
Press, 2012.

24



En las maquinas de Turing

esta el poder y los limites
de la computacion

Ana Maffei
Tomas Tetzlaff

1. ;Qué es una maquina de Turing?

En 1936, Alan Turing envi6 para su publicacion su articulo titulado “Los ni-
meros computables, con una aplicacién al Entscheidungsproblem” [3], en el
que daba a conocer la descripcién de su maquina. De manera simplificada,
podemos decir que se compone de una cinta de longitud no acotada, divi-
dida en celdas, en las que se pueden escribir simbolos, por ejemplo ceros y
unos, y consta de un cabezal capaz de moverse por la cinta a izquierda y
derecha, leyendo y escribiendo sobre las celdas. En cada paso la maquina
de Turing se encuentra en cierto estado, lee un simbolo, puede escribir un
nuevo simbolo, cambiar de estado y moverse a la celda de la izquierdao ala
celda de la derecha. Por ejemplo la instruccién (4, 1,0, I, B) establece que si
la maquina esta en el estado A y lee un 1, escribe un 0, se mueve a la izquier-
da y pasa al estado B. Con combinaciones de instrucciones de este tipo se
pueden hacer operaciones aritméticas y légicas elementales y también im-
plementar algoritmos complejos. Ademas una maquina de Turing se puede
construir fisicamente, excepto por la cinta infinita, que corresponderia a
una disponibilidad de memoria no acotada para una computadora moder-
na, algo no demasiado irreal hoy en dia con todas las posibilidades de alma-
cenamiento que existen. El problema que tiene programar con una maqui-
na de Turing es que el namero de instrucciones y la dificultad para combi-
narlas, alin para una tarea bastante sencilla, es mucho mayor que con un
lenguaje de computacién moderno.
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Como pequefiio ejemplo, veamos una maquina en la que el cabezal recorre
la cinta hacia la derecha cambiando todos los ceros por unos hasta que en-
cuentra el primer 1 y alli se detiene (y sino encuentra un 1 no se detiene). Las
dos instrucciones que mostramos a continuacioén definen completamente
esta maquina, que comienza en estado A:

Instruccién (A, 0,1, D, A): en el estado A y leyendo un 0, se escribe sobre él
un 1, se mueve el cabezal a la derecha y se sigue en estado A.

Instruccién (4,1,1, D, H): en el estado A y leyendo un 1, se mantiene el 1,
se mueve el cabezal a 1a derecha y se pasa al estado H, que significa deten-
cion.

Con su formalizacién Turing hizo preciso el concepto de nimero compu-
table, aquel para el cual existe una maquina de Turing que devuelve el
n—ésimo digito de su desarrollo decimal en un ntimero finito de pasos. Pero
su invento tiene una aplicacién mucho mas general gracias a su ingeniosa
exploracién de los limites que aparecen cuando se estudia la posibilidad de
que un algoritmo ejecute otro algoritmo como parte de sus instrucciones.
Esto ultimo es una parte fundamental de la practica de la programacién.
Se presenta por ejemplo cuando una aplicacién que muestra una lista de
nombres en la pantalla llama a su vez a un subprograma para que los orde-
ne alfabéticamente, o cuando un ciclo va recorriendo los nimeros menores
que un nimero n para ver si alguno es divisor de n. De hecho un ciclo es un
algoritmo que se llama a si mismo en la ultima instruccién, usualmente
hasta que se cumple alguna condicién. Veremos que atin sin los variados
ejemplos que provee la programacion actual sobre la posibilidad de que un
procedimiento llame a otro o incluso a si mismo, Turing encontré limites
siempre vigentes para el poder de las computadoras.

2. Computabilidad

La idea de computabilidad de un problema es la de ser resoluble con una
computadora o aplicando un algoritmo, sin recurrir por ejemplo a la opi-
nién de una persona o a una informacién influenciada por el azar. Como
no se encontré ningiin algoritmo o programa que no se pueda ejecutar con
una maquina de Turing, se puede decir que un problema es computable si
se resuelve con una de estas maquinas. De hecho las operaciones elementa-
les que realiza una computadora, que combinadas consiguen todas las ope-
raciones mas complejas, se pueden llevar a cabo con una maquina de Tu-
ring. Las computadoras modernas son mas rapidas pero no pueden hacer
mas que una maquina de Turing. Todo esto se expresa en la llamada Tesis
de Church y Turing:

Tesis de Alonzo Church y Alan Turing: cualquier cuestién computable pue-
de ser resuelta con una maquina de Turing.

Esta tesis es un supuesto de la computacién tedrica que se sostiene so-
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bre la base de que se ha fundamentado que una maquina de Turing puede
calcular lo mismo o mas que cualquier otro modelo matematico de compu-
tacién. Algunas de las bases de esta afirmacion se discuten en la seccion(7]
del capitulo[3] A su vez, una maquina de Turing se puede simular mediante
un programa escrito en un lenguaje de programacién, suponiendo infini-
ta disponibilidad de memoria. O sea que por cada maquina de Turing hay
un programa de computadora que hace lo mismo que esa maquina de Tu-
ring y viceversa. Asi resulta que con sus maquinas, Turing defini6 todo lo
computable. Podemos observar que es una manera de definir parecida a la
que se suele citar del psicélogo Binet (1857-1911) [1], quien diseii6 un test de
inteligencia y ante la pregunta sobre qué es la inteligencia respondi6 “in-
teligencia es lo que mide mi test”. Una definicién de este tipo puede no ser
exitosa si mas adelante aparece un test mas satisfactorio para medir lo que
se entiende informalmente por inteligencia. Pero la Tesis de Church y Tu-
ring resulté exitosa porque no se encontr6 un problema que corresponda a
laidea de computable, que no se pueda resolver con una maquina de Turing.

En el estudio de las posibilidades y limitaciones de la computabilidad se
suele usar la maquina de Turing como referencia, pero la equivalencia con
los programas de computadora hace que nos podamos imaginar mas facil-
mente hoy en dia qué significa que un problema sea computable, qué es una
informacién de entrada o desalida, y también qué significa quela ejecucién
de un algoritmo termine en error o ingrese en un ciclo infinito.

2.1. Limites de la computabilidad

¢Cudl es el maximo comun divisor de 45y 75? ;Cual es el décimo digito en
la expresién decimal del nimero 7? Son problemas computables porque
una maquina de Turing, o equivalentemente, un programa de computado-
ra, puede dar la respuesta en un nimero finito de pasos. La maquina que
resuelve un problema computable no necesariamente se detiene sino que
talvez ejecuta un ciclo infinito que dala solucién en cierto paso o en una su-
cesion de pasos. Es tal como lo imaginamos en una computadora moderna,
pero recordando que asumimos infinita disponibilidad de memoria. Aho-
ra bien, ;hay problemas no computables? Seguramente si, en temas sen-
timentales o en ciencias no exactas. Pero ;hay problemas bien definidos
matematicamente cuya respuesta no puede conseguirse con un programa
de computadora? La respuesta es si, como lo demostré el mismo Turing. De
manera que tanto dio una definicién satisfactoria de computabilidad como
mostré sus limitaciones.

2.2, Problemas de decision y decidibilidad

Para ver las limitaciones de la computabilidad vamos a definir un caso par-
ticular de computabilidad, que es la decidibilidad. Decimos que un proble-
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ma de decisién es un problema que puede tener una informacién de entrada
(también llamada input o instancia del problema) y plantea una pregunta
cuya respuesta posible es solamente sio no. Un problema de decisién se dice
decidible si es computable, es decir, si se puedellegar ala respuesta correcta
(siono) mediante una maquina de Turing o mediante un programa en una
computadora moderna. Por ejemplo, un problema de decisién es determi-
nar si el n-ésimo digito de = es 7 o no es 7, y debido a que existe un algoritmo
que, para cualquier input n, devuelve el n-ésimo digito de , el problema es
decidible. Comparando este digito con el 7, se puede saber si la respuesta es
si o no. El llamado halting problem, que vamos a analizar, es un problema
de decision no computable, es decir, un problema indecidible.

3. El problema de detencion (halting problem)

Notemos que si un programa no se detiene después de cierta cantidad de
pasos, pueden ocurrir dos cosas:

1) que todavia no haya llegado a un resultado (o a una situacién de error
en la que se detendra),

2) que nunca vaya a detenerse.

Una cuestién importante sobre estas dos posibilidades es que no siempre
podemos determinar cudl es el caso en un tiempo finito dado. Si en cier-
to momento un programa esta ejecutandose, puede ser que se vaya a dete-
ner mas adelante o que nunca se detenga, y habria que conocer muy bien
el programa para decir cual va a ser el caso. Con algunos programas esto es
sencillo. Por ejemplo, puede escribirse un programa que tome un niimero z
y calcule 2x + 1. Podriamos demostrar que cuando lo ejecutamos en cierta
computadora se va a detener en un numero finito de pasos. También pode-
mos determinar si hay o no detencién en el caso de un programa en el que si
elinput z es 1 se entra en un cicloinfinito (por ejemplo mandando a ejecutar
la instruccién namero 10, que consiste en mandar a ejecutar la instruccién
naimero 10) mientras que si el input es un valor = distinto de 1, el programa
devuelve el resultado de 2z + 1. En este caso tendremos un programa del
que sabemos para cualquier input si se va a detener o no. Pero no siempre
es tan sencillo. Por algo las computadoras quedan a veces atrapadas en ci-
clos muy largos o infinitos (lo que se suele llamar “colgadas”) sin que esa
sea la intencién del fabricante ni del usuario. Programando con prolijidad
se puede prever con bastante éxito que la computadora va a entrar en un
ciclo infinito, pero esto no significa resolver un problema mas general, el
problema de detencién o halting problem, que consiste en determinar, an-
te cualquier programa y con cualquier input si va a haber detencién o no.
Veremos que es relevante y demostraremos que es indecidible.
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3.1. Programas que procesan programas, maquinas que analizan
maquinas

El halting problem plantea si hay posibilidad o no de que un programa sea
capaz de analizar cualquier programa y cualquier input para este progra-
ma y responder si habra detencién. Notemos que no es poco usual que un
programa sea analizado por otro, es decir, que un programa sea el input de
otro. En efecto, los programas llamados compiladores traducen programas
de un lenguaje de computacion a otro y pueden detectar errores. Tampoco
es imposible que un programa sea input de si mismo. Por ejemplo un pro-
grama podria tomar una copia de si mismo y encontrar definiciones de va-
riables que no cumplen funcién alguna, con el fin de eliminarlas. Como otro
ejemplo, podemos imaginarnos un manual escrito en espaiiol para traducir
del espaiiol al francés, el cual incluiria reglas sintacticas y un diccionario.
Siguiendo sus instrucciones podriamos traducir ese mismo manual del es-
paifiol al francés.

Ademas, en el mundo de las computadoras, toda informacién (datos e
instrucciones) puede traducirse a nimeros, incluso se puede codificar so-
lamente con cadenas de ceros y unos en las maquinas de Turing y en las
computadoras digitales modernas. Dado que los digitos del 0 al 9, las le-
tras y los simbolos pueden codificarse con cadenas de ceros y unos, tanto
las instrucciones que dimos como ejemplo en la seccién [1f como cualquier
maquina de Turing se pueden representar mediante cadenas de ceros y
unos.

Para el funcionamiento de una de estas maquinas solo hace falta su con-
junto de instrucciones, el pequefio nimero de operaciones que propuso Tu-
ring, comun a todas sus maquinas, y cierta informacién binaria de entrada
enlacinta. Ese conjunto de instrucciones que definen una maquina en par-
ticular puede a su vez estar escrito en la cinta de otra maquina que lo pro-
cesa, tal como una funcién de un lenguaje de programacién invoca dentro
de si misma a otra funcién con el fin de utilizarla para un calculo auxiliar
0 quiza para analizarla con el fin de detectarle errores o traducirla a otro
lenguaje, por ejemplo. De manera que tanto datos como maquinas o pro-
gramas pueden representarse como cadenas de ceros y unos, y por eso no
hay problema en incorporarlos como inputs.

Turing vislumbré esta posibilidad sin llevarla a la practica mediante la
construccion de maquinas, pero dedujo sus consecuencias. En las compu-
tadoras modernas se lleva a cabo el procesamiento en binario tanto de da-
tos como de programas pero los ceros y unos no quedan a la vista del usua-
rio. Cero y uno son dos estados posibles, electronicamente diferentes que
ocupan cada sitio de la memoria de las computadoras digitales represen-
tando toda la informacién que manejan. Lo importante es la posibilidad de

29



Turing, herencias y enigmas

representar datos e instrucciones con cadenas de caracteres, es decir, que
si las computadoras utilizaran un lenguaje de tres o de mas signos en lu-
gar de dos, sus posibilidades y limitaciones serian las mismas, de hecho se
podria demostrar su equivalencia con las computadoras binarias mediante
una traduccién de un sistema a otro.

3.2. Indecidibilidad del problema de detencién

Basados en la demostracién de Turing, vamos a probar a continuacién que
el halting problem es indecidible. Lo enunciamos en su versién para ma-
quinas de Turing. Para programas en computadoras actuales el enunciado
y la demostracién son analogos en virtud de la equivalencia. “Maquina de
Turing" se puede reemplazar por “algoritmo”, “programa”, “subrutina”, o
“funcién” de un lenguaje de programacion.

Problema de detencién (halting problem): ;existe una maquina de Turing
que pueda decidir ante una maquina de Turing cualquiera T y cualquier
input z si la ejecucién de T con input z se va a detener?

Como demostraremos que la respuesta es no, tendremos que el halting
problem es indecidible. Es decir, que no existe tal maquina que pueda con-
testar para toda maquina y todo input si habra detencién ni tampoco existe
un gran programa de computadora que dado cualquier programa y cual-
quier input pueda determinar si el programa que se esta analizando seva a
detener.

Supongamos que existe una maquina de Turing que recibe como entradas
una maquina de Turing y un input, y decide sila ejecucién de dicha maqui-
naconelinput dado se detiene o no. A esta maquina que resolveria el halting
problem lallamamos H. Si el programa se detiene, H devuelve un SI, de lo
contrario devuelve un NO (véase la figura[2.1).

Para realizar la demostracién supondremos que existe H y llegaremos a
una contradiccién.

Antes de seguir es interesante sefialar una demostracién de inexistencia
por el absurdo similar, la de la paradoja del barbero, que fue utilizada por
Bertrand Russell (1872-1970) [2] en temas de fundamentos de la matemati-
ca. Esta paradoja consiste en considerar que en un pueblo hay un barbero
que afeita a todos aquellos que no se afeitan a si mismos. Lo que hay que no-
tar es que este barbero no puede existir, porque si se afeitara a si mismo no
cumpliria la condicién de afeitar a todos los que no se afeitan a si mismos
y sino se afeitara a si mismo tampoco la cumpliria.

Ahora llegaremos a una contradiccioén basados en la existencia de la ma-
quina H. Para eso construimos una maquina mas grande que llamamos A,
la cual nos va a llevar a un absurdo. Esta maquina A consiste en H prece-
dida por una maquina duplicadora D y sucedida por una maquina contra-
riante (uopositora) C enla salida. La maquina D simplemente duplica el in-
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put que recibe. Si recibe x como entrada, devolvera dos x como salida (véase
la figura[2.1). La maquina C no es un simple negador 16gico (que cambia SI
por NO y NO por SI) sino que si recibe SI (“se detiene") como input ejecuta
un ciclo infinito y si recibe NO (“no se detiene") como input, entonces se de-
tiene y devuelve un cero u otro namero (es irrelevante cual es la salida, lo
importante es que se detiene) (véase la figura.

Una maquina
de Turing ':{> o Respuesta sobre
Maquina H :{> si la maquina va
Un input :> a parar o ciclar

Maquina ':{> r
Input = :{> duplicadora
D |:{> T

Un output (por ejem-

Maquina plo, 0) si el input era
Respuesta . €z 10 Qi Al
de H I:{> contrariante I:{> cicla”. Si el input era
C “Para”, implementa

un ciclo infinito.

Figura[2.1} Maquinas H, Dy C.
Construimos A acoplando las maquinas D, H y C (véase la figura[2.2):

Maquina Maquina

duplicadora Maquina H contrariante
D C

Figura[2.2] Maquina A.

Ahora supongamos que a la maquina A le introducimos A como input. Si
la maquina A se detiene, entonces H debe devolver un SI al analizar A con
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input A y hacer que la maquina C implemente un ciclo infinito, contradi-
ciendo el hecho de que la maquina A se detiene. Por otro lado, sila maquina
A no se detiene, entonces H debe devolver un NO, y por lo tanto, la maqui-
na C devuelve un cero haciendo que la maquina A termine deteniéndose,
contradiciendo que A no se detiene. Ocurri6 entonces que suponiendo que
A se detiene, llegamos a que no se detiene y suponiendo que no se detiene,
llegamos a que se detiene. Es un absurdo, similar al de la paradoja del bar-
bero, que provino de suponer que existe una maquina con la capacidad de
H, es decir, provino de suponer que el halting problem se puede resolver
con una maquina de Turing.

Esta demostracién, basada en la original de Turing, es sorprendente por-
que no incursiona en detalles de las instrucciones de los programas o de las
posibles combinaciones entre ellas. Turing no hizo una demostracién anali-
zando el funcionamiento de las maquinas y tratando de vislumbrar con ese
anadlisis sus limitaciones, sino que dio una demostracién por el absurdo.

El halting problem puede parecer de poca aplicabilidad o muy restringido
al mundo de las computadoras. Uno puede preguntarse: ;existen otros pro-
blemas indecidibles importantes? Si, por ejemplo algunos de gran interés
matematico como el problema de correspondencia de Post (sobre la posibi-
lidad de alineamiento de secuencias) o el décimo problema de Hilbert (sobre
la existencia de soluciones enteras de ecuaciones con coeficientes enteros).
Sobre este ultimo, se puede consultar la seccién [4] del capitulo[3} Se puede
demostrar que son indecidibles, que la ilusién de resolverlos con un pro-
grama de computadora o equivalentemente con un algoritmo formal (que
eso es un programa de computadora) debe ser l6gicamente desechada. Ante
estos temas surge a menudo la inquietud: ;no podran resolverse estos pro-
blemas algtn dia con computadoras mas poderosas? Como en el caso del
halting problem, se puede demostrar que no. Cuando existe un algoritmo,
éste puede ser mas sencillo o mas complejo pero es capaz de dar la respues-
ta. Para problemas no computables, no existe un algoritmo que se pueda
implementar en un lenguaje de programacion.
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El sueno de Hilbert,

las maquinas de Turing
y los teoremas de Godel

Gustavo Pineiro

Un viejo matemadtico francés decia: “No puede considerarse completa una
teoria matematica hasta que no se haya hecho tan clara que

pueda explicarse al primer hombre que encontremos por la calle”.

(David Hilbert, conferencia inaugural del

II Congreso Internacional de Matematica, Paris, 1900)

1. Introduccion

Los avances en fisica y matematica a lo largo de los siglos xviii y xix fueron
cimentando, dentro de la comunidad cientifica, un optimismo ilimitado en
el poder de la mente humana. La mecanica de Newton, por ejemplo, dio pa-
so a un conocimiento sin precedentes en materia de fisica y de astronomia.
En matematica, la creacién y la fundamentacion del analisis, asi como la
creacion del algebra abstracta, abrieron el camino a nuevas y espectacula-
res investigaciones. En esos aiflos, muchos problemas matematicos que lle-
vaban siglos sin solucién (como la cuadratura del circulo o la resolubilidad
de las ecuaciones de quinto grado) fueron finalmente resueltos.

La capacidad de saberlo todo, de responder todas las preguntas, parecia al
alcance de la mano. Tanto es asi, que Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
escribi6 en 1814 que, si conociéramos la posicién y la velocidad de todas las
particulas del universo, y poseyéramos la suficiente capacidad de calculo,
podriamos conocer totalmente la historia pasada y futura del cosmos (véase
[11]).

En ese contexto, a principios del siglo xx, el gran matematico aleman Da-
vid Hilbert (1862-1943) se permitidé proponer la busqueda de un método cla-
ro, concreto y objetivo que permitiera resolver todos los problemas mate-
maticos que pudieran llegar a ser planteados alguna vez; un método que
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asegurara que ningin problema quedaria jamas sin respuesta. Nuestra his-
toria trata sobre esta propuesta de Hilbert, sobre las ideas que la motivaron,
y sobre coémo fue respondida.

Este relato comienza con la primera formulacién del suefio de Hilbert, en
su famosa conferencia de Paris, en el afio 1900.

2. La conferencia de Hilbert

Durante el siglo xix y hasta principios del xx las dos grandes potencias en la
investigacién matematica fueron Franciay Alemania. El predominio actual
de los estadounidenses comenzé después de la Segunda Guerra Mundial y
es consecuencia, porun lado, de su aplastante triunfo militar, politico y eco-
némico, pero sobre todo se debe a que durante la década de 1930 grandes
mentes alemanas y francesas huyeron a Estados Unidos, donde formaron
a las generaciones posteriores de cientificos.

No es sorprendente, entonces, que el I Congreso Internacional de Matema-
tica, realizado en Zurich en 1897, fuera organizado por los alemanes, y que
el I Congreso Internacional de Matematica (Paris, 1900) fuera organizado
por los franceses. De hecho, el tercer congreso, ocurrido en Heidelberg en
1904, también fue organizado por los alemanes.

En un congreso cientifico, y mucho mas en un congreso internacional, un
momento muy destacado es la conferencia inaugural. Solo las personalida-
des mas relevantes de la comunidad cientifica fueron invitadas a ocupar
ese lugar de honor. En 1897, como gesto de buena voluntad, los organiza-
dores alemanes invitaron a dictar la conferencia inaugural del I Congreso
Internacional de Matematica a Henri Poincaré (1854-1912), el matematico
francés mas importante de ese tiempo, y uno de los mas notables de toda la
historia. En una devolucién de gentilezas, en 1900 los franceses invitaron a
dictar la conferencia inaugural a David Hilbert, el mas destacado de los ma-
tematicos alemanes de ese tiempo, y también uno de los mas importantes
de la historia.

Dicen los comentarios de la época que la conferencia de Poincaré no fue
tan brillante como se esperaba. Seguramente en boca de cualquier perso-
na normal hubiera sido considerada una disertacién extraordinaria, pero,
en comparacién con lo que se esperaba del gran genio, resulté un poco de-
cepcionante. Al recibir la invitaciéon de Paris, David Hilbert decidié que su
conferencia superaria a la de Poincaré (porque franceses y alemanes inter-
cambiaban gentilezas, pero también eran rivales), y que expondria ideas
que serian estudiadas durante muchos afios. Puede decirse que Hilbert lo-
gr6 ampliamente su objetivo porque, tal como él deseaba, su conferencia
influyé en el pensamiento matematico a lo largo de las décadas siguientes,
y todavia hoy es motivo de estudio y analisis.
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3. El décimo problema

Cuando un matematico investiga siempre tiene en mente un problema que
desea resolver. Los métodos que crea y los conceptos que define siempre es-
tan al servicio de un problema concreto. La investigacién matematica tiene
necesidad de buenos problemas. Por ese motivo los grandes matematicos
no son solo aquellos que pueden resolverlos, sino también aquellos que son
capaces de plantear problemas interesantes.

En su conferencia inaugural del II Congreso Internacional de Matemati-
cas, David Hilbert propuso nada menos que veintitrés problemas centrales
en distintas areas de la matematica. Estos problemas, él entendia, guiarian
buena parte de la investigacion matematica a lo largo del siglo xx. Dos de
ellos no despertaron (hasta ahora, al menos) tanto interés como Hilbert es-
peraba, pero todos los demas, algunos de los cuales permanecen todavia sin
resolver, fueron muy influyentes a lo largo de todo el siglo pasado, y hasta el
dia de hoy “resolver un problema de Hilbert” es sinénimo de ganarse un lu-
gar en la historia de la matematica. (La lista completa de los problemas, con
comentarios sobre ellos, asi como la traduccién de la conferencia de Hilbert
pueden verse en [7])). De los veintitrés problemas de Hilbert nos interesa es-
pecialmente el décimo, que dice asi:

Dada una ecuacién diofantica con cualquier niimero de incégnitas y con
coeficientes enteros, idear un procedimiento de acuerdo con el cual pueda
determinarse, en un nimero finito de operaciones, si la ecuacion tiene so-
luciones enteras.

¢Qué significan los términos de este enunciado? Una ecuacién diofantica
(el nombre se debe a Diofanto de Alejandria, matematico griego del siglo iii
quien fue el primero en estudiarlas) es, técnicamente, una ecuacion poli-
noémica con coeficientes enteros. En otras palabras, es una ecuacién en la
cual las incognitas aparecen sumadas, restadas, multiplicadas entre si, o
elevadas a potencias enteras positivas, y en la que solo figuran coeficientes
enteros. Por otra parte, como dice el enunciado del problema, en una ecua-
cién diofantica solamente nos interesan las soluciones dadas por niimeros
enteros. Veamos dos ejemplos:

20y =4z + 1, J:3+y3+z3=k,k:€Z.

Con la restriccién de que las incoégnitas solo pueden representar nameros
enteros, no es dificil comprobar que la primera ecuacién no admite solucio-
nes. Porque si x e y son enteros, entonces 2xy es un namero par, mientras
que 4z + 1 es impar, por lo que es imposible que 2zy y 4z + 1 sean iguales.

La segunda expresién representa, en realidad, toda una familia de ecua-
ciones: una ecuacioén diferente para cada valor entero de k. En 1954, un gru-
po de matematicos de la Universidad de Cambridge plante6 el desafio de
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determinar si la ecuacién correspondiente a cada valor de k entre 1 y 100
tiene, o no, solucién. En algunos casos la respuesta es evidente. Por ejem-
plo, es claro que 2® + 3 + 2® = 1 si tiene solucién. Un poco menos obvio es
el hecho de que z® + 3® + 2® = 41 no admite soluciones (para demostrarlo se
puede analizar los posibles restos al dividir por 9 de los ntimeros involucra-
dos).

Con el correr de los anos, se fue determinando para qué valores de k habia
solucién, y para cudles no (con demostraciones, a veces, de una gran den-
sidad tedrica). Hasta hace muy poco tiempo el Gltimo valor que todavia se
resistia era 42. Finalmente, en septiembre de 2019 (véase [10] y [13]), An-
drew Sutherland (del MIT) y Andrew Booker (de la Universidad de Bristol),
mediante un trabajo que llevé millones de horas de calculos computaciona-
les, hallaron la siguiente solucién para > + ¢° + 2° = 42:

x = —80.538.738.812.075.974
y = 80.435.758.145.817.515
z = 12.602.123.297.335.631 .

4. Primera version del Entscheidungsproblem

Dada una ecuacién diofantica cualquiera, el décimo problema de Hilbert pi-
de “idear un procedimiento de acuerdo con el cual pueda determinarse, en
un namero finito de operaciones, si la ecuacién tiene soluciones enteras”.
¢Qué entiende Hilbert por un “procedimiento”?

Hilbert llama “procedimiento” al concepto que hoy en dia se conoce co-
mo un “procedimiento efectivo” o, mas comtinmente, como un “algoritmo”.
¢Qué es, entonces, un algoritmo? Intuitivamente, es una receta que puede
seguirse mecanicamente paso a paso sin necesidad de pensar. Los progra-
mas de computadora, o las aplicaciones de los celulares, son ejemplos bien
conocidos de algoritmos. Por este motivo, podemos traducir el décimo pro-
blema de Hilbert al lenguaje del siglo xxi de la siguiente manera: ;es posible
programar una computadora de tal modo que, dada una ecuacién diofan-
tica cualquiera, determine en una cantidad finita de pasos (o una cantidad
finita de tiempo) si la ecuacién tiene, o no tiene, solucion?

Este problema es, histéricamente, la primera version del famoso Entschei-
dungsproblem, o problema de la decisién, de Hilbert. Como se dijo en el ca-
pitulo[2} en su forma mas general, el Entscheidungsproblem propone la si-
guiente cuestion. Tomemos una teoria matematica cualquiera y considere-
mos, dentro de esa teoria, una familia amplia de preguntas que pueden ser
respondidas por “si” o por “no”. E1 Entscheidungsproblem plantea si existe
un algoritmo que permita responder, en una cantidad finita de pasos, cual-
quiera de esas preguntas. En el caso particular del décimo problema, tene-
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mos una pregunta para cada ecuacién diofantica, que es, obviamente, si la
ecuacion tiene solucién.

En una forma mas rigurosa, el Entscheidungsproblem plantea, dado un
sistema de axiomas y un enunciado matematico P, si existe un algoritmo
que determine, en una cantidad finita de pasos, si P es demostrable a par-
tir de esos axiomas. Esta formulacién equivale a la que comentamos en el
parrafo anterior si entendemos que los axiomas son la base de alguna teo-
ria matematica y el enunciado P se ve como una conjetura de la que quiere
saberse si es verdadera o falsa.

Volvamos ahora al décimo problema. Una propuesta para resolverlo po-
dria consistir en una busqueda por “fuerza bruta”. Para entender la idea,
tomemos, a modo de ejemplo, la ecuacién z* 4 y* 4 z* = 42. Como hay tres
incégnitas, cada solucion posible puede escribirse como una terna de na-
meros enteros (z,y, z). En una busqueda por “fuerza bruta” se prueba una
por una cada terna posible hasta hallar una solucién.

Para sistematizarla blisqueda, el algoritmo puede comenzar con todas las
ternas en las cuales la suma de los valores absolutos de los nameros es 0.
Hay solo una: (0,0,0). A continuacion, verifica si esta terna es solucién de
la ecuacién. En este caso, no lo es. Como no encontré una solucion, el algo-
ritmo pasa a analizar todas las ternas en la cuales la suma de los valores
absolutos es 1. Hay seis en total:

(1,0,0),(-1,0,0),(0,1,0),(0,-1,0),(0,0,1), (0,0, —1).

Verifica si cada una de ellas es solucién, y comprueba que ninguna lo es.
Pasa, entonces, a analizar las 18 ternas en las cuales la suma de los valores
absolutos es 2. El algoritmo sigue asi hasta que encuentra una terna que sea
solucién. Cuando esto tltimo sucede imprime “si” como respuesta y se de-
tiene. En el ejemplo de la ecuacién 2® + y* + 2* = 42 el algoritmo se detendra

cuando llegue a la terna:

r = —80.538.738.812.075.974
y = 80.435.758.145.817.515
z =12.602.123.297.335.631 .

Es interesante observar que el algoritmo que usaron Sutherland y Booker
para hallar esta solucién no consistié en una bisqueda por “fuerza bruta”,
sino en una biisqueda mas sutil, que aprovechaba atajos teéricos muy po-
tentes. Cualquier computadora que implemente el algoritmo de busqueda
por “fuerza bruta” tardaria millones de afios en llegar hasta esa terna por lo
que careceria de toda utilidad en un sentido practico. Sin embargo, Hilbert
queria, en principio, una respuesta tedrica al problema, y no necesariamen-
te una solucién practica. En otras palabras, el décimo problema pregunta si
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existe un algoritmo que nos dé siempre una respuesta en algun lapso de
tiempo finito, sin que importe si ese lapso es enormemente largo en com-
paracién con una vida humana.

De todos modos, mas alla de esta consideracion, la verdad es que la bts-
queda por “fuerza bruta” no resuelve el décimo problema de Hilbert. Pa-
ra entender por qué, supongamos que ingresamos a la computadora una
ecuacién que no tiene solucién (aunque nosotros no lo sabemos, porque
justamente queremos determinar si la solucién existe o no). En ese caso,
la bisqueda por “fuerza bruta” no nos dara nunca una respuesta; pasaran
los dias, los meses, los siglos y los milenios sin obtener una solucién, y sin
saber si alguna vez la obtendremos. La biisqueda por “fuerza bruta”, enton-
ces, contrariamente a lo que pide el problema de Hilbert, no nos garantiza
que obtendremos una respuesta en una cantidad finita de tiempo.

5. ;Qué es un algoritmo?

La ecuacién z°® + 3 + 2° = 41 y la ecuacién z® + y° + 2® = 42 son, a primera
vista, muy similares, sin embargo, como acabamos de ver, estan en condi-
ciones bien diferentes, la primera no tiene solucién, mientras que la segun-
da tiene una solucién enorme que la comunidad matematica tard6 décadas
en hallar. Por otra parte, el razonamiento que prueba que =% + ¢® + 2* = 41
no tiene solucién es distinto del que prueba que 2zy = 4x + 1 no la tiene
(otras demostraciones de inexistencia de solucién son todavia mas diver-
sas y complejas).

Estas situaciones tan diferentes sugieren que es dificil que haya un algo-
ritmo que pueda determinar siempre, en una cantidad finita de pasos, si
una ecuacion diofantica tiene, o no tiene, solucion. Pero Hilbert, claro est3,
no buscaba una respuesta intuitiva al problema; él pedia, o bien una demos-
tracién matematica de que existe un algoritmo como el planteado (una for-
ma de hacerlo seria mostrar explicitamente un algoritmo asi), o bien una
demostracion matematica de que tal algoritmo no puede existir.

Ahora bien, para hacer una demostracién matematica referida a algin
concepto en particular se necesita tener, en primer lugar, una definicién
rigurosa de ese concepto. E1 décimo problema de Hilbert, y el Entscheidungs-
problem en general, llevaron, entonces, a la necesidad de definir en térmi-
nos matematicamente precisos qué es un algoritmo. Como ya dijimos, un
algoritmo es, informalmente hablando, una serie de instrucciones que pue-
den seguirse mecanicamente “sin necesidad de pensar”. El nuevo desafio
consistia, entonces, en traducir esta idea informal a términos matematica-
mente exactos. Vamos a concentrarnos ahora en este nuevo problema, mas
adelante volveremos a las soluciones del Entscheidungsproblem y del déci-
mo problema de Hilbert.
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Los primeros en dar una definicién rigurosa del concepto de algoritmo
fueron, independientemente uno del otro, Alonzo Church (1903-1995) en
1936, y Alan Turing (1912-1954) en 1937 (véase [3,|2,[19]). Church publicé su
trabajo algunos meses antes, cuando Turing todavia no habia terminado de
escribir su articulo, pero Turing decidi6 no leerlo para no verse influido por
otras ideas.

Aungquelasdos definiciones son equivalentes, en el sentido de que son ma-
neras distintas de expresar el mismo concepto, la concepcién de Turing no
solo es intuitivamente mas satisfactoria, sino que ademas fue el puntapié
inicial para el disefio de las primeras computadoras electrénicas. Por estos
motivos, nos dedicaremos a estudiar solamente la definicién de Turing. Los
lectores interesados en la definicién de Church pueden consultar [3].

6. La maquina de Turing

Imaginemos que queremos usar un algoritmo para resolver un problema o
para realizar un calculo. Un problema podria ser, por ejemplo, dado un ni-
mero entero positivo, determinar si es primo, o no. En este tipo de situacién
siempre entran en juego tres elementos.

El primer elemento es la entrada o el input del algoritmo, que esta cons-
tituida por los datos iniciales. Por ejemplo, en el problema de determinar si
un nimero es primo, la entrada seria el nimero en cuestion. Cuando traba-
jamos con una calculadora y tecleamos los niimeros y las operaciones que
queremos realizar, estamos introduciendo el input en el algoritmo que esta
programado en el aparato.

El segundo elemento que entra en juego es la salida o el output, que es la
respuesta del problema, o el resultado del calculo. En el caso del ejemplo de
determinar si un ntimero es primo, la salida es “Si” si el ntimero realmente
es primo, y “No” en caso contrario. En el ejemplo de la calculadora, la salida
es el resultado que nos muestra el visor cuando apretamos la tecla “=".

El tercer elemento, finalmente, esta formado por las instrucciones que
constituyen al algoritmo en si, y que indican qué acciones se deben reali-
zar a partir de la entrada para obtener, en una cantidad finita de pasos, la
salida correcta.

Para expresar de manera rigurosa estos conceptos Turing cre6 la nocién
hoy conocida como mdquina de Turingﬂ Expliquemos en qué consiste esta
idea fundamental.

Para comenzar, podemos pensar ala maquina de Turing como una compu-
tadora abstracta, la cual, como cualquier otra computadora, tiene un hard-
ware y un software. E1 hardware, en este caso, consiste en una cinta que
se extiende infinitamente hacia la derecha y hacia la izquierda, y que esta

"Veése también el capitulo
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dividida en celdas o casillas, todas iguales entre si (véase la figura[3.1). Es
interesante observar que un objeto asi no puede existir en la realidad fisica
(puede haber cintas de longitudes finitas muy grandes, pero nunca una de
longitud infinita), y es por ese motivo que hablamos de una computadora
tedrica o abstracta.

1

Figura[3.1} Cinta infinita con celdas y cursor.

Ademas de la cinta en si, el hardware se completa con un cursor, que es-
ta representado en la imagen por una flecha. Este cursor lee el contenido
de una casilla por vez, y puede, como veremos en breve, moverse sucesiva-
mente una casilla hacia la derecha o una casilla hacia la izquierda.

Cada celda, por otra parte, puede contener una X, obien puede estar vacia.
De este modo, el contenido total de la cinta, si no estd completamente vacia,
tendra siempre la forma de una cantidad finita de secuencias de simbolos
X, separadas entre si por una o més casillas en blanco (en la figura[3.2)se
muestra un ejemplo).

X | X X|X|X|X

Figura[3.2] Par (2, 4) representado en las celdas usando el simbolo X.

En la cinta se escribira tanto la entrada, como la salida del algoritmo, y
también servira para realizar todas las operaciones intermedias que sean
necesarias. En otras palabras, la cinta funciona como pantalla (o visor) de
la maquina y también como su memoria de trabajo. Para que esto sea posi-
ble necesitamos codificar toda la informacién necesaria usando solamente
secuencias finitas de X. Una manera estandar de hacerlo es convenir en
que una X representa al nimero 1; X X representa al nimero 2; X X X re-
presenta el nimero 3; y asi sucesivamente. Dos secuencias de X separadas
por una casilla en blanco representaran un par ordenado de ntimeros; tres
secuencias de X separadas entre si por una casilla en blanco representaran
una terna ordenada de niimeros; y asi sucesivamente. De este modo, por
ejemplo, el contenido de la cinta de la figura[3.2|representa el par (2, 4).

Si el problema que queremos resolver hiciera necesario representar en la
cinta otro tipo de simbolos (por ejemplo, si se quisiera anotar como entrada
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una ecuacién diofantica) habria que agregar alguna convencién que per-
mitiera expresar esos simbolos mediante secuencias de nimeros. No es in-
dispensable entrar en detalles acerca de cdmo puede hacerse esto, digamos
solamente que para lograrlo podria usarse el c6digo ASCII, u otro similar.

Una pregunta que podria surgir en este punto es por qué nos limitamos
aun tnico simbolo X. ;La cinta no podria contener otros simbolos? La res-
puesta es que si. A priori, nada limita los simbolos que podemos usar; de he-
cho, la maquina que define Turing en su articulo de 1937 admite en su cinta
ceros y unos, ademas de otros simbolos auxiliares. Tampoco estamos for-
zados a limitarnos a una tinica cinta; podemos trabajar con maquinas que
usen dos o mas cintas, cada una con su respectivo cursor, o inclusive ma-
quinas que trabajen sobre un cuadriculado bidimensional infinito en lugar
de una cinta unidimensional.

El hecho relevante, sin embargo, es que estas maquinas mas “complejas”
(con mas simbolos 0 mas cintas) pueden realizar las mismas tareas que las
maquinas “sencillas” que estamos describiendo (con una cinta y un tinico
simbolo X). En otras palabras, las maquinas “complejas” y las “sencillas”
pueden resolver exactamente los mismos problemas y realizar exactamen-
te los mismos calculos. La tinica diferencia es que las maquinas “sencillas”
lo haran mas trabajosamente, y seguramente invirtiendo mas tiempo. De
todos modos, como ya dijimos, no nos interesan aqui las cuestiones practi-
cas, sino el analisis tedrico de si cualquier problema puede, o no puede, ser
resuelto mediante un algoritmo, y en este aspecto es equivalente trabajar
con una maquina “compleja” o con una “sencilla”. Finalmente, optaremos
por trabajar con maquinas “sencillas” porque esto simplificara algunos de
los razonamientos que haremos al estudiar la solucién del Entscheidungs-
problem.

7. La definicion de Turing

Todas las maquinas de Turing que estudiaremos tienen exactamente el mis-
mo hardware (una cinta con un cursor); la caracteristica que diferencia una
maquina de otra es su software, es decir, el programa que le dice a la ma-
quina qué operaciones debe realizar. Mostremos un ejemplo y expliquemos
a continuacién su significado:

0 X
q1 0Dq1 0Dq2
¢z | XQ(Fin) | XDgo

Un programa consta de una cantidad finita de estados (cada estado es una
fila delatabla), alos que indicaremos como ¢, g2, g3, g4 . . . Cada estado cons-
ta, a suvez, de dos instrucciones. La primera instruccién nos dice qué hacer
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si en ese momento el cursor estd viendo una casilla vacia (“0” significa en
este caso “casilla vacia”), la segunda instruccién nos dice qué hacer sila cel-
da que esta viendo el cursor contiene una X.

Cada una de estas instrucciones tiene, a su vez, tres partes. La primera nos
dice qué contenido debe dejarse en la casilla que esta observando el cursor
(“0” sila casilla debe quedar vacia, “ X" si debe contener una “X"), la segun-
da parte nos dice hacia dénde debe moverse el cursor (“D” si debe moverse
una casilla haciala derecha, “I” si debe moverse una casilla hacia la izquier-
da, “Q" sidebe quedar en el mismo lugar). La tercera parte nos dice a qué es-
tado debe pasar la maquina a continuacién. Si la tercera parte dice “(Fin)”,
esto indica que el computo termind; en ese caso, el contenido escrito en la
cinta es la salida.

Por ejemplo, en la tabla que acabamos de mostrar, sila maquina esta en el
estado ¢1, y el cursor esta viendo una casilla vacia, el programa nos dice que
debemos ejecutar 0Dg;; es decir, la casilla debe seguir vacia, el cursor debe
moverse un lugar hacia la derecha, y la maquina debe seguir en el estado ¢;.

Para completar la descripcion solo falta decir que, por convencion, cuan-
do comienza su trabajo la maquina se encuentra siempre en el estado ¢,
la cinta contiene la entrada (traducida a secuencias de X), y el cursor esta
observando la primera X de la izquierda.

Imaginemos, ahora, por ejemplo, que nuestra maquina comienza a operar
con la entrada (2,4). Inicialmente la cinta se vera como se muestra en la

figura3.3]

X | X X | X|X|X

i

Figura@ M4aquina lista para correr el programa que suma, con la entrada (2, 4).

Los lectores pueden verificar que, si se ejecutan mecanicamente todas las
instrucciones de la tabla, la salida sera la que se muestra en la figura Es
decir, sila entradaes (2, 4) entoncesla salida es 6. Sirepiten la operacién con
otros ejemplos, tomando siempre como entrada un par ordenado de ntime-
ros naturales, se convenceran de que, sila entrada es el par (n, m), entonces
la salida es el nimero n + m. En otras palabras, nuestra maquina de Turing
calcula la suma de dos niimeros naturales. (En este trabajo adoptamos la
convencion de considerar como naturales a los nimeros 1,2, 3,4,5,... Una
convencidn alternativa, elegida por muchos autores, consistiria en incluir
también el 0. Ambas convenciones son validas.)
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XXX |X|X|X

i

Pigura La cinta muestra el resultado 6 = 2 + 4 después de correr el programa.

Todos sabemos que existen algoritmos para calcular la suma de dos ni-
meros naturales, de hecho, los aprendemos en la escuela primaria. Nues-
tro ejemplo de maquina de Turing realiza exactamente la misma tarea, en
el sentido de que, si se toma la misma entrada, entonces en ambos casos
(tanto en el algoritmo escolar como la maquina de Turing) se obtiene como
resultado la misma salida.

Lallamada tesis de Turing (también llamada, como se dijo en el Capitulo[2}
tesis de Church-Turing) dice que esta situacion es totalmente general: dado
un algoritmo (o sea, una serie de instrucciones que intuitivamente enten-
deriamos como un algoritmo) existe siempre una maquina de Turing que
representa ese algoritmo: si a la maquina se le introduce la misma entrada
que al algoritmo, entonces ambos entregan la misma salida.

La tesis de Turing no puede ser demostrada matematicamente, porque pa-
ra demostrar que todo algoritmo equivale a una maquina de Turing se ne-
cesitaria previamente una definicion rigurosa del concepto de algoritmo.
Pero justamente es la tesis de Turing la que provee esa definicién. Como
maximo, podemos aspirar (como hace Turing en su articulo de 1937) a dar
argumentos que nos convenzan de que la tesis es plausible. Mencionemos
tres de ellos. El primer argumento, que Turing incluye en su articulo, es que
todas las definiciones de algoritmo que se han dado desde 1937 hasta ahora
son equivalentes entre si. Esto nos sugiere que la maquina de Turing abarca
todos los procesos algoritmicos posibles.

El segundo argumento, que también desarrolla Turing, es que, cuando
aplicamos un algoritmo para realizar un calculo, procedemos esencial-
mente como lo hace una maquina de Turing: vamos operando con un digito
por vez segln nos lo indica una cantidad finita de instrucciones. El tercer
argumento, que agregamos aqui, es que, hasta ahora, a pesar de las dé-
cadas de familiaridad con programas de computadoras o aplicaciones de
celulares (que son todos algoritmos) nadie ha podido ni siquiera imaginar
un procedimiento algoritmico que no pudiera ser representado mediante
una maquina de Turing. La tesis de Turing, en definitiva, suele aceptarse
como verdadera, en la forma de una suerte de postulado de la informatica
tedrica. (Por otra parte, una pregunta filos6fica que planteé el trabajo de
Turing y que todavia es motivo de intenso debate es si la actividad del cere-
bro humano equivale a una maquina de Turing. Dado que ese tema excede
los objetivos del presente trabajo, no lo trataremos aqui.)
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8. Entradas validas

Nuestra intencién, en las préximas secciones, es explicar la solucién del
Entscheidungsproblem de Hilbert, pero antes necesitamos exponer algunos
conceptos previos. Para comenzar, tomemos, a modo de ejemplo, la siguien-
te maquina de Turing.

0 X
q1 ODQ1 0Dq2
g2 | 0Qq2 | XQ(Fin)

Los lectores pueden comprobar que, sila entrada es un ntimero natural n
(expresado como una secuencia formada por simbolos X), entonces la sali-
da es el nimero n — 1. En otras palabras, si n # 1 esta maquina calcula el
predecesor de n. ;Qué sucede si la entrada es el nimero 1, es decir, una sola
X? No es dificil verificar que en ese caso la maquina llega a la primera ins-
truccién de la segunda fila, 0Qq., y alli se queda para siempre. El computo
nunca alcanza la instruccién (Fin), por lo que la maquina nunca se detiene
ni entrega una salida.

Basados en este ejemplo, diremos que un nimero natural n es una entrada
valida para una maquina de Turing si, al recibir ese nimero como entrada,
entonces la maquina, al cabo de una cantidad finita de pasos, llega a una
instruccién que dice (Fin) y se detiene. En el ejemplo que hemos mostrado,
todo ntimero natural » es una entrada valida, mientras quen = 1 noloes.

Los lectores pueden también comprobar que, para la maquina siguiente,
todos los nameros pares son entradas validas, mientras que todos los im-
pares son no validas. En otros términos, el conjunto de todas las entradas
validas de esta maquina de Turing es el conjunto de los nimeros pares.

0 X
¢1 | 0QQ(Fin) | XDqg>
q2 ODQQ XDql

Ademas, a modo de ejercicio, pueden pensar como diseilar una maquina
de Turing que acepte como entradas validas solamente los nimeros que son
maultiplos de 3.

9. Conjuntos recursivos

Como es bien sabido, y ya hemos mencionado, existe un algoritmo que de-
termina en una cantidad finita de pasos si un ntimero natural » es primo,
o no. El algoritmo mas sencillo, aunque no el mejor en un sentido practico,
consiste en verificar si algiin niimero entre 2 y n — 1 es divisor de n (un al-
goritmo mejor consiste en verificar si alglin ntimero entre 2 y 1/n es divisor
de n).
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La tesis de Turing nos dice que existe, entonces, una maquina de Turing
capaz de reconocer en una cantidad finita de pasos si un ntimero es primo,
o no. Mas exactamente, existe una maquina de Turing tal que, si recibe co-
mo entrada un nimero natural, entonces, al cabo de una cantidad finita de
pasos, entrega como salida un “Si” (que podemos codificar como X) siel na-
mero es primo, y un “No” (que podemos codificar como X X) si no es primo.
Notese que, en particular, para esa maquina todo nimero es una entrada
valida y la salida siempre es X o X X.

La maquina de Turing que vemos mas abajo nos muestra un ejemplo mas
concreto dela misma idea. En este caso, tenemos una maquina que da como
salida X sila entrada es un nimero par, y X X en caso contrario.

0 X
q1 XQ(FII’I) 0Dg>
q2 XDgqs 0Dq1
gs | XQ(Fin) | XQ(Fin)

Estos ejemplos sugieren, a su vez, la siguiente definicion, que fue introdu-
cida por Emil Post (1897-1954) en 1944 (véase [16]). La definicién dice que
un conjunto formado por ntimeros naturales (o sea, un subconjunto de N)
es recursivo si y solo si existe una maquina de Turing tal que, cuando recibe
como entrada un naimero n, entonces, al cabo de una cantidad finita de pa-
sos, entrega como salida una X sin pertenece al conjunto en cuestién, y X X
si n no pertenece al conjunto. Es decir, un subconjunto de N es recursivo si
y solo si existe una maquina de Turing (o un algoritmo, o un programa de
computadora) que es capaz de determinar en una cantidad finita de pasos si
un nimero natural n cualquiera pertenece, o no pertenece, al subconjunto.

Casi cualquier subconjunto de N que uno pueda imaginar seguramente
sera recursivo. Por ejemplo, son recursivos, entre otros, el conjunto de to-
dos los nimeros primos, el de los pares, los impares, los que tienen resto 7
al dividir por 988, los niimeros capicias, los que son capicias si se los escri-
be en binario, y también el conjunto de todos los nimeros pares que pueden
escribirse como suma de dos primos. ;Habra algtin conjunto que no sea re-
cursivo? En otras palabras, shay algin subconjunto de N tal que sea impo-
sible disefiar un algoritmo (o un programa de computadora) capaz de reco-
nocer si un nimero pertenece, o no, a ese subconjunto? La respuesta es que
si existe un conjunto asi; explicaremos por qué en las secciones siguientes.

10. Una numeracion de las maquinas de Turing

Como hemos visto, cada instruccién de una maquina de Turing se escribe
usando tres simbolos de esta lista: 0, X, D, I, Q, (Fin), q1, g2, g3, ... En este
contexto podemos considerar a “(Fin)” como un inico simbolo (podriamos
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haber puesto simplemente F), y lo mismo sucede con g, con g2, con g3, y asi
sucesivamente. Estos simbolos, podemos decir, constituyen el alfabeto en
el que se escriben las maquinas de Turing.

Observemos, ademas, que estas maquinas, que hasta ahora hemos des-
cripto mediante tablas de dos entradas, pueden describirse también usando
una tnica “palabra” escrita en este nuevo alfabeto. Por ejemplo, la maquina
que se muestra a continuacién puede definirse usando la palabra 0Dq,0Dg-
XQ(Fin) X Iq», enla que aparecen, una a continuacién de la otra, las dos ins-
trucciones de la primera fila y luego las dos instrucciones de la segunda.

0 X
q1 0Dq1 ODqQ
q2 XQ(Fln) X1go

¢Para qué nos sirven estas reflexiones? Porque, asi como el orden usual de
lasletrasa,b,c,d, e, f,... nos permite ordenar alfabéticamente las palabras
de nuestro idioma, de manera similar, el orden de los simbolos 0, X, D, I,
Q, (Fin), ¢1, g2, g3, - . . nOs permite establecer un orden “alfabético” entre las
maquinas de Turing. Para establecer este ordenamiento, convenimos en
que, si una palabra es mas corta que otra, entonces la mas corta viene siem-
pre antes que la mas larga. Por ejemplo, cualquier palabra que corresponda
a una maquina de un solo estado (que tendra seis simbolos, ya que consta
de dos instrucciones) vendra antes que cualquier palabra que corresponda
a una maquina de dos estados (que tiene doce simbolos). Esto no sucede en
castellano, donde “abastecer” viene antes que “bote”. Por otra parte, si dos
palabras tienen la misma longitud, entonces, ahora si, tal como se hace en
castellano, se deberan comparar los simbolos. Por ejemplo, a igual longitud,
una palabra que comience como 0 vendra antes que una que comience con
X.

Los lectores pueden verificar que, segin este ordenamiento, la primera
maquina de Turing del diccionario es 0D(Fin)0D(Fin), que corresponde a la
tabla que se muestra mas abajo. Después vienen todas las demas maquinas
de Turing de un estado (ordenadas adecuadamente), luego todas las maqui-
nas de dos estados, y asi sucesivamente.

0 X
¢1 | 0D(Fin) | 0D(Fin)

¢Cuantas maquinas de un solo estado existen? Las palabras que corres-
ponden a las maquinas de un solo estado usan solamente los simbolos
0,X,D, I, Q,(Fin),q: ya que nunca aparecen g¢-,gs,... Cada palabra, a
su vez, tiene seis simbolos. El primer simbolo puede ser 0 o X (es decir,
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hay 2 elecciones posibles); el segundo simbolo puede ser D, IoQ (o0 sea,
3 elecciones posibles); el tercero puede ser (Fin) o ¢: (es decir, 2 eleccio-
nes). Para el cuarto simbolo hay 2 elecciones, para el quinto hay 3 elec-
ciones, y para el sexto, finalmente, hay 2. En conclusién, la combinato-
ria nos dice que la cantidad total de maquinas de Turing de un estado es:
2.3-2-2-3-2 = 144. En nuestro ordenamiento la primera maquina de
dos estados, que es 0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin), ocupa el lugar 145. Los
lectores pueden calcular qué posicién ocupa la primera de las maquinas de
tres estados.

El ordenamiento establece, entonces, una asociacion entre maquinas de
Turing y nameros naturales, el cual resultara de gran utilidad. En esta aso-
ciacién vamos a llamar 7', a la maquina de Turing que ocupa el primer lu-
gar del diccionario, que es, como ya vimos, 0D(Fin)0D(Fin). La siguiente,
que es 0D (Fin)0D, sera T2, la siguiente sera T's, y asi sucesivamente. La pri-
mera maquina de dos estados, que ya habiamos visto que se codifica como
0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin), es T'14s5.

Es importante notar que, dada una maquina de Turing, el procedimien-
to que calcula su nimero es puramente mecanico, es decir, algoritmico.
En otras palabras, existe un algoritmo (y, por lo tanto, una maquina de Tu-
ring) que, dada una maquina de Turing, calcula el ntimero que le correspon-
de. Por ejemplo, ante la entrada 0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin)0D(Fin), adecuada-
mente codificada, el algoritmo nos dira que se trata de la maquina 145. Reci-
procamente, dado un numero n, el algoritmo también nos devuelve el pro-
grama de la maquina T',,.

Esta observacion, a su vez, permite introducir un concepto muy potente,
lallamada madquina universal de Turing; una maquina que, como sunombre
sugiere, contiene en si misma a todas las demas. Concretamente, la maqui-
na universal es una maquina de Turing que, cuando recibe como entrada
el par (n,m), escribe el programa de T',, y ejecuta lo que éste haria al reci-
bir como entrada el nimero m. Es decir, la maquina universal reproduce lo
que haria cualquier maquina al recibir una entrada cualquiera, por lo que
ella sola es capaz de ejecutar cualquier procedimiento algoritmico. En tér-
minos informaticos, la maquina universal es un programa que contiene la
descripcién de todos los programas posibles, tanto los que han sido escritos,
como los que se escribiran en el futuro; desde el algoritmo del buscador de
Google, por ejemplo, hasta el programa que controlara la alarma de oxigeno
del habitat de los futuros colonizadores de Marte.

11. Una mirada al infinito

Nuestra intencién, como ya adelantamos, es demostrar que existen conjun-
tos que no son recursivos. Para ello, debemos volver atin mas en el tiempo,
hasta las Giltimas décadas del siglo xix. En aquella época, aproximadamente
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entre 1872 y 1897, Georg Cantor (1845-1918) desarrollf la teoria de conjun-
tos, y muy especialmente, la teoria que estudia los conjuntos infinitos, uno
de los mayores logros intelectuales de la historia de la Humanidad.

Un punto fundamental de la teoria de Cantor es la idea de que hay “in-
finitos mas grandes que otros”. En otras palabras, Cantor demostré que los
conjuntos infinitos no son todos equivalentes entre si, sino que, en un senti-
do muy preciso, hay conjuntos infinitos que tienen “una mayor cantidad de
elementos” que otros. Para comenzar a entender esta idea, imaginemos un
salén con una cantidad muy grande de personas, y una cantidad también
muy grande de sillas (véase la figura[3.5).

Figura[3.5] Sillas y personas][]

Es importante aclarar que estamos suponiendo que, tanto la cantidad de
sillas como la de personas, aunque grandes, son ambas finitas. La palabra
“finita” significa “que se termina”: sicomenzamos a contar una por una, las
personas o las sillas, en los dos casos ese conteo terminara en algin momen-
to (aunque pueda demorar miles de afios). Por el contrario, si intentaramos
contar los elementos de un conjunto infinito (palabra que quiere decir “que

“Ilustracién: Angel Jara.
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no se termina”), ese conteo no finalizara nunca. Aqui la palabra “nunca” de-
be entenderse en el sentido mas literal del término, el conteo no terminara
jamas, aunque nos dediquemos a contar durante miles de millones de afios.

Volvamos ahora a la situacién del salén con personas y sillas, y plantee-
mos la siguiente pregunta: ;c6mo podriamos saber si la cantidad de perso-
nas es igual ala desillas, o si hay mas de unas que de las otras? Una primera
idea seria, simplemente, contar cuantas sillas y cuantas personas hay en el
salén, y luego comparar los dos nimeros. Pero este método, obviamente co-
rrecto para cantidades finitas, no podria aplicarse en el caso de conjuntos
infinitos porque, como dijimos, el conteo no terminaria nunca.

Una manera mas ingeniosa y mas adecuada de responder la pregunta se-
ria pedirles a todas las personas que se sienten. Si nadie queda de pie y nin-
guna silla queda vacia, entonces podemos concluir que habia la misma can-
tidad de ambas. En otras palabras, las cantidades son iguales si y solo si po-
demos establecer, entre personas y sillas, una correspondencia uno-a-uno

(véase la figura[3.6).

Figura[3.6] Correspondencia uno-a-uno entre personas y sillag]

La primera definicién de la teoria de Cantor consiste en extender esta idea
a los conjuntos infinitos. Cantor dice que dos conjuntos tienen el mismo
cardinal (“cardinal” es esencialmente sinénimo de “cantidad de elemen-
tos”) si y solo si es posible establecer una correspondencia uno-a-uno (es
decir, un emparejamiento perfecto) entre los elementos de uno y otro con-
junto. Técnicamente se usa la palabra “cardinal” en lugar de “cantidad de

“Ilustracién: Angel Jara.
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elementos” porque, dado que los elementos de un conjunto infinito no pue-
den ser contados, entonces no se puede hablar propiamente de una “can-
tidad” definida de elementos. Sin embargo, en lo que sigue continuaremos
apelando ala frase, mas intuitiva y esencialmente correcta, de “misma can-
tidad”.

12. Algunos ejemplos

Como primer ejemplo de la definicién de Cantor, diremos que el conjunto
de los nimeros enteros Z tiene el mismo cardinal que el de los nimeros na-
turales N, en otras palabras, que hay la misma “cantidad” de unos y otros.
A primera vista esto suena contradictorio porque Z contiene a todos los ele-
mentos de N, mas sus opuestos aditivos, mas el 0, por lo que pareceria que los
enteros deberian ser mas que el doble de los naturales. Sin embargo, como
hemos dicho, ambos conjuntos tienen el mismo cardinal. Paralos conjuntos
infinitos no se aplica la regla aristotélica de que el todo es siempre mayor
que la parte.

Para demostrar la equivalencia entre Z y N basta con observar la figura
donde se muestra un emparejamiento entre ambos conjuntos.

166688888

Figura[3.7} Emparejamiento uno-a-uno entre los naturales y los enteros.

Naturales:

Enteros:

En un segundo ejemplo, podemos demostrar que el conjunto de los ntime-
ros naturales N tiene el mismo cardinal que el de los racionales Q. Para ello,
comenzamos haciendo una lista de los nimeros racionales positivos. Escri-
bimos primero la tinica fraccién cuyo numerador y denominador suman 2,
que es 1. Luego, escribimos las fracciones donde esa suma es 3, que son ; y
2, A continuacion, aquellas donde la suma es 4, que son £, 2 y 2. Pero, como
2 representa el mismo nimero racional que 1, que ya habia sido anotado,
la quitamos. La lista, entonces, comienza asi:

2131234

11 1 5

17 271737 174737 211757 17

Colocamos delante el 0, y vamos insertamos el inverso aditivo de cada na-
mero:

0,
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1
I 27
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1
) 33
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1
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que también podemos escribir de la siguiente manera

No es dificil convencerse de que en esta sucesion aparece, una vez cada
uno, todos los nimeros racionales. Finalmente, emparejamos el primer nt-
mero de la lista con el 1, el segundo con el 2, el siguiente con el 3, y asi su-
cesivamente. Queda establecida asi una correspondencia uno-a-uno entre
Ny Q, por lo que ambos conjuntos tienen el mismo cardinal (hay la misma
cantidad de niimeros naturales que de nameros racionales).

Uno de los descubrimientos fundamentales de Cantor es que, por el con-
trario, el conjunto de los nimeros reales R tiene un cardinal mayor que el
delos naturales; o sea, hay una “mayor cantidad” de nimeros reales que de
naturales. Cuando vamos ascendiendo por los conjuntos numeéricos, al pa-
sar delos naturales a los enteros seguimos en el “mismo nivel de infinitud”,
al pasar a los racionales seguimos atin en el mismo nivel, pero al pasar a los
reales subimos a un nivel de infinitud superior.

Para demostrarlo, imaginemos que intentamos establecer una correspon-
dencia uno-a-uno entre Ny R. En la figura[3.8se muestra un ejemplo. En la
columna de la derecha, convengamos en que, si un ntimero real tiene en su
escritura una cantidad finita de decimales, entonces completamos la expre-
sién con infinitos ceros. Convenimos también en nunca usar una escritura
con “9 periédico”. Por ejemplo, el namero 0, 5 se escribird como 0,5000... y
no como 0,49999... (que es otra forma de escribir 0, 5).

4, -4,

1 @ 15, 877777 ...
2 @ 3,141502. .
3 ® 0,500000... .
4 <}:(> 92, 555555 ...

Figura[3.8] Un ejemplo de intento de emparejamiento entre Ny R.

Definimos ahora un nimero b de la manera que vamos a explicar a con-
tinuacién. Para comenzar, tomamos, como se muestra en la figura la
primera cifra decimal del primer ntimero real, la segunda cifra decimal del
segundo ntimero real, y asi sucesivamente, descendiendo siempre hacia la
derecha en diagonal (motivo por el cual, esta demostracién es conocida co-
mo el argumento diagonal de Cantor).
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> BETT T
@ 31(1)1 5 92...
3 @ 0,5 0(0) 0 00...
4 @ 22,5 5 5(5) 55...

—_

[\V]

Figura[3.9] Argumento diagonal de Cantor.

El nimero b que queremos definir tendra parte entera igual a 0. A con-
tinuacién, nos fijamos en la primera cifra de la diagonal, que en nuestro
ejemplo es un 8. La primera cifra decimal de b serd, entonces, un digito cual-
quiera distinto de 8 y de 9 (esto ltimo tiene solo la intencién de evitar que
se genere una expresiéon con “9 periédico”). La primera cifra decimal de b
puede ser un 7.

Miramos ahora la segunda cifra de la diagonal, que en nuestro ejemplo es
un 4. La segunda cifra decimal de b sera un digito diferente de 4y de 9, pode-
mos tomar 5. Siguiendo la misma idea, como tercera cifra podemos tomar
un 1, y como cuarta, un 6. El niimero comenzara entonces con 0, 7516 . . . (fi-

gura3.10).

2> BETT T

Figura Argumento diagonal de Cantor. Construccion de un niimero que no se
encuentra en la enumeracién.

Observemos ahora que el nimero b no puede ser el que esta emparejado
con el natural 1, ya que ambos difieren en la primera cifra decimal. Y es-
to es valido no solo en el ejemplo que hemos mostrado, sino en cualquier
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otro ejemplo que se plantee, porque, por construccion, la primera cifra de-
cimal de b siempre sera diferente de la primera cifra del nimero empareja-
do conel 1. (La figura[3.10Jnos muestra, entonces, un ejemplo generalizador,
es decir, un ejemplo con caracteristicas generales y que, por lo tanto, tiene
la misma fuerza argumentativa que una demostracioén abstracta.)

De la misma forma, » no puede ser el nimero emparejado con el 2, porque
ambos difieren en la segunda cifra decimal. Tampoco puede ser el que esta
emparejado con el 3, porque difieren en la tercera cifra decimal; y asi suce-
sivamente. Concluimos que, no importa cual sea la correspondencia que se
intente, siempre habra un nimero b que no aparece en la lista dela derecha.

Volvamos a la idea de las personas y las sillas, e imaginemos que los ni-
meros naturales son las personas, y que los reales son las sillas. No importa
coémo intenten sentarse los naturales, la existencia del nimero b nos mues-
tra que siempre habra una silla vacia. Concluimos asi que hay mas “sillas”
que “personas”, es decir, que hay una mayor cantidad de nameros reales
que de naturales o, en términos mas correctos, que el cardinal de R es ma-
yor que el de N.

Aunque no hemos visto mas que un pequeno atisbo de la teoria de Can-
tor, dejaremos aqui su desarrollo, ya que la parte que hemos mostrado sera
suficiente para demostrar la existencia de conjuntos no recursivos. (Los lec-
tores interesados en profundizar en el tema pueden leer, por ejemplo, [14].)

13. Conjuntos no recursivos

¢Cuantos conjuntos recursivos existen? Como primera respuesta podemos
decir que hay infinitos; pero, con mas precision, ;cual es ese nivel de infini-
tud? Por ejemplo, ;hay tantos conjuntos recursivos como ntmeros reales?
Como veremos enseguida, la respuesta es que hay la misma cantidad de
conjuntos recursivos como de nimeros naturales, es decir, que es posible
establecer una correspondencia uno-a-uno que a cada conjunto recursivo
le asigne un niimero natural.

Para explicar por qué, recordemos que cada conjunto recursivo esta aso-
ciado a una maquina de Turing que reconoce si un elemento pertenece, o
no pertenece, a ese conjunto. Las maquinas que realizan este tipo de reco-
nocimiento tienen dos caracteristicas: por un lado, aceptan a todo niamero
natural como entrada valida, por otro, entregan siempre como salida X o
XX.

Tomemos, entonces, la numeracién de las maquinas de Turing que des-
cribimos en la seccién[l0} T, T2, T3, T4, . .. A continuacién, recorremos la
lista hasta encontrar la primera maquina de Turing que cumpla las dos ca-
racteristicas mencionadas. A esa primera maquina le asignamos el nimero
1, que es como asignar el nimero 1 al primer conjunto recursivo.

Seguimos avanzando por la numeracién de maquinas de Turing hasta en-
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contrar la segunda maquina que cumpla las dos caracteristicas: si esta aso-
ciada al mismo conjunto que la anterior (porque un mismo conjunto recur-
sivo puede estar asociado a dos 0 mas maquinas de Turing), la descartamos;
si no, le asignamos el nimero 2. Y asi seguimos: vamos identificando las
maquinas que cumplen las dos condiciones y cada vez que llegamos a una
de ellas, si no reconoce un conjunto recursivo ya considerado, le asignamos
un nimero natural nuevo.

En resumen, cada conjunto recursivo esta asociado con una maquina de
Turing que cumple las dos condiciones, y cada una de estas maquinas, a su
vez, queda emparejada con un niimero natural. Por transitividad, entonces,
cada conjunto recursivo queda emparejado con un nimero natural. Dedu-
cimos asi que hay tantos conjuntos recursivos como nimeros naturales.

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11...

Numeros pares <;:(> 0010 1 0 1 0 1 0 1 o0...
Nameros primos <;:(> 0110 1 0 1 0 0 0 1...

Nﬁmeroscuadrados<}:(> 1 0 01 00 0 0 1 0 O0..

Figura[3.11] Emparejamiento entre conjuntos y sucesiones de ceros y unos.

Consideremos ahora todos subconjuntos de N, tanto los recursivos, como
los no recursivos (si los hubiere). Como se muestra en la figura[3.11] cada
uno de estos conjuntos puede emparejarse con una sucesiéon formada por
CEros y unos.

Para formar la sucesién que corresponde a un subconjunto dado, coloca-
mos debajo de cada nimero natural un 1 si el nimero pertenece al subcon-
junto, y un 0 si no pertenece. No es dificil convencerse de que queda asi esta-
blecida una correspondencia uno-a-uno entre subconjuntos de N y sucesio-
nes de ceros y unos, y que, en consecuencia, hay tantos conjuntos formados
por nimeros naturales como sucesiones de ese tipo.

Finalmente, el mismo argumento diagonal de Cantor que nos permitié
asegurar que hay mas niimeros reales que naturales nos permite ahora de-
mostrar que hay mas sucesiones de ceros y unos que nimeros naturales. La
figura[3.12lmuestra la parte esencial de ese razonamiento; los lectores pue-
den completar los detalles de como esa imagen demuestra que, si los na-
meros naturales fueran personas y las sucesiones sillas, entonces siempre
quedaria alguna silla vacia.
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Figura Elargumento diagonal de Cantor demuestra que hay mas sucesiones de
ceros y unos que nimeros naturales.

En resumen, la cantidad de conjuntos recursivos es igual a la cantidad de
todos los nimeros naturales, que es menor que la cantidad de todas las su-
cesiones de ceros y unos, que esigual ala cantidad de todos los subconjuntos
de N. Mas brevemente, si Card significa cardinal,

Card(conjuntos recursivos) = Card(N)
< Card(sucesiones de ceros y unos)
= Card(todos los subconjuntos de N).

Concluimos asi que hay en total mas subconjuntos de N que subconjuntos
que sean recursivos. Por lo tanto, como queriamos demostrar, existe algin
subconjunto de N que no es recursivo. Observemos que la demostracién que
hemos hecho es de existencia pura, es decir, demuestra que cierto objeto
matematico existe, pero no exhibe ningiin ejemplo, ni muestra tampoco un
modo de calcularlo. Esta observacién sera de interés en la seccién siguiente.

14. ;Una respuesta al Entscheidungsproblem?

La existencia de conjuntos no recursivos parece dar una respuesta al En-
tscheidungsproblem, el cual, recordemos, pregunta si todo problema clara-
mente planteado dentro de alguna teoria matematica es resoluble algorit-
micamente. La respuesta seria que no, porque si A es un subconjunto no
recursivo de N entonces, por definicién, el problema de determinar si un
ndmero n pertenece a A no es resoluble algoritmicamente.

Sin embargo, si profundizamos un poco, veremos que esta respuesta no es
completamente satisfactoria. Para entender por qué, preguntémonos pri-
mero ;como se define un subconjunto de N? En la seccién[9|hemos mencio-
nado algunos subconjuntos, como el de los nimeros primos o el los nime-
ros que son capictas al escribirlos en binario. Pero esas definiciones estan
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expresadas en el lenguaje natural, adecuado para un texto de divulgacién
como éste, pero muchas veces impreciso para las necesidades del trabajo
matematico. ;Qué caracteristicas deberia tener un lenguaje mas preciso?
Todos los subconjuntos de N que hemos mencionado estan definidos a
partir de propiedades estudiadas por la aritmética, que es la teoria mate-
matica que trata de los nimeros naturales y sus operaciones basicas (suma
y producto). Un lenguaje capaz de definir esos conjuntos debe tener, enton-
ces, variables que se refieran a los nimeros naturales (como n,m, k...), el
simbolo dela igualdad, los paréntesis, simbolos para las operaciones numé-
ricas (sumay producto), las constantes 0y 1, y simbolos paralas operaciones
légicas (v, que es “para todo”; 3, que es “existe”; -, que representa la nega-

@

cién; =, que representa la implicacion; ademas de A, v, que significan “y”,
“0”, respectivamente). En este lenguaje, la frase “n es primo” puede expre-
sarse asi:

“(n=1)AVmVk(n=m-k=(m=1Vvk=1)).

La expresién anterior, en consecuencia, es una definicién en el lenguaje for-
mal del conjunto de los nimeros primos:

Nameros primos = {n: ~(n=1)AVmVk(n=m -k= (m=1Vk=1))}.

El punto interesante es que, asi como antes establecimos un orden “alfa-
bético” para las maquinas de Turing, de manera analoga podemos estable-
cer un orden alfabético para las expresiones del lenguaje formal. Porlo tan-
to, tal como hicimos con las maquinas de Turing asociadas a los conjuntos
recursivos, podriamos ahora emparejar un nimero natural con cada expre-
sioén formal que define un subconjunto de N. Concluimos, entonces, que hay
tantos subconjuntos de N que son definibles en el lenguaje formal como ni-
meros naturales. Pero el cardinal de todos los subconjuntos de N es mayor;
en consecuencia, existen infinitos conjuntos inefables, o sea, conjuntos que,
no importa qué lenguaje formal se elija, no pueden ser definidos de ningu-
na manera.

¢Qué nos dice esta observacion acerca de nuestra respuesta al Entschei-
dungsproblem? Hemos probado que existe un conjunto A tal que el proble-
ma de determinar si un ntimero pertenece a é1 no es resoluble algoritmica-
mente (porque A no es recursivo). Pero ;qué sucederia si ese conjunto re-
sulta ser inefable? En ese caso, la pregunta “;n pertenece a A?” no puede ser
expresada en el lenguaje formal de la matematica, por lo que dificilmente
pueda considerarse como un problema matematico claramente planteado.

Por ese motivo es que hemos dicho que nuestra respuesta al Entschei-
dungsproblem resulta ser poco satisfactoria el problema supuestamente
no resoluble: quizas, en realidad, no sea ni siquiera expresable. Una so-
lucién mas adecuada consistiria en mostrar un ejemplo explicito de un
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conjunto A que no sea recursivo, pero que si sea expresable en el lenguaje
formal. En las siguientes secciones nos dedicaremos a mostrar un ejemplo
asi.

15. Conjuntos recursivamente numerables

Antes de mostrar un ejemplo concreto de un subconjunto no recursivo de N,
debemos proponer un nuevo concepto (también introducido por Emil Post
en 1944); se trata de la idea de conjunto recursivamente numerable. Para
entender de qué se trata, consideremos primero, a modo de ejemplo, el con-
junto A formado por todos los ntimeros naturales que pueden escribirse co-
mo resta de dos primos consecutivos. Por ejemplo, el 1 pertenece al conjun-
toyaquel = 3 — 2; también pertenece el 2, porque 2 = 5 — 3; y el 4, porque
4 = 11 — 7. Notemos que excepto el 1, todos los demas elementos de A son
numeros pares.

Imaginemos ahora una computadora teérica, a la que llamaremos la
“computadora permanente”, que esta preparada para funcionar por tiem-
po indefinido (que es un modo de decir que funcionara durante un lapso
infinito, de ahi que sea tedrica). Suponemos, ademas, que esta computado-
ra tiene una capacidad de memoria ilimitada, pero que su programa consta
siempre de una cantidad finita de instrucciones. Imaginemos también que
la computadora estd programada para ir imprimiendo sucesivamente los
elementos de A. Es decir, el programa recorre la sucesién de los ntimeros
naturales y, cuando encuentra dos primos consecutivos, calcula su resta
e imprime el resultado obtenido (si el nimero ya habia sido impreso, el
programa lo saltea).

Rapidamente, por ejemplo, el programa imprimira los ntimeros 1, 2, 4, 6, 8.
Seguira después con 14, 10, 12,18, ... E1 16 aparecera cuando la computado-
ra permanente calcule la resta 1847 — 1831.

¢Cémo podemos saber si un niimero par n pertenece, o no, al conjunto? Si
solo contaramos con el programa que acabamos de describir, el inico modo
seria sentarnos a esperar a que la computadora imprima el nimero n. Sin
embargo, esto no nos asegura que tendremos una respuesta en una canti-
dad finita de pasos. Porque, si resulta que n no pertenece al conjunto, enton-
ces nunca lo sabremos (pasaran miles de millones de afos sin que n aparez-
ca impreso, pero sin que sepamos si acaso aparecera manana). Vemos aqui
un fenémeno similar al que mostramos en la seccién 4 cuando hablamos de
labasqueda por “fuerza bruta” de una solucién para una ecuacién diofanti-
ca: sila ecuacién no tiene solucién, nunca podremos saberlo. (Desde luego,
podria haber un modo mas ingenioso de determinar si n es, o no, la resta
de dos primos consecutivos. De hecho, una conjetura no demostrada afir-
ma que todo nimero par es la resta de dos primos. Pero esta observacion,
aunque valida, no es relevante para nuestra exposiciéon.)
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Llegamos ahora a la definicién propuesta por Emil Post. Un conjunto A es
recursivamente numerable si y solo si podemos programar la computadora
permanente de tal modo que se cumplan las dos condiciones siguientes:

a) Todo nimero que imprime la computadora pertenece al conjunto A.

b) Todo niimero que pertenezca al conjunto A serd impreso al cabo de una
cantidad finita de operaciones. (Aun cuando esto pueda demorar miles
de millones de afios.)

Aunque no sera necesaria para nuestra exposiciéon, podemos dar una ver-
sién mas rigurosa de esta idea, basada en la nocién de maquina de Turing.
En esta version (que es la que realmente propuso Post), la definicién dice
que un conjunto A es recursivamente numerable si y solo si existe una ma-
quina de Turing T que cumple estas dos condiciones: 1) Sin es una entrada
valida para T, entonces la salida es un nmero natural m (aunque no nece-
sariamente toda entrada es valida); 2) Un ntiimero m pertenece al conjunto
Asiysolosiesla salida que entrega T a partir de alguna entrada valida.

En otras palabras, si llamamos T'(n) a la salida que entrega T al recibir

la entrada n (si es que es valida); entonces, A es recursivamente nume-
rable si y solo si existe una maquina de Turing T tal que A = {T(n)
n es una entrada valida para T'}. Para esta segunda versién dela definicion,
en el ejemplo de los nameros que son resta de dos primos consecutivos, sila
entrada es el nimero n, la maquina de Turing correspondiente imprimiria
el n-ésimo término de la sucesién 1,2, 4,6, 8,14, 10,12, 18, ...

16. Dos propiedades

¢Qué relacién hay entre los conjuntos recursivamente numerables y los
conjuntos recursivos? En esta seccién y en la siguiente no solo respondere-
mos a esta pregunta, sino que también demostraremos algunas propieda-
des que seran necesarias para responder el Entscheidungsproblem.

Para comenzar, recordemos que un conjunto es recursivo si, dado un nu-
mero natural n cualquiera, es posible programar una computadora de modo
que determine (en una cantidad finita de pasos) si pertenece, o no pertene-
ce al conjunto. Por otra parte, un conjunto es recursivamente numerable
si es posible programar a la computadora permanente de modo que vaya
imprimiendo, no importa en qué orden, los nimeros que lo forman.

Vamos a demostrar en primer lugar que todo conjunto recursivo es tam-
bién recursivamente numerable. En otras palabras:

Si A es recursivo, entonces A es recursivamente numerable.

Para demostrarlo, hay que probar que, si existe un algoritmo que reconoce
en una cantidad finita de pasos si un niimero n pertenece, o no, al conjunto
A, entonces es posible programar la computadora permanente de tal modo
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que vaya imprimiendo los elementos de A. En efecto, el modo de programar
la computadora permanente es bastante claro; la computadora recorre los
sucesivos numeros naturales, 1,2, 3,4,5,6,... y en cada caso aplica el algo-
ritmo que determina si el nimero pertenece al conjunto A. Si la respuesta
es que si pertenece, entonces la computadora imprime el nimero. Sila res-
puesta es que no pertenece, entonces no lo imprime. En consecuencia, todo
numero que pertenezca al conjunto A serd impreso al cabo de una cantidad
finita de pasos.

¢Vale la reciproca? ;Podemos decir que es recursivo si y solo si es recursi-
vamente numerable? La respuesta es que no, pero dejaremos la explicaciéon
para mas adelante. Demostremos por ahora la siguiente propiedad:

Un conjunto A es recursivo si y solo si A y su complemento son ambos
recursivamente numerables.

(E1 complemento de A4, al que llamaremos A¢, es el conjunto de todos los
numeros naturales que no pertenecen a A. Por ejemplo, el complemento del
conjunto de los nimeros pares es el conjunto de los nimeros impares.)

Tenemos que demostrar dos afirmaciones; la primera es que si A es recur-
sivo entonces A y su complemento son ambos recursivamente numerables.
Es decir, tenemos ahora dos pantallas en la computadora permanente y te-
nemos que programarla de tal modo que en la pantalla 1 se impriman los
elementos de A, y en la 2, los elementos de A°. El modo de lograrlo es si-
milar al que explicamos mas arriba; la computadora recorre los sucesivos
numeros naturales, y a cada namero n le aplica el algoritmo que determina
sin pertenece a A. Si la respuesta es que si, entonces imprime al nimero n
en la pantalla 1, sila respuesta es no, lo imprime en la pantalla 2.

La segunda afirmacién que tenemos que demostrar es que si A y su com-
plemento son ambos recursivamente numerables entonces A es recursivo.
Para ello, suponemos que la computadora permanente esta programada pa-
ra imprimir, en una pantalla 1 los elementos de 4, y en una pantalla 2, los
elementos de A°. Tenemos que probar que, dado un nimero n, es posible
determinar en una cantidad finita de pasos si n pertenece, o no pertenece,
a A. El modo de hacerlo es el siguiente: esperamos a que la computadora
imprima el nimero n. Si se imprime en la pantalla 1, la respuesta es que
pertenece a A, si se imprime en la 2, la respuesta es que no pertenece. Como
todo nimero necesariamente pertenece, o bien a un conjunto, o bien a su
complemento (a uno y solo uno de los dos), entonces tenemos la certeza de
que obtendremos una respuesta al cabo de una cantidad finita de pasos.

17. Una tercera propiedad

En esta seccién demostraremos la dltima propiedad que necesitamos antes
de dar una respuesta satisfactoria al Entscheidungsproblem. Para comen-
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zar, observemos que, a cada maquina de Turing T podemos asociarle el sub-
conjunto de N formado por todas sus entradas validas, conjunto al que lla-
maremos V (T').

La propiedad que queremos demostrar dice que un conjunto A es recur-
sivamente numerable si y solo si es el conjunto de las entradas validas de
alguna maquina de Turing T. En otras palabras, A es recursivamente nu-
merable si y solo si existe alguna maquina de Turing 7" tal que A = V(T).

Para demostrarlo, tenemos que probar primero que, si A es recursivamen-
te numerable, entonces A es el conjunto de entradas validas de alguna ma-
quina de Turing T'. Veamos la demostracioén.

Si A es recursivamente numerable, podemos programar la computadora
permanente de tal modo que vaya imprimiendo los elementos de A. Tome-
mos, entonces, la maquina de Turing T que, dada la entrada n, ejecuta el
programa de la computadora permanente hasta que éste imprime el na-
mero n. Cuando lo imprime, la maquina 7T se detiene. Si el nimero » nunca
es impreso, la maquina nunca se detendra. Es claro que la maquina 7T se de-
tendra si y solo si la entrada n es un elemento de V(7). En otras palabras,
como queriamos demostrar, V(T') = A.

La segunda afirmacién que tenemos que probar es que, si A es el conjunto
delasentradasvalidas de una maquina T cualquiera, entonces A es recursi-
vamente numerable. Es decir, dada una maquina de Turing T, tenemos que
probar que se puede programar la computadora permanente de tal modo
que vaya imprimiendo todos los nimeros que son entradas validas de 7', y
solo esos niimeros.

Para demostrarlo, tenemos que programar a la computadora permanente
de talmodo que, alalarga, ejecute las instrucciones de la maquina 7T corres-
pondientes a todas las entradas posibles, sean validas o no. Un intento po-
dria consistir en que la maquina ejecute primero todas las instrucciones
que corresponden a la entrada n = 1; cuando termina, pasa a ejecutar todas
las instrucciones que corresponden a la entrada n = 2; y asi sucesivamente.
Sin embargo, esta idea tiene un problema: si un valor de n es una entrada
no valida, entonces el programa nunca pasara al valor siguiente. Para lo-
grar nuestro objetivo de una manera adecuada, llamemos 4, ; a la primera
instruccién que ejecuta la maquina T cuando trabaja con la entradan = 1;
11,2 sera la segunda instruccién que ejecuta la maquina 7' cuando trabaja
con la entrada n = 1; 41 3 sera la tercera instruccién que ejecuta la maqui-
na T cuando trabaja con la entrada n = 1; y asi sucesivamente. De manera
similar, i, ; sera la primera instruccién que ejecuta la maquina 7" para la
entrada n = 2; i»» sera la segunda instruccién que ejecuta la maquina T
para la entrada n = 2; y asi sucesivamente (véase la figura[3.13} izquierda).
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1° 2 3 «4°

Figura Un camino que recorre la matriz.

La parte derecha de la figura[3.13|nos muestra el comienzo de un camino
que va recorriendo totalmente la matriz. Este camino pasa, en orden, por
111, 421, 912, 913, 922, 431, 41, - . . (NOtese la similitud con ideas previas: tomamos
primero los subindices que suman 2; luego, los que suman 3; luego, los que
suman 4; y asi sucesivamente). Teniendo en cuenta este ordenamiento de
lasinstrucciones, programamos la computadora permanente de la siguien-
te manera:

1. Ejecuta la instruccién 411 (la primera instruccién de T cuando la en-
tradaesn = 1).

2. Ejecuta la instruccion is;.
3. Ejecuta la instruccion i1».

4. Ejecuta la instruccién ;.

Y asi sucesivamente. Notese que toda instruccion posible sera ejecutada al
cabo de una cantidad finita de tiempo. Por otra parte, si al ejecutar una de
estas instrucciones la maquina 7 se detiene, entonces el programa impri-
me el valor de » y ya no vuelve a ejecutar las instrucciones que correspon-
dan a esa entrada. Si una entrada, por el contrario, no es valida, entonces
la maquina T nunca se detendra al trabajar con ella y la computadora per-
manente nunca la imprimira. En resumen, el programa de la computadora
permanente imprimira exactamente las entradas validas de 7. Hemos pro-
bado asi que V(T') es recursivamente numerable.

18. El ejemplo concreto

Finalmente, estamos en condiciones de mostrar un ejemplo concreto de un
conjunto no recursivo. Para comenzar, recordemos la numeracién de las
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maquinas de Turing Ty, T, T3, T4 . .. que hemos mostrado en la seccién
y recordemos también la maquina universal U, que puede escribir el pro-
grama de cualquier maquina T',, y ejecutarlo para cualquier entrada m.
Definimos ahora el conjunto S, de la siguiente manera: Sy es el conjun-
to de todos los nimeros n tales que n es una entrada valida para T',,. Mas
formalmente:
So={n:neV(Ty)}.

Vamos a demostrar primero que S, es recursivamente numerable; es de-
cir, que podemos programar la computadora permanente de tal modo que
vaya imprimiendo sus elementos. Para ello, apelamos una vez mas a la fi-
guray al esquema i11, 121, 112, ’L'137 192,131 - . .

1. Ejecuta la instruccién iq;.
2. Ejecutala instruccién is;.
3. Ejecutala instruccion ii».

4. Ejecuta la instruccion 4.

Y asi sucesivamente. Solo que ahora i, representa la instruccién niame-
rom que ejecuta la maquina 7', sila entrada es n. Como antes, si al ejecutar
una de estas instrucciones la maquina T',, se detiene, entonces el progra-
ma imprime el valor de » y ya no vuelve a trabajar con esa entrada. Si una
entrada n no esvalida para T',, la computadora permanente nunca lo impri-
mira. Vemos asi que el programa imprime exactamente los ntimeros n que
son entradas validas de T',,, de donde concluimos que S, es recursivamente
numerable.

A continuacién, vamos a demostrar que, por el contrario, el complemento
de Sy no es recursivamente numerable. Para hacerlo, razonaremos por el
absurdo, es decir, vamos a suponer que S§ si es recursivamente numerable
y vamos a llegar a una contradiccién.

Observemos primero que el complemento de S, es el conjunto:

86 ={n:n¢ V(T

Si S§ es recursivamente numerable entonces, por lo que probamos en la
seccién[17] S5 es el conjunto de entradas validas de alguna maquina de Tu-
ring. Es decir, existe algin ntimero natural M tal que S§ = V(T u). La pre-
gunta que debemos hacernos es: ; M pertenece, o no pertenece, a S§?

Si M € S5, entonces M cumple la condicién que define a S§, es decir, M ¢
V(T ). Pero V(Ty) = S§. Luego, M ¢ S§. Deducimos asi que si M € S§
entonces M ¢ S§. Esto es absurdo, y en consecuencia no puede ser cierto
que M € S§.
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Pero, si M ¢ S§, entonces M no cumple la definicién que define a S§, es
decir, M € V(T u). Sin embargo, una vez mas, V(Ty;) = S5. O sea, M € S§.
Deducimos asi que si M ¢ S5 entonces M € S§. Esto también es absurdo, y
entonces tampoco puede ser cierto que M ¢ Sg.

En resumen, si M existe, entonces es falso que pertenezca a S§, y también
es falso que no pertenezca. Esto es imposible, por lo que M no puede existir,
y entonces tampoco existe T»;. En consecuencia, Sg no es recursivamente
numerable.

En conclusién, Sy es recursivamente numerable, pero su complemento no
lo es. Por lo probado en la seccién[16] podemos afirmar que S, no es recur-
sivo. En particular, esto demuestra que, aunque es cierto que todo conjunto
recursivo es recursivamente numerable, 1a reciproca, sin embargo, es falsa.

19. El1 Halting Problem y el Entscheidungsproblem

El conjunto S, es recursivamente numerable, pero no es recursivo. Este he-
cho tiene algunas consecuencias muy importantes, analizaremos a conti-
nuacioén las dos primeras (las otras consecuencias, como veremos después,
se relacionan con los teoremas de incompletitud de Godel).

Recordemos, en primer lugar, que Sy es el conjunto de todos los nameros
naturales n tales que n es una entrada valida para T',. Luego, determinar
si n pertenece a S, equivale, obviamente, a determinar si » es una entrada
valida para T',,. Por lo tanto, si no existe un algoritmo que determine en una
cantidad finita de pasos si n pertenece a S,, entonces tampoco existe un
algoritmo que determine en una cantidad finita de pasos sin es una entrada
valida para T',.

El halting problem (el problema de la detencién, o el problema de la pa-
rada, ya planteado en el capitulo 2) es el problema, planteado por Turing
en su articulo de 1937, que pide, dado un ntimero natural » y una maquina
de Turing T, determinar si n es, o no, una entrada valida para 7. El hecho
de que Sy no sea recursivo implica que el halting problem no es resoluble
algoritmicamente. Esta es, ahora si, la respuesta que da Turing al Entschei-
dungsproblem: en la teoria de algoritmos existe al menos un problema (el
halting problem) que no es resoluble por ninguna computadora.

Mas aun, se puede demostrar, aunque la demostraciéon excede los alcan-
ces de este trabajo, que la definicién de cualquier conjunto recursivamente
numerable puede ser expresada en el lenguaje formal de la aritmética que
describimos en la seccién [14] (la demostracién se basa en el hecho de que
las operaciones que realiza una maquina de Turing con las secuencias de
simbolos X puede traducirse a operaciones aritméticas con niimeros na-
turales). En particular, la afirmacién “n pertenece a S,”, anadlogamente a
lo que sucede con “n es primo”, puede expresarse en ese lenguaje formal.
Por lo tanto, el problema “;n pertenece a Sy?” es, podemos afirmar ahora,
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un problema aritmético. Deducimos asi que existen problemas aritméticos
bien definidos que no pueden resolverse algoritmicamente.

Destacamos el hecho de que el problema sea aritmético porque la aritmé-
tica, que estudia los nimeros mas “sencillos” con sus operaciones mas “ba-
sicas”, es la mas “simple” de las teorias clasicas de la matematica. Si en la
aritmética existen problemas no resolubles algoritmicamente, entonces es
casiuna certeza que también tienen que existir en cualquier otra teoria ma-
tematica mas “compleja”. Los problemas no resolubles algoritmicamente
abundan en la matematica.

Pero ;qué significa que un problema no sea resoluble algoritmicamente?
Por ejemplo ;qué significa que el halting problem no lo sea? ;Significa que,
dados n y T, no hay modo de decidir si n es, o no es, una entrada valida para
T? Claramente no es eso lo que significa, porque hay maquinas de Turing
para las cuales siempre es posible responder si un n cualquiera es una en-
trada vélida para ella. Por ejemplo, en la seccién [8|vimos una maquina de
Turing de la que podemos saber que acepta como entradas validas a todos
los nimeros mayores que 1, y otra que acepta a los nimeros pares y solo
a ellos. Por otra parte, si en una maquina de Turing no aparece la instruc-
cién (Fin), como sucede en 0Dg10Dq;, entonces ningin n serd una entrada
valida.

Que un problema no sea resoluble algoritmicamente significa, en reali-
dad, que no puede existir un criterio objetivo y uniforme que, en una can-
tidad finita de pasos, nos dé siempre la respuesta correcta. Podemos pro-
poner algoritmos que se apliquen a ciertos casos especificos, pero nunca
sucedera que un mismo algoritmo se aplique exitosamente a todas las ma-
quinas y a todas las entradas. Por ejemplo, podemos escribir un algoritmo
que determine si alguna instruccién de T contiene la indicacién (Fin); si
la respuesta es que no, entonces el algoritmo nos dira, correctamente, que
ningan n es una entrada valida, pero si (Fin) aparece entonces el algoritmo
no nos dira nada.

Una observacién

La exposicién que acabamos de hacer se basé principalmente en los con-
ceptos de conjunto recursivo y de conjunto recursivamente numerable, los
cuales, como ya dijimos, fueron introducidos por Emil Post en 1944. Por lo
tanto, obviamente, no son estas las ideas que usé Turing en 1937 para resol-
ver el Entscheidungsproblem. Turing, en realidad, apeld a la idea de ntimero
real computable, que explicaremos brevemente a continuacién.

Para comenzar digamos que, como es bien sabido, todo nimero natural
puede escribirse en base 2, 0 en binario; una escritura en la que cada digito
es el coeficiente de una potencia de 2 con exponente entero no negativo. Por
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ejemplo:
(11001)2 = 1-2* +1-2° +0-2" +1-2° = 25.

Pero la escritura binaria no se restringe a los nimeros naturales, sino que
se extiende, de hecho, a todo niimero real. En el caso de los nimeros reales,
los digitos detras de la coma (es decir, los digitos de la mantisa) son también
coeficientes de potencias de 2, pero con exponentes negativos. Por ejemplo:

(0,011)2 =0-2°4+0-27" +1-272 +1-.27% =0,375.

También podemos escribir este niimero agregando a la mantisa infinitos
ceros: (0,011000. . .).. Asimismo, puede suceder, tal como ocurre en la escri-
tura decimal usual, que la mantisa en binario de un namero real contenga
infinitas cifras no nulas. Por ejemplo:

(0,1010101...)2 =0-2°+1-27"40-272+1-27% 4 ... = 0,666...

En la Gltima igualdad se aplica una férmula bien conocida para calcular la
suma de una serie geométrica. Esta férmula dice que, si|r| < 1ya € R,

entonces
a

atar+ar’® +ar’ 4. = .
1—r

En el caso del ejemplo,a = 3 yr = 1.

De esta forma, cada namero real genera una sucesién infinita de ce-
ros y unos: la sucesién de los digitos de su mantisa en la escritura bina-
ria. Por ejemplo, (0,011000...), genera 011000...y (0,1010101...), genera
1010101 ... (Para evitar ambigiiedades, por el resto de esta seccién, y sin
necesidad de aclararlo cada vez, solo trabajaremos con ntimeros reales con
parte entera iguala 0.)

En su articulo de 1937 Turing define que una sucesion de ceros y unos es
computable si y solo si es posible programar la computadora permanente
de tal modo que vaya imprimiendo sus digitos, uno por uno, en orden (se
sobreentiende que cada digito se calcula en una cantidad finita de pasos). A
partir de esta idea, Turing dice que un niimero real es computable si y solo
si su mantisa en binario forma una sucesién computable.

Para entender como se relaciona esta definicién con las ideas de Post,
recordemos, para comenzar, que en la seccién hemos mostrado que
hay una correspondencia uno-a-uno entre los subconjuntos de N y las su-
cesiones de ceros y unos. En esta correspondencia, cada sucesién queda
asociada con el conjunto de las posiciones ocupadas por los ntimeros 1. Por
ejemplo, la sucesién 01100000 . . . esta asociada con el conjunto {2, 3}, ya que
01100000. .. tiene un 1 en la posicién 2 y otro 1 en la posicién 3. A la suce-
sién 1010101. .., por su parte, le corresponde el conjunto de los ntiimeros
impares.
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Finalmente, la relacién entre nimeros computables y conjuntos recursi-
vos es la siguiente: una sucesién de ceros y unos es computable si y solo si
el conjunto que le corresponde es recursivo. En otras palabras, un nume-
ro real es computable si y solo si a su mantisa le corresponde un conjunto
recursivo. Veamos por qué.

Para demostrar la afirmacion, probemos primero que, si una sucesiéon de
ceros y unos es computable entonces su conjunto correspondiente, llamé-
moslo A4, es recursivo. Tenemos que demostrar que hay un algoritmo que,
dado un nimero natural n, determina en una cantidad finita de pasos sin
pertenece a A. Tal algoritmo, en efecto, consiste en calcular la sucesion de
ceros y unos hasta llegar al lugar n; si a esa posicién le corresponde un 1, la
respuesta es que pertenece a A, si le corresponde un 0, la respuesta es que
no pertenece.

Reciprocamente, hay que demostrar que si A es recursivo, entonces la su-
cesion es computable. Para programar la computadora permanente, proce-
demos asi: para calcular el n- digito de la sucesién, la computadora aplica el
algoritmo que determina si n pertenece a A. Si la respuesta es si, imprime
un 1, si la respuesta es no, imprime un 0.

La pregunta clave es ;qué tipo de sucesion (y, en consecuencia, qué tipo de
numero real) le corresponde al conjunto S, de la seccion[18

Como Sy no es recursivo, la sucesién de ceros y unos que le corresponde
no es computable. Es posible programar la computadora permanente para
que vaya imprimiendo, aunque no en orden, las posiciones que ocupan los
nameros 1; pero, dada una posicién n, no hay forma de determinar algorit-
micamente, en una cantidad finita de pasos, si esa posicién estara ocupada
por un 1 o por un 0.

Siprogramamos ala computadora para que se detenga cuando determine
si un lugar especifico de la sucesién hay un 0, no hay forma de saber (algo-
ritmicamente, en una cantidad finita de pasos) si se detendra o no. Desde
un punto de vista histérico esta es, esencialmente, la solucién de Turing al
Entscheidungsproblem. Nuestra eleccién de presentar el tema a través de
las ideas de Post se debe a que éstas nos permiten introducir facilmente al
otro gran protagonista de nuestro relato: Kurt Godel. Hablaremos de él en
las secciones siguientes.

Antes de dejar esta seccidn, es interesante comentar que los conceptos
que hemos desarrollado en estos Gltimos parrafos permiten demostrar que
existe una correspondencia uno-a-uno entre los niimeros reales y los sub-
conjuntos de N. Ya mostramos la idea fundamental, que consiste en asociar
cada numero real con un subconjunto de N por medio de una sucesién de
ceros y unos. Definimos, por ejemplo, el namero real 0, 375; lo escribimos
en binario, (0,011000...)s; esta escritura genera la sucesién 011000.. ., que
se corresponde con el conjunto {2, 3}. Luego, en el emparejamiento uno-a-
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uno, el nimero 0, 375 se asocia con el subconjunto {2, 3}. Del mismo modo,
0,666 --- = (0,101010...)- se asocia con el conjunto de los niimeros impares.
Hay algunas cuestiones técnicas que resolver, como qué ocurre si la parte
entera del niimero real no es 0, o como se maneja el hecho de que, asi como
0,042 = 0,0419999..., del mismo modo (0,011000...)2 = (0,0101111...),
por lo que al nimero 0, 375 le corresponderian, en principio dos sucesiones
diferentes. No nos detendremos aqui en esos detalles. El hecho importante
es que la existencia de esta correspondencia uno-a-uno demuestra que hay
tantos nimeros reales como subconjuntos de N, por lo que, asi como hay
subconjuntos de N que no son definibles en el lenguaje formal, lo mismo
sucede con los nimeros reales: existen numeros reales inefables.

20. La paradoja de Russell

La teoria de conjuntos de Cantor, conocida como teoria intuitiva de conjun-
tos, no solamente dio inicio al estudio de los cardinales infinitos, sino que,
mas cotidianamente para el trabajo matematico, introdujo todo un lengua-
je y una forma de pensar que, hacia fines del siglo xix, y tras mucha resis-
tencia inicial, lleg6 a transformarse en la base del razonamiento matema-
tico. Hoy en dia, de hecho, la matematica esta totalmente adaptada al uso
del lenguaje y de los conceptos conjuntistas. Notese, por ejemplo, cuantas
veces hemos usado en este texto las palabras “conjunto”, “subconjunto” o
“pertenece”; o como hemos podido introducir, sin necesidad de mayores ex-
plicaciones, la notacién Sp = {n: n € V(T,)}.

Sin embargo, en 1902 Bertrand Russell (1872-1970) descubri6 que la teoria
intuitiva de conjuntos contenia un error fundamental. En [17] se transcribe
la carta en la que Russell anuncia por primera vez su hallazgo; la misma es-
ta dirigida a Gottlob Frege (1848-1925), 16gico aleman que habia intentado
formalizar la teoria de Cantor usando un lenguaje matematico riguroso.

Para entender el descubrimiento de Russell, comencemos diciendo que
uno de los axiomas de la teoria intuitiva de conjuntos es el llamado axioma
de comprehension, que afirma esencialmente que, dada cualquier propie-
dad, existe siempre el conjunto de todos los objetos que cumplen esa pro-
piedad. Este axioma es usado tan frecuentemente y con tanta naturalidad
en la practica matematica que, en general, ni siquiera somos conscientes
de estar aplicando un axioma. Lo hemos usado, por ejemplo, al hablar del
conjunto de los niimeros primos, o al definir el conjunto So.

Russell descubri6 que el axioma de comprehension, tan usado y aparen-
temente tan inocuo, es, no obstante, autocontradictorio. En otras palabras,
demostré que el axioma lleva por si mismo a una contradiccion, a la llama-
da paradoja de Russell. Para ver por qué, consideremos la propiedad “Es un
conjunto que no es elemento de si mismo”. De acuerdo con el axioma de
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comprehensién, existe el conjunto, llamémoslo H, formado por todos los
conjuntos que no son elementos de si mismos:

H={A:A¢ A}

La pregunta que debemos hacernos es: ; H es elemento de si mismo? Si H
es elemento de simismo, oseasi H € H, entonces H no cumple la propiedad
que lo define. Pero si H no cumple la propiedad que lo define entonces H no
eselementode H.Enresumen, si suponemos que H es elemento de si mismo
entonces deducimos que no lo es. Esto es absurdo, luego no puede ser cierto
que H € H.

Por otra parte, si H no es elemento de si mismo, o sea si H ¢ H, entonces
H cumple la propiedad que lo define. Si A cumple la propiedad que lo defi-
ne entonces H es elemento de H. Deducimos asi que, si suponemos que es
H no es elemento de si mismo entonces si lo es. Esto también es absurdo,
entonces tampoco puede ser cierto que H ¢ H.

Pero si H existe entonces, o bien es verdad que H € H, o bien que H ¢
H. Siambas afirmaciones son falsas, entonces H no existe. Sin embargo, el
axioma nos dice que si existe; luego, el axioma es contradictorio. (N6tese la
similitud de estructura con la demostracién de que Sy no es recursivo.)

Antes de continuar, conviene hacer dos aclaraciones. La primera es: ;exis-
ten conjuntos que no sean elementos de si mismos? En realidad, la mayoria
de los conjuntos que uno pueda imaginarse no lo son. Por ejemplo, el con-
junto de los nimeros reales R esta formado por ntimeros, no por conjuntos,
luego R no es un elemento de si mismo. Lo mismo sucede con cualquier otro
conjunto formado por nameros, vectores o funciones. Russell ejemplificaba
esta idea diciendo que “Un conjunto de caballos no es un caballo” (es decir,
un conjunto de caballos no es uno de sus elementos). Los conjuntos “raros”
son aquellos que son elementos de si mismos. Para encontrar ejemplos de-
bemos elevarnos a conjuntos altamente abstractos y abarcadores, como el
conjunto de todos los conjuntos (que es un conjunto y, por ende, elemento
de si mismo), o el conjunto de todos los conceptos abstractos.

La segunda aclaracién es que Russell dio posteriormente una versién mas
intuitiva de su paradoja, habitualmente conocida como la paradoja de bar-
bero. Esta version, que tiene la forma de un acertijo, dice asi: en un pueblo
hay un tGnico barbero, que afeita a todos los hombres que no se afeitan a
si mismos, ¢se afeita el barbero a si mismo? La respuesta es que el barbero
no puede afeitarse a si mismo, pero tampoco puede no afeitarse, porque en
ambos casos se llega a una contradiccién. Es decir, si consideramos el con-
junto de todos los hombres que se afeitan a si mismos, el barbero no puede
pertenecer a él, pero tampoco puede no pertenecer. (En una tercera version,
mas humoristica, Groucho Marx dijo alguna vez que jamas seria miembro
de un club que aceptara miembros como él.)
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21. La crisis de los fundamentos

La paradoja de Russell no solo demostré que la teoria que la matematica
habia elegido como base era contradictoria, sino que, peor alin, esa contra-
diccién provenia de un axioma de cuya validez nadie hubiera dudado. Esta
situacién provocéd una desconfianza generalizada hacia todas las demos-
traciones, que eran muchas, que hacian uso de las nociones conjuntistas,
especialmente si involucraban conjuntos infinitos. A esta situacién de du-
da general, que llev6 incluso a que se cuestionara la naturaleza misma de
la matematica, se la conocié como la crisis de los fundamentos. Las conse-
cuencias de esta crisis, como veremos, se sienten todavia en la actualidad.

En los primeros afos del siglo xx hubo dos propuestas diferentes para su-
perar esta situacion. La primera, presentada por L.E.]. Brouwer (1881-1966),
dio origen a lallamada escuela intuicionista o constructivista. En una muy
apretada sintesis (y por lo tanto un poco injusta), el intuicionismo sostenia
que las “rarezas” de la teoria de Cantor (como el hecho de que haya tantos
numeros naturales como enteros o racionales) demostraban que el concep-
to de conjunto infinito es contradictorio en si mismo. El infinito, para es-
ta escuela, solo es aceptable como cantidad finita que crece tanto como se
quiera, pero que nunca deja de ser finita (como sucede, por ejemplo, en la
definicion clasica de limite).

Los intuicionistas, por otra parte, rechazaban la validez de las demostra-
ciones por el absurdo (véase [1]), asi como la validez de las demostraciones
de existencia pura. Para ellos, una demostracion de existencia solo podia
ser constructiva. La idea de “conjunto inefable”, por ejemplo, asi como la
justificacion de su existencia que hemos explicado, les habrian parecido un
sinsentido completo.

Brouwer sostenia que habia que abandonar toda la matematica que ha-
cia uso de la teoria de Cantor y que habia que reconstruirla sobre la base
de los principios intuicionistas. Sin embargo, aunque varios matematicos
veian las ideas de Brouwer con simpatia, una reconstruccién de ese tipo,
que implicaba abandonar décadas de investigaciéon matematica y adquirir
nuevas (y mas limitadas) reglas de razonamiento, era totalmente inviable
en la practica. La propuesta de Brouwer, entonces, no logr6 imponerse. (De
todos modos, algunos de los preceptos del intuicionismo siguen en cierto
modo vigentes. Por ejemplo, en los casos en que resulta posible elegir en-
tre una demostracion de existencia pura y una demostracion constructiva,
aunque las primeras se aceptan como validas, se prefiere siempre la demos-
tracién constructiva.)

La segunda propuesta para superar la crisis provino del propio Russell y
dio origen a la escuela logicista. Para el logicismo, los axiomas de la 16gi-
ca, junto con el lenguaje de la teoria de conjuntos, bastaban para funda-
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mentar rigurosamente todo el trabajo matematico (la matematica seria, en
cierto modo, una parte delalégica). Para evitar las paradojas Russell propo-
nia hacer una modificacién profunda en el lenguaje de la matematica, con
el objetivo de evitar las autorreferencias. Es decir, la estructura misma del
lenguaje haria imposible que un enunciado hablara de si mismo, como en
el lenguaje natural si sucede con “Este enunciado es falso” o “El conjunto
no cumple este enunciado, que es el que lo define”.

Seguin Russell, la autorreferencia era el origen de todas las paradojas; si el
lenguaje impedia las autorreferencias entonces las paradojas desaparece-
rian por si mismas. Lamentablemente, el sistema lingiiistico de Russell, que
implicaba la creacién de infinitos niveles de metalenguaje, adolecié desde
el principio de muchos problemas técnicos, que nunca pudieron ser resuel-
tos satisfactoriamente (véase [18])). Finalmente, al cabo de algunos afios,
Russell desisti6 de su propuesta. (Sin embargo, como en el caso del intuicio-
nismo, algunas de sus ideas sobreviven hasta hoy; por ejemplo, el entender
a cada numero racional como una clase de equivalencia de fracciones.)

Algtn tiempo despusés, a lo largo de una serie de articulos publicados du-
rante la década de 1920 (los mas importantes pueden leerse en [9]), David
Hilbert fue dandole forma a la propuesta que mas nos interesa analizar: el
programa formalista o programa de Hilbert. Hablaremos de él en la seccién
siguiente.

22. El programa de Hilbert

Aunque Hilbert apoyaba totalmente el estudio de la teoria de conjuntos, en-
tendia, sin embargo, que la base de la matematica tenia que ser la aritméti-
ca. El motivo es que ésta, como ya hemos dicho, es “mas simple” y, por en-
de, menos propensa a generar contradicciones o controversias. Si se tuviera
una fundamentacién rigurosa para la aritmética, decia Hilbert, se tendria
un punto de partida sélido para toda la matematica, y se terminarian to-
das las polémicas desencadenadas por la crisis. Fiel a las ideas que venimos
exponiendo, el programa de Hilbert proponia que esta fundamentacién ri-
gurosa de la aritmética se apoyase en la idea de algoritmo.

Toda teoria matematica, decia Hilbert, y en especial la aritmética, debia
basarse en axiomas a partir de los cuales se irian demostrando los sucesivos
teoremas de la teoria. El punto central de la propuesta de Hilbert es que de-
bia existir un algoritmo capaz de verificar en una cantidad finita de pasos
que esas demostraciones fuesen correctas. En otras palabras, para termi-
nar con las discusiones acerca de la validez de ciertos métodos de demos-
tracién, Hilbert proponia establecer un criterio claro, objetivo y mecanico
que permitiera resolver cualquier controversia. (En realidad, la propuesta
de dar un fundamento axiomatico riguroso para la aritmética aparecia ya
en la conferencia de Hilbert de 1900. Era, de hecho, el segundo problema
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delalista. Aunque en esa primera versién no habia ninguna referencia a la
exigencia de verificacién algoritmica. Esta idea es incorporada en la década
de 1920.)

Esimportante aclarar la idea de “axioma” que planteaba Hilbert. Segtin el
concepto clasico, un axioma es una afirmacién verdadera que es “evidente
por si misma”. Para Hilbert, en cambio, los axiomas eran simplemente afir-
maciones matematicas que se elegian, por convencién y por el consenso de
la comunidad matematica, como puntos de partida de las demostraciones
matematicas. No se pedia, de ninguna manera, que fueran “evidentes”.

Una demostracion es, para Hilbert, una sucesion finita de enunciados ta-
les que cada uno de ellos, o bien es un axioma, o bien se deduce de enuncia-
dos anteriores por aplicacién de las reglas de la logica (las llamadas reglas
de inferencia). El ultimo enunciado de la sucesion es el teorema que ha sido
demostrado. (Técnicamente, una sucesiéon formada por un tinico axioma es
una demostracién que prueba, precisamente, ese axioma. Es decir, en esta
presentacion formal, los axiomas son, ellos mismos, teoremas.)

Para verificar algoritmicamente la validez de una demostracion, ésta pri-
mero debe traducirse a un lenguaje formal previamente establecido. A con-
tinuacién, el algoritmo recorreria, uno por uno, los enunciados que la for-
man y verificaria si se cumple alguna de las dos condiciones mencionadas:
siel enunciado en cuestion es un axioma o si se deduce de manera inmedia-
ta de enunciados previos por aplicacién de las reglas de inferencia. Esto im-
plica a suvez, dos condiciones. En primer lugar, que los axiomas tienen que
formar un conjunto recursivo (existe un procedimiento algoritmico que re-
conozca en una cantidad finita de pasos si un enunciado es, o no es, un axio-
ma).

En segundo lugar, implica que las reglas de inferencia también deben ser
recursivas: debe existir un algoritmo que, dadas ciertas premisas Py, P,
Ps, ..., P, y un enunciado @, reconozca en una cantidad finita de pasos si
Q es una consecuencia inmediata de las premisas.

Segin la concepcién de Hilbert, las demostraciones se basan en los axio-
mas especificos de la teoria matematica en la que se enmarcan. Pero tam-
bién se basan en las reglas de inferencia y en los axiomas de la légica. Los
axiomas delalégica, comunes a todas las teorias matematicas, son enuncia-
dos universalmente validos elegidos convenientemente. Estos enunciados
“universalmente validos” son verdaderos no importa el significado que se
les atribuya a los simbolos y representan “reglas generales del pensamien-
to”. Un enunciado universalmente valido es, por ejemplo, “P o —=P”. Por su
parte, las reglas de inferencia tienen esta forma general: de los enunciados
Py, P,,..., P, se deduce Q. En la ldgica matematica hay muchas reglas de
inferencia, casi todas ellas heredadas de la l6gica aristotélica clasica. Una
regla de inferencia es el modus ponens, que dice que de “P = Q" y de P, se

73



Turing, herencias y enigmas

deduce Q. Otra regla es el modus tollendo tollens, que dice que de “P = Q"
y de —Q, se deduce —P. Ahora bien, si los axiomas de la 1dgica se eligen ade-
cuadamente, entonces puede trabajarse con una tnica regla de inferencia:
el modus ponens (lo cual reduce la dificultad del analisis logico de las de-
mostraciones). A modo de ejemplo, digamos que entre los axiomas de la 16-
gica incluimos “(P = Q) = (-Q = —-P)” y que trabajamos con el modus
ponens como Unica regla de inferencia. Demostremos que a partir de estos
elementos podemos demostrar quede “P = Q" yde -Q se deduce —P. Es de-
cir, demostremos que no es necesario tomar al tollendo tollens como regla
en si misma. La demostracién formal es la siguiente:

1. P = Q. (Premisa)

2. (P = Q)= (-Q = —P). (Axioma de la logica)
3. =Q = —P.(Dely 2 por modus ponens)

4. —Q. (Premisa)

5. =P. (De 3y 4 por modus ponens)

El programa de Hilbert, ademas, pedia que los axiomas elegidos para la
aritmética cumplieran las siguiente dos condiciones.

La primera es conocida como la condicién de completitud, y dice que, da-
do cualquier enunciado aritmético P, o bien su negacién - P, tiene que ser
demostrable a partir de esos axiomas. En otros términos, dada cualquier
conjetura no resuelta (como que todo namero par sea la resta de dos pri-
mos consecutivos), los axiomas tienen que poder demostrarla o refutarla.
Todo problema aritmético, tarde o temprano, sera resuelto. Esta idea no era
nueva en el pensamiento de Hilbert quien, en su conferencia de 1900, la
formul6 de la siguiente manera: “Debemos saber, sabremos” (“Wir miissen
wissen, wir werden wissen”, en aleman). Tan importante era esta frase para
Hilbert que ailos mas tarde pidi6 que se inscribiera en su lapida.

La segunda condicién que debian cumplir los axiomas es la consistencia.
Un sistema de axiomas es consistente si no existe un enunciado P, tal que
él y su negaci6én sean ambos demostrables. En otras palabras, un sistema
de axiomas es consistente si nunca llevara a una paradoja similar a la de
Russell. (Esta condicién es fundamental porque, si una teoria es inconsis-
tente, entonces todos los enunciados, tanto los verdaderos como los falsos,
son demostrable a partir de ella. En otras palabras, una teoria inconsistente
carece de toda posibilidad de distinguir la verdad de la falsedad.)

El programa de Hilbert indicaba también que debia existir un algoritmo
que, unavez elegido un sistema de axiomas para la aritmética, pudiera veri-
ficar en una cantidad finita de pasos que ese sistema es consistente: la con-
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sistencia de la aritmética debia ser verificable algoritmicamente. La consis-
tencia de otros sistemas de axiomas, propuestos para teorias mas comple-
jas, se demostraria, o bien algoritmicamente, o bien tomando como base la
consistencia de la aritmética.

A diferencia del intuicionismo, que propiciaba un cambio profundo en to-
dos los métodos de demostracién matematica, el programa de Hilbert pro-
ponia criterios de validez que se veian como razonables, a la vez que per-
mitian quela practica matematica continuara sin grandes modificaciones.
Se ha dicho muchas veces que la intencién de Hilbert era reemplazar el ra-
zonamiento matematico por operaciones mecanicas. Sin embargo, esta in-
terpretacién no es correcta. Hilbert dice explicitamente que los matemati-
cos seguirian trabajando como siempre lo han hecho, y que se crearia una
ciencia paralela, que él llamaba metamatematica, que se ocuparia de la ve-
rificacién mecanica de la validez de las demostraciones.

No solo el programa de Hilbert parecia muy razonable, sino que, ademas
hacia fines de la década de 1920 comenzé a recibir buenas noticias. Por
ejemplo, en 1929, en su tesis doctoral, Kurt Godel (1906-1978) demostré que
existe un conjunto recursivo de axiomas légicos y de reglas de inferencia
que permite representar todos los razonamientos matematicos usuales. Es-
te teorema de Godel, no tan famoso como el que estudiaremos en la préxima
seccién, es conocido como su teorema de completitud. (En ese momento to-
davia no se contaba con una definicién rigurosa del concepto de algoritmo,
pero basandose solamente sobre la idea intuitiva estaba claro que los axio-
mas logicos y las reglas de inferencia de Godel eran recursivas. De forma
similar, no se necesita una definicién rigurosa del concepto de algoritmo
para aceptar que el conjunto de los nimeros primos es recursivo.)

También en 1929, el matematico polaco Mojesz Presburger (1904-1943)
demostré que, para una versioén restringida de la aritmética, hoy conocida
como la aritmética de Presburger, puede darse un conjunto recursivo, con-
sistente y completo de axiomas. (En la aritmética de Presburger solo existe
la operacion de suma, la cual puede aplicarse una vez, dos veces, tres ve-
ces, pero no n veces con un n arbitrario, por lo que en esa teoria la suma no
permite definir la multiplicacién.)

La impresién general era que solo faltaba extender el trabajo de Presbur-
ger a la aritmética usual. El triunfo del programa de Hilbert parecia estar a
la vuelta de la esquina.

En septiembre de 1930, en Konigsberg, la ciudad natal de Hilbert (el dato
no es casual), justo la vispera del dia en que el parlamento de Kénigsberg lo
nombraria ciudadano ilustre (el dato tampoco es casual) se cerraba un con-
greso internacional dedicado a debatir el problema de los fundamentos de
la matematica. El clima general era de felicitacién a Hilbert, quien no asis-
ti6 en persona por problemas de salud, aunque si estaba presente su ilustre
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discipulo, John von Neumann (1903-1957). La conferencia de cierre estuvo
a cargo de Arendt Heyting (1898-1980), el mas importante de los represen-
tantes del intuicionismo presentes. Los intuicionistas habian sido los mas
férreos opositores al programa de Hilbert, y el ofrecimiento de la conferen-
cia de cierre era, en este caso, una oportunidad para rendirse con honor.
Heyting, con estas palabras, acept6 la derrota: “Si se completa el programa
de Hilbert hasta los intuicionistas abrazaran el infinito”.

Loas, medalla y felicitacién para Hilbert.

Pero, dicen los relatos, justo en ese momento un joven austriaco casi des-
conocido, la personificacion del estereotipo del matematico delgado, timi-
do, palido y de anteojos, que dos dias antes habia dado una conferencia ex-
plicando su tesis doctoral, levant6 la mano y dijo que tenia algo importante
que anunciar. Ese joven era Kurt Godel, y lo que tenia que anunciar era que
habia demostrado dos teoremas que probaban que el programa de Hilbert
era irrealizable: los célebres teoremas de incompletitud de Gédel. Hablare-
mos de ellos en las secciones que siguen. (El articulo con los teoremas de
Godel, que puede leerse en [6], recién se publicé a principios de 1931, porque
Godel se tom6 algunos meses para revisar que su demostracion no contu-
viera errores, y que estuviera claramente explicada. Fueron, para él, meses
de mucha tensién. Tanto fue asi que después de publicado el articulo sufrié
un colapso nervioso que lo dejé postrado en cama casi medio afio.)

23. El primer teorema de Godel

El primer teorema de incompletitud de Gddel dice que, si se elige para la
aritmética un sistema de axiomas que sea recursivo y consistente, y silasre-
glas deinferencia légica también son recursivas, entonces, contrariamente
alo que pide el programa de Hilbert, el sistema de axiomas sera necesaria-
mente incompleto. Es decir, existira un enunciado aritmético P tal que ni
él, ni su negacién, son demostrables a partir de los axiomas (se dice que ese
enunciado P es indecidible). Dicho de otro modo, si los axiomas son recursi-
vos y consistentes, y las reglas 16gicas son también recursivas, entonces ha-
bra un problema que no podra ser resuelto aplicando esos axiomas y reglas
légicas, porque la conjetura P no podra ser nunca demostrada ni refutada.
En lo que sigue, vamos a apelar a los conceptos de conjunto recursivo y re-
cursivamente numerable para dar una demostracion de este teorema. Ob-
viamente, no se trata de la demostracién original de Godel, ya que éste de-
mostr6 su teorema en 1930, mientras que Post introdujo sus ideas recién en
1944. Por otra parte, nuestra demostracion sera por el absurdo, mientras
que la demostracion original de Godel es constructiva: Godel exhibe un al-
goritmo que, dado los axiomas y las reglas de inferencia, permite escribir
un enunciado P que es indecidible. El articulo original de Godel puede leer-
se en [6] y su prueba constructiva también se encuentra en [12] y en [15].
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(Una observacién acerca de la terminologia. La palabra “recursivo”, co-
mo sinénimo de “algoritmico”, fue usada por primera vez por Gdédel en el
articulo de 1931. Post retoma el término en 1944 al hablar de conjuntos re-
cursivos o recursivamente numerables.)

Supongamos, entonces, por el absurdo, que es posible dar un sistema de
axiomas para la aritmética que sea recursivo, consistente y completo. Co-
mencemos diciendo en primer lugar que, dado que el sistema de axiomas
es recursivo, entonces el conjunto de todos los enunciados demostrables a
partir de los axiomas es recursivamente numerable. Es decir, es posible pro-
gramar la computadora permanente de tal modo que vaya imprimiendo,
uno por uno, todos los enunciados demostrables a partir de los axiomas.

Para ello, numeramos los axiomas como 1,2, 3,4,5,... Después, progra-
mamos la computadora permanente de manera que imprima, en orden, to-
daslas demostraciones delongitud 1 (la longitud es la cantidad de enuncia-
dos que forman la demostracién) basadas en el axioma 1. Luego, todas las
demostraciones de longitud a lo sumo 2, basadas en algunos de los axiomas
1y 2. Luego, todas las demostraciones de longitud a lo sumo 3, basadas en
algunos de los axiomas 1, 2 y 3. Y asi sucesivamente.

Si el sistema es, como estamos suponiendo, completo, entonces, dado
cualquier enunciado aritmético P, o bien su negacién —P (uno y solo uno
de ambos) serd impreso, tarde o temprano, en una cantidad finita de pasos.

Tomemos ahora el conjunto Sy. Como dijimos en la seccién[19} el enuncia-
do “n € Sy” es aritmético (puede traducirse al lenguaje formal de la aritmé-
tica). Por lo tanto, tarde o temprano, la computadora permanente demos-
trard e imprimira el enunciado n € Sp, o bien demostrara e imprimira su
negacién, n ¢ S, . Pero entonces tenemos un algoritmo para determinar en
una cantidad finita de pasos si un ntimero n pertenece, o no, a So: basta con
esperar hasta que se imprima alguno de los dos enunciados. En conclusion,
si hubiera un sistema de axiomas para la aritmética que sea recursivo, con-
sistente y completo, el conjunto Sy seria recursivo. Pero esto es un absurdo
porque, como hemos visto en la seccién (18} en realidad no lo es.

Concluimos asi que si el sistema de axiomas es recursivo y consistente,
entonces no puede ser completo porque existe algiin niimero natural M tal
que ni el enunciado M € Sp, ni su negacién, son demostrables. Hemos pro-
bado, entonces, el primer teorema de incompletitud de Godel.

24. El segundo teorema de Godel

El segundo teorema de incompletitud dice, en principio, que, el problema
de determinar si un sistema de axiomas parala aritmética es consistente no
es resoluble algoritmicamente. En una versién mas amplia, el teorema dice
que la consistencia de un sistema axiomatico solo puede ser demostrada
si se supone previamente la consistencia de un sistema mas complejo (y,
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por lo tanto, cuya consistencia es ain mas dudosa). Vamos a comentar las
ideas principales de la demostracién de la primera version del teorema; la
segunda, lamentablemente, excede los alcances de este texto.

Observemos, en primer lugar, que, si A, A2, As, ..., A; esun sistema con-
sistente de axiomas y P es un enunciado cualquiera, entonces:

1) Si P se demuestra a partir de los axiomas, entonces el sistema A;, Az,
As, ..., Ax, P que agrega como nuevo axioma, sigue siendo consistente;
pero, por el contrario, A1, Az, As, ..., Ax, =P es inconsistente.

(;Eslicito agregar P, que es un teorema, como nuevo axioma? Como diji-
mos antes, la respuesta es que si, porque los axiomas son solo los puntos
de partida de las demostraciones que son elegidos convencionalmente.
Por otra parte, es claro que si agregamos como axioma un teorema que
ya habia sido demostrado entonces estamos agregando una afirmacion
redundante y la naturaleza del sistema axiomatico no cambia. Si, por el
contrario, agregamos la negacion de un teorema, por ejemplo, si en la
aritmética tomamos como axioma 2 + 2 = 5, el sistema se vuelve incon-
sistente.)

2) Si —-P se demuestra a partir de los axiomas, entonces el sistema A, As,
As, ..., A, —P es consistente, mientras que A1, Az, A3, ..., Ag, Pnoloes.
(Analogo al caso anterior, pero intercambiando P con —P.)

3) Finalmente, si P es indecidible con respecto a los axiomas, entonces tan-

to Ay, As, As, ..., Ax, Pcomo Ay, Ay, As, ..., Ak, ~P son ambos consisten-
tes.
En resumen, si A, Ao, A3, ..., A, es consistente, y si existiera un algorit-

mo que determina en una cantidad finita de pasos si un sistema de axiomas
cualquiera es consistente o inconsistente, ese mismo algoritmo nos permi-
tiria determinar si un enunciado P se demuestra, es refutado, o es indeci-
dible con respecto a esos axiomas. Para ello, bastaria aplicar el algoritmo
de verificacién de la consistencia al sistema A, As, As, ..., Ay, =Py al sis-
tema A, A, As, ..., Ag, P. De este modo se puede determinar si se cumple
la condicién 1), la 2) o la 3) respectivamente.

Tomemos ahora como Aj, Az, As, ..., Ax los llamados axiomas de Peano,
que pueden verse en [12], y que son considerados los axiomas estandar de
la aritmética. Este sistema de axiomas es recursivo. Aceptaremos también,
como se hace habitualmente, que es consistente (hecho que solo puede de-
mostrarse rigurosamente sobre la base de un sistema mas complejo). Por
otra parte, dado que S, es recursivamente numerable, puede demostrarse
quelosaxiomasdePeano A, Az, As, ..., Ay enciertomodo “generan” S,. Es-
tosignifica que todo enunciado dela forman € Sy, siesverdadero, entonces
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es demostrable a partir de los axiomas de Peano. También seran demostra-
bles algunos enunciados verdaderos de la forma n ¢ So.

Conviene hacer aqui una observacién. Decir que “todo enunciado de la
forma n € Sy, si es verdadero, es demostrable” parece contradecir lo que
afirmamos en la seccién anterior. ;No habiamos dicho que existe algtin na-
mero natural M tal que ni M € Sp, ni M ¢ Sy, son demostrables? Parece
contradictorio, pero no lo es porque los casos en que ni M € So, ni M ¢ So,
son demostrables solamente ocurriran cuando M € Sy sea falso, es decir,
solo pueden suceder para valores de M que no pertenezcan a Sy.

En resumen, si tomamos los axiomas de Peano entonces, para cada »n na-
tural se puede dar una y solo una de las siguientes tres situaciones:

1. n € Sy es demostrable a partir de A;, A, A, ..., Ax. Esto implicaria
que n pertenece a Sy.

2. n ¢ So es demostrable a partir de A;, Az, As, ..., Ax. Esto implicaria
que n no pertenece a Sy.

3. n € So es indecidible con respecto a A;, Az, As, ..., A,. Esto implicaria
que n no pertenece a So.

Como deciamos mas arriba, si existiera un algoritmo capaz de determi-
nar si un sistema de axiomas es consistente o inconsistente, ese mismo al-
goritmo nos diria, para cada n, cual de las tres situaciones que acabamos
de enumerar sucede. Luego, habria un algoritmo capaz de determinar si n
pertenece, o no pertenece a Sp; sin embargo, esto es absurdo porque Sy no
es recursivo. El absurdo proviene de suponer que existe un algoritmo que
determina si un sistema de axiomas es consistente o inconsistente; ese al-
goritmo, entonces, no puede existir. De este modo queda demostrado el se-
gundo teorema de incompletitud de Godel, en su primera version.

25. ;Se resolvio la crisis?

Hubo tres respuestas a la crisis de los fundamentos; el logicismo, que no
logré superar sus propios problemas técnicos; el intuicionismo, que no pu-
do imponer su punto de vista; y el programa de Hilbert, o formalismo, que,
vemos ahora, resulté ser irrealizable. ;Qué sucedi6 entonces?

Poco tiempo después de que Godel publicara sus resultados, el nazismo
llegé al poder en Alemania y algunos afios mas tarde comenzé la Segunda
Guerra Mundial. Muchos de los involucrados en el debate sobre los funda-
mentos, entre ellos el propio Godel, debieron huir a Estados Unidos; otros,
como von Neumann, ademas de huir, quedaron involucrados en tareas re-
lacionadas con la guerra. Turing comenz6 a trabajar para el ejército inglés,
descifrando los c6digos secretos alemanes. Presburger, que se quedé en Po-
lonia, murié en un campo de concentracién. Frente a una situacién tan te-
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rrible y oscura, el problema de los fundamentos de la matematica pasé a un
segundo plano.

La discusion sobre la crisis fue retomada por Nicolas Bourbaki, que no es
una persona, sino el nombre de un grupo de matematicos franceses crea-
do en 1935, aunque comenzoé realmente su actividad diez aflos mas tarde,
después de terminada la guerra. El grupo Bourbaki que, con miembros re-
novados sigue activo hasta hoy, domina la concepcién actual que los mate-
maticos tienen sobre los fundamentos de su ciencia.

La filosofia de Bourbaki retoma esencialmente las ideas de Hilbert, aun-
que sin la exigencia de la verificacion algoritmica de las demostraciones.
Para Bourbaki, como de hecho sucede, toda teoria matematica debe estar
basada en axiomas, a partir de los cuales se demuestran los sucesivos teo-
remas. No se pide que los axiomas sean “evidentes”, sino que, como decia
Hilbert, simplemente son elegidos convencionalmente por el consenso de
la comunidad matematica, a veces meramente por razones de convenien-
cia. La tinica exigencia es que formen un sistema consistente.

Elsegundo teorema de incompletitud implica que no hay forma de garan-
tizar mas alla de toda duda que los axiomas de cualquier teoria matemati-
ca relevante son consistentes. Pero los matematicos toman esta situacion
con bastante tranquilidad. Aunque tienen que convivir con la idea de que
tal vez algtin dia un nuevo Russell encuentre alguna inconsistencia, acep-
tan este riesgo sin mayores preocupaciones. Dado que los axiomas solo son
convencionales, si surgiera una contradiccién, entienden que ésta se resol-
veria cambiando adecuadamente el sistema de axiomas.

En la practica, el método axiomatico de Bourbaki funciona perfectamen-
te. Los matematicos pueden hacer demostraciones y resolver problemas sin
necesidad de debatir sobre cuestiones tales como, por ejemplo, si la mate-
matica es solo una creacion mental humana, o si los objetos matematicos
existen en una realidad platonica abstracta. Bourbaki considera irrelevan-
te este tipo de discusiones, que, por el contrario, preocupaban centralmente
a personas como Russell y Brouwer.

Sin embargo, nos permitimos estar en desacuerdo con esta actitud dis-
plicente hacia las preguntas de la filosofia de la matematica. Entendemos,
por el contrario, que cuestiones como la relevancia de ciertos problemas
matematicos, o sobre la validez de ciertos métodos, o sobre preguntas re-
lacionadas con la ensefianza de la matematica, solo pueden ser planteadas
razonablemente sobre la base de un debate filoséfico como el que Bourbaki
descarta.

26. Una pregunta sobre historia

Antes de seguir adelante, hay dos preguntas que parece necesario discutir
y que se refieren al desarrollo histérico de los temas que estamos tratando.
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La primera pregunta es: ;c6mo se resolvi6 el problema de la inconsistencia
de la teoria de conjuntos (de la que hablamos en la secciéon[17)?

Enlos primeros afios del siglo xx muchos matematicos, Cantor entre ellos,
se convencieron de que todos los problemas de la teoria de conjuntos (de los
cuales la paradoja de Russell fue el mas grave, pero no el tinico) surgen de
considerar conjuntos “demasiado abarcadores”, como el conjunto de todos
los conjuntos. Con esta idea en mente, en 1908 Ernst Zermelo (1871-1953)
propuso un sistema de axiomas para la teoria de conjuntos. Este sistema
estaba disefiado de tal modo que impedia demostrar la existencia de esos
conjuntos abarcadores, por lo que, se esperaba, estaria libre de paradojas.
El sistema de Zermelo fue perfeccionado en 1922 por Abraham Fraenkel
(1891-1965); los axiomas resultantes forman la llamada teoria de Zermelo-
Fraenkel (abreviada ZF).

Posteriormente se propusieron otras teorias axiomaticas de conjuntos,
como NBG (por von Neumann, Godel y Bernays) y MK (por Morse, Kelley);
en estas si existen los conjuntos muy abarcadores, solo que tienen pro-
piedades mas restringidas (los conjuntos muy abarcadores son llamados
“clases propias” y, por ejemplo, no pueden ser elementos de conjuntos mas
grandes).

El grupo Bourbaki descarta por irrelevante la cuestién de cual de las tres,
ZF,NBG o MK, es la “verdadera” teoria de conjuntos. Si todas son consisten-
tes entonces todas son validas. Sin embargo, suele tomarse, simplemente
porque es la mas sencilla, a la teoria de Zermelo-Fraenkel como la teoria de
conjuntos estandar.

Sin embargo, es interesante sefialar que en su practica diaria los mate-
maticos (con la sola excepcién de los logicos y de los expertos en teoria de
conjuntos) siguen usando la teoria intuitiva de Cantor, precisamente por-
que es mas intuitiva. El modo que tienen de evitar las paradojas consiste en
fijar un marco de referencia, como R o el conjunto de todos los subconjun-
tos de N, y nunca excederlo; de este modo se evita trabajar conjuntos muy
abarcadores.

La segunda pregunta que es interesante plantear es: ;cémo defini6é Godel,
en 1931, el concepto de “recursivo”, si la definicién rigurosa de algoritmo
recién fue presentada en 19377

Godel da una definicién propia de la nocién de algoritmo, que no detalla-
mos aqui porque es demasiado técnica y no hace a nuestra discusién. Sin
embargo, era consciente de que su definicién podia ser limitada, en el sen-
tido de que podrian llegar a existir procedimientos algoritmicos que no es-
tuvieran contemplados por esta. Tanto es asi, que Godel acota, por ejemplo,
que el segundo teorema de incompletitud puede no estar completamente
demostrado, porque podrian existir procedimientos algoritmicos de verifi-
cacién de las demostraciones que no son abarcados por su definicién.
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Posteriormente se demostroé que, en efecto, existen algoritmos (en el sen-
tido de maquinas de Turing) que la definicién de Godel no incluye. Sin em-
bargo, también se comprobé que la demostracién de los teoremas de in-
completitud puede adaptarse para contemplar esta situacion. De hecho, en
1963 Godel agregé a su articulo la siguiente posdata: “Como consecuencia
de avances posteriores, en particular del hecho de que gracias a los trabajos
de A. M. Turing ahora disponemos de una definicién precisa e indudable-
mente adecuada de la nocién de sistema formal [aquél donde las demostra-
ciones son verificables algoritmicamente], ahora es posible dar una versién
completamente general de los teoremas VI y XI [que, en la enumeracion del
articulo, son respectivamente el primero y el segundo teorema de incom-
pletitud]”.

Podemos hacer un tercer comentario, que parte de esta pregunta: ;existe
un conjunto que tenga un cardinal mayor que el de N, pero menor que el de
R? En 1877 Georg Cantor conjetur6 que tal conjunto no existia, es decir, que
no habia un nivel de infinitud intermedio entre el de Ny el de R. A esta con-
jetura se la conoce como la hipétesis del continuo, y durante muchos afios
Cantor intent6 demostrarla, aunque sin éxito. En su conferencia de 1900,
Hilbert puso el problema de la hipétesis del continuo en el primer lugar de
su lista. ;Fue resuelto este problema?

En 1939 Godel probd que, si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
es consistente, entonces la hipétesis del continuo no puede ser refutada a
partir de ella. Pero, por otra parte, en 1963 el estadounidense Paul Cohen
(1934-2007) demostr6 que tampoco puede ser demostrada. Es decir, la hi-
potesis del continuo es indecidible con respecto a la teoria estandar de con-
juntos.

Entonces, jes verdadera o es falsa? Para la filosofia del grupo Bourbaki
la pregunta es irrelevante. De hecho, asi como existen geometrias no eucli-
dianas, perfectamente validas, que niegan el quinto postulado de Euclides;
Bourbaki acepta la existencia de dos teorias de conjuntos validas. Una teoria
“cantoriana” que incorpora la hipétesis del continuo como nuevo axioma,
y una teoria “no cantoriana” que incorpora como axioma su negacion.

27. La respuesta al décimo problema

Quedaba pendiente la respuesta al décimo problema de Hilbert: ;existe un
algoritmo que, dada una ecuacién diofantica cualquiera, permita determi-
nar en una cantidad finita de pasos si esa ecuacion tiene, o no, solucién?
Este problema fue resuelto, en 1970, por la matematica estadounidense Ju-
lia Robinson (1919-1985) y a esta altura del desarrollo de nuestro tema los
lectores no se sorprenderan al saber que la respuesta es que no existe un al-
goritmo asi. Es decir, el problema de determinar si una ecuacién diofantica
tiene solucién no es resoluble algoritmicamente. (En realidad, Julia Robin-
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son completo casi toda la demostracion de la solucion del décimo problema,
le falt6 solamente un pequefio detalle. Este ultimo punto fue completado
por el matematico ruso, en ese tiempo soviético, Yuri Matiyasévich, nacido
en 1947. Sin embargo, en un gesto de machismo flagrante, el resultado es
conocido como el teorema de Matiyasévich, y no como teorema de Robin-
son.)

La solucion del décimo problema (que puede leerse en [4]) puede desarro-
llarse mediante ideas muy similares a las que hemos mostrado para pro-
bar que el halting problem es irresoluble algoritmicamente. Para comen-
zar, se demuestra que, asi como hay una numeracién de las maquinas de
Turing, existe asimismo una numeracién de todos los polinomios, en una o
varias variables, con coeficientes enteros. Digamos que esa numeracion es:
Py, Py, Ps, Py, ...

A continuacién, de manera similar a lo hecho para Sy, definimos ahora el
siguiente conjunto:

Do = {n: laecuacién P, = n no tiene solucién }.

Puede demostrarse que D, es recursivamente numerable. Para probarlo,
recordemos primero que, segiin vimos en la seccion[12} los nimeros enteros
(posibles soluciones de una ecuacién de una sola incégnita) pueden ponerse
en correspondencia uno-a-uno con N. En la seccién [4] vimos que lo mismo
sucede con las ternas de nimeros enteros (posibles soluciones de una ecua-
ci6én de tres incégnitas). Andlogamente para los pares de ntimeros enteros,
y asi sucesivamente.

A continuacién, programamos la computadora permanente de tal modo
que haga, en paralelo, una btisqueda por “fuerza bruta” de las posibles so-
luciones de todas las ecuaciones de la forma P, = n. Para ello, seguimos
una vez mas el esquema i1, i21, 412, 113, i22, 131 de la figura[3.13] solo que aho-
ra i, indica que hay que testear la m-ésima solucién posible de la ecuacién
P, = n. En otras palabras:

1. La computadora toma la primera solucién posible (el primer entero,
o el primer par, etc. dependiendo de la cantidad de incégnitas) para
P, = 1,y comprueba si es, 0 no, realmente solucién de la ecuacién.

2. Hace lo mismo para la primera solucion posible para P> = 2.
3. Prueba la segunda solucién posible para P; = 1.

Y asi sucesivamente. Cuando encuentra una solucién, imprime el valor
correspondiente de n y ya no vuelve a trabajar con esa ecuacién. De este mo-
do, el programa ird imprimiendo todos los elementos de D, que, entonces,
forman un conjunto recursivamente numerable.
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Sin embargo, puede probarse que D§, el complemento de Dy, no es recur-
sivamente numerable (la demostracién, sin embargo, excede los alcances
de este texto). Deducimos asi que Dy no es recursivo. Es decir, no existe un
algoritmo que, dado el nimero n, determine en una cantidad finita de pasos
si P, = ntiene solucion. En consecuencia, el problema de determinar si una
ecuacién diofantica tiene, o no, solucioén es irresoluble algoritmicamente.

28. Reflexiones finales

Elprimer teorema de incompletitud de Godel dice que, fijados los axiomasy
las reglas de inferencia de alguna teoria matematica clasica (como el ana-
lisis, la aritmética o la teoria de conjuntos), siempre existiran, en esa teo-
ria, problemas que son irresolubles. Pero irresolubles a partir de esos axio-
mas, nada impide que puedan resolverse si se agregan nuevos axiomas, o se
crean nuevos métodos, o se toman los axiomas de alguna otra teoria. Lejos
de ser una observacién puramente hipotética, hay muchisimos casos que
ejemplifican esta situacién. Comentemos, a modo de ejemplo, los proble-
mas que mencionamos en la introduccién: la cuadratura del circulo y la re-
solubilidad de la ecuacién de quinto grado.

La cuadratura del circulo es el problema que pide, dado un circulo cual-
quiera, construir con regla no graduada y compas un cuadrado con la mis-
ma area que el circulo dado. Este problema geométrico, planteado en Grecia
en el siglo v a. C., fue resuelto recién en 1882. La respuesta es que la cons-
truccion es irrealizable, pero la respuesta no se basa en los métodos de la
geometria, sino del algebra y del analisis.

El segundo problema fue planteado por algebristas italianos del siglo xvi.
La pregunta es si existe una férmula resolvente para la ecuacién de quinto
grado, similar a la bien conocida para la ecuacién cuadratica (en el siglo xvi
se habian encontrado férmulas para las ecuaciones de tercer y cuarto gra-
do). Este problema fue resuelto en la década de 1820, cuando se demostré
que tal férmula no existe. La demostracién, sin embargo, requirié la crea-
cion del algebra abstracta y, en particular, de la teoria de grupos.

Un tercer ejemplo, mas reciente, es el caso del dltimo teorema de Fermat,
una conjetura planteada por Pierre de Fermat (1601-1665) en 1637. La con-
jetura dice que, sin > 2 entonces la ecuacién diofantica z" + y" = 2" no
tiene soluciones enteras positivas. Se trata, evidentemente, de un proble-
ma formulado en el campo de la aritmética; sin embargo, su demostracién,
hallada por Andrew Wiles en 1995, emplea métodos que combinan el alge-
bra abstracta con las funciones de variable compleja.

En resumen, podria pensarse a primera vista que la palabra incompleti-
tud que se asocia a los teoremas de Gddel tiene una connotacién negativa,
porque incompleto es aquello a lo que le falta algo, que carece de algo. Sin
embargo, en este caso la idea de incompletitud nos habla de un aspecto po-

84



Capitulo 3 El suefio de Hilbert, las mdquinas de Turing y...

sitivo de la matematica. Nos dice que la matematica nunca se terminara,
que siempre habra problemas que nos obliguen a crear nuevos métodos o
nuevas teorias. Nos dice que la matematica, como construccién colectiva
humana, es un camino infinito.
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El contexto de

la obra de Alan Turing:
la Segunda Guerra Mundial

Daniel Lvovich]

Las dos guerras mundiales pueden ser estudiadas como resultado de una
crisis general que abarc6 buena parte de la primera mitad del siglo xx, como
dos componentes intimamente vinculadas de un mismo proceso histérico.
Entre las causas estructurales que explican la Primera Guerra Mundial se
encuentra el modo en que las principales potencias se posicionaron en re-
lacién con el reparto del poder y la riqueza del mundo tras el fin de 1a época
del imperialismo, es decir, el modo en que paises que lograron alcanzar un
desarrollo econémico tardio en relacién con las potencias que lo habian he-
cho desde la primera mitad del siglo xix buscan posicionarse cuando ya una
parte del mundo estaba repartido en términos politicos y econémicos.

La Primera Guerra Mundial fue un conflicto largo y enormemente des-
tructivo, que se peleé fundamentalmente en territorios europeos. La Segun-
da Guerra Mundial en este contexto muy general se considera normalmen-
te como uno de los resultados del modo en el que se tramit6 la paz en la
Primera Guerra Mundial, poniendo condiciones politicas y econémicas so-
bre los paises derrotados, en particular sobre Alemania, que contribuyeron
no solo a debilitar la naciente democracia en ese pais - en la llamada Repu-
blica de Weimar - sino a generar unas condiciones econémicas que a la vez
explican en parte los origenes de la crisis de 1930. Esta crisis provoco a su
vez conmociones sociales a nivel global, y 1a quiebra de la democracia en
buena parte de Europa y de América Latina.

Visto mas de cerca, mientras que para la Primera Guerra Mundial hay mu-
cha discusién sobre las responsabilidades, que no son las causas estructura-

“N. de la R.: desgrabacién de la charla original (UNGS, 2017): Paula Albarracin.

89



Turing, herencias y enigmas

les, sino sobre las decisiones politicas que derivaron en el estallido del con-
flicto en 1914, en el caso de la Segunda Guerra Mundial no hay dudas: esta
claro que el régimen nazi y el militarismo japonés toman la iniciativa y son
los responsables por haber desarrollado la guerra. Son regimenes basados
en el expansionismo, en el rechazo de la completa herencia de la revolucion
francesa con su idea de igualdad entre los hombres, en la concepcién de la
supremacia natural de sus propias naciones.

Las potencias, que serian luego los aliados en la guerra, no hicieron na-
da para evitar una serie de movimientos que hoy sabemos que anticipaban
la guerra. Entre ellos podemos resefiar la invasién japonesa de Manchuria,
la invasién italiana de Etiopia en 1935, la intervencién italiana y alemana
en la guerra civil espafola del lado del franquismo, frente a la cual ni In-
glaterra ni Francia intervienen, mientras la Unién Soviética lo hace tarde
y de un modo que a la larga se revel6 desastroso. Algo similar ocurrié ante
la anexién de Austria por Alemania, seguida por la anexién de casi todo el
territorio de Checoslovaquia por el Tercer Reich. Hay una politica de apaci-
guamiento fracasada por parte de Francia e Inglaterra ante el rearme y el
expansionismo aleman. La informacién sobre la Segunda Guerra Mundial
que exponemos en este trabajo se basa en dos textos fundamentales: Eric
Hobsbawm, Historia del Siglo xx, 1914- 1991, Barcelona, Critica, 1995y En-
zo Traverso, A sangre y fuego: de la guerra civil europea 1914-1945, Buenos
Aires, Prometeo, 2009.

La guerra comenzo el primero de septiembre de 1939 cuando Alemania
invadi6 Polonia, tras un previo acuerdo entre Stalin y Hitler que implic6 el
desmembramiento de aquel pais. Ante este evento Francia e Inglaterra de-
clararon la guerra a Alemania. En pocas semanas Alemania derrot6 y ocu-
p6 Noruega, Dinamareca, los Paises Bajos, Bélgica y Francia. Italia se sumd
ala guerra y avanzé sobre Yugoslavia. Es un proceso muy rapido, a media-
dos del afio 40 Inglaterra se encuentra sola en la lucha contra Alemania,
que ademas controla los mares con sus submarinos. El control del Océano
Atlantico era muy importante porque a través del mar llegaban los abaste-
cimientos militares enviados desde Estados Unidos y los alimentos que ve-
nian de otros lugares del mundo, como la Argentina, cuya neutralidad era
una condicién necesaria para poder abastecer a Inglaterra. La guerra en es-
ta etapa se libra sobre todo en el mar y a través de ataques aéreos, ya que
Alemania y sus aliados controlan practicamente todo el territorio europeo.

La guerra entra en una segunda fase cuando el 22 de junio de 1941, Ale-
mania invade la Unién Soviética. Esta es una guerra con una caracteristica
distinta a la guerra anterior, porque la guerra del frente oriental y sobre to-
do en Rusia fue una guerra de exterminio. El proyecto nazi para Europa era
un predominio aleman, un predominio ario sobre el conjunto de Europa, en
el cual los europeos occidentales podrian integrarse, no en condiciones de
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igualdad, perorecibiendo un trato relativamente bueno. Para Europa orien-
tal, pueblos eslavos, los nazis solo ofrecian muerte, servidumbre y esclavi-
tud. De hecho, en Polonia el nazismo extermina fisicamente al grueso de
la clase dirigente, intelectual, eclesiastica, politica en el periodo que va de
1939 a 1941. Las dotaciones de alimentos, las calorias que se suministraban
a la poblacién polaca no llegaban al nivel de subsistencia, y eran muy in-
feriores a las que recibian los franceses, belgas u otras naciones ocupadas
por la Alemania Nazi. Cuando empieza la guerra en Rusia hay una orden
de fusilar a todos los comisarios politicos del partido comunista y a todos
los judios. Esta es una primera fase del exterminio, se estima que fueron
1,5 millones de judios fusilados alli y alrededor de 1 millén de dirigentes del
partido comunista y del estado soviético.

Se trat6 de una guerra de exterminio y esclavitud, que buscaba, siguiendo
la idea de Hitler, dominar todo el enorme territorio de la Unién Soviética
en tres meses. Ese objetivo no se logro por la enorme resistencia rusa. Hay
ciudades como Leningrado que estuvieron sitiadas por anos, se calcula que
mueren por hambre en estos sitios casi un millén de personas. También en
el afio 1941 la guerra se internacionaliza cuando Japén ataca la base mili-
tar estadounidense de Pearl Harbor. Con ello se comienza a desarrollar la
guerra en el Océano Pacifico y ala vez la Alemania nazi le declara la guerra
a Estados Unidos. Ya antes, a partir del afio 1940, también la guerra habia
llegado a Africa, donde las tropas inglesas se enfrentan a los ejércitos de
Alemania e Italia.

Desde 1942 Estados Unidos logra revertir a muy alto costo la situacién en
el Océano Pacifico comenzando su avance hacia Japén, mientras la URSS
tras detener el avance aleman en Stalingrado comienza una larga contra-
ofensiva. Tras los desembarcos aliados en Sicilia en 1943 y en Normandia
en 1944 comienza un movimiento desde ambos frentes que culminaria con
la derrota alemana y de sus aliados europeos.

Entre los afios 1941y 1945, los inicos paises que no participaron dela gue-
rra son Espaifia, Portugal, Suecia, Suiza y Turquia en Europa, Afganistan en
Asia y la mayor parte de los paises latinoamericanos, aunque hay algunos
que participan directamente con tropas como Brasil y algunos paises cen-
troamericanos. Fue una guerra de dimensiones colosales, nunca antes vis-
tas. Algunas cifras dan cuenta de esta magnitud de la destruccién. En la Se-
gunda Guerra Mundial muere del 10 al 20 % de la poblacién total de Polonia
y de Yugoslavia, del 4 al 6 % de la poblacién total de Alemania, Italia, Aus-
tria, Hungria, China y Jap6n, 1% de la poblacién de Francia y de Gran Breta-
fia. Se estima que mueren unos 24 millones de rusos y un millén y medio de
yugoslavos. Una aterradora cifra muestra las caracteristicas de la guerra
en el Frente Oriental. De 5.700.000 prisioneros rusos, mueren 3.300.000 en
los campos de prisioneros alemanes de hambre y de frio.
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Se destruye un 25 % de toda la capacidad de produccién de la Unién So-
viética, 13 % de la de Alemania, 8 % de la de Italia, 7% de la de Francia. En la
URSS quedan destruidos 70 mil pueblos y 7 mil ciudades, Yugoslavia pierde
el 50 % de su ganado, el 60 % de sus rutas, el 5% de sus puentes, el 20 % de
sus casas.

A todo esto, hay que agregarle el genocidio. La propia palabra genocidio se
comienza a aplicar después de la guerra para definir el proceso que en los
campos de concentracién y de exterminio nazis llev a la muerte a casi seis
millones de judios, junto a centenares de miles de gitanos y de otros grupos
étnicos, religiosos y politicos.

Por supuesto, la guerra termina en Europa en mayo de 1945 cuando las
tropas soviéticas toman Berlin, y en Asia en agosto de ese ailo, tras la explo-
sién de las bombas atémicas norteamericanas sobre Hiroshima y Nagasa-
ki. Desde las guerras napoleénicas - cuando tras la revolucion francesa, los
ejércitos de Napoledn salen a conquistar toda Europa - la mayor parte de la
poblacién masculina joven, en edad de combatir, es incorporada a las Fuer-
zas Armadas. Comparadas las guerras modernas con las de la antigiiedad,
se llega a proporciones muy altas de la poblacién directamente involucra-
das en la actividad bélica.

Se estima que en la Segunda Guerra Mundial un 20 % de la poblacién acti-
va se enrola en los ejércitos. La novedad del siglo xx es que la guerra involu-
cra a todos los ciudadanos. ;Qué quiere decir que involucra a todos los ciu-
dadanos? En un sentido quiere decir que una parte importante de la pobla-
cién es movilizada como soldados, y otra parte importante de la poblacién
es movilizada para el esfuerzo de guerra, la industria se orienta a la pro-
duccién bélica, los estados orientan los recursos colectivos para sostener el
esfuerzo bélico. En este tipo de guerras, la mayor parte de la poblacién se
dedica al esfuerzo bélico. En Alemania e Inglaterra, para quienes la guerra
dura seis afos, toda la poblacién se encuentra trabajando en las fabricas
de armamentos, o en el servicio de rescate, o en la produccién de textiles
para los ejércitos. Esto solo puede ocurrir en sociedades industriales, y en
la Primera y la Segunda Guerra Mundial van a resultar vencedores aquellos
que tengan mas capacidad para producir armas, municiones, combustibles,
transportes.

Pero también la poblacién civil pasa a ser un objetivo directo de los ata-
ques multiplicando las victimas. Cuando Alemania invadié Bélgica en la
primera Guerra Mundial mueren seis mil civiles, lo cual genera un escan-
dalo universal. A partir de alli asistimos a un progresivo acostumbramiento
a la barbarie de la destruccién masiva de vidas civiles. Las cifras de civiles
muertos en la segunda Guerra fueron escalofriantes. Por ejemplo, para el
caso de la Unién Soviética, se estima que del total de las victimas, 18 millo-
nes fueron civiles. Los bombardeos de zonas industriales y los de las zonas
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pobladas se hicieron la regla dejando centenares de miles de muertos en las
ciudades inglesas, alemanas y de otros paises, pese a que se demostr6 que
lejos de desmoralizar a la poblacién, los bombardeos reforzaron su deter-
minacién.

Los conflictos bélicos del siglo xx fueron guerras industriales que requi-
rieron cantidades increibles de materiales. Por ejemplo, en la batalla de Jena
en 1806 -solo 135 anos antes del estallido de la Segunda Guerra Mundial-
Napoleén derroté a los prusianos con 1500 disparos de artilleria. En con-
traste Francia al final de la Primera Guerra producia 200 mil proyectiles de
artilleria diarios y solo en las ultimas dos semanas de la batalla de Berlin se
dispararon cuarenta mil toneladas de bombas. Esto exige, por lo tanto, un
estado que planifique la economia. Cuando hay una economia de guerra, el
estado planifica la economia, sea como propietario directo de las fabricas
de armas u orientando toda la produccion hacia el esfuerzo bélico. No hay
guerra moderna que se pueda ganar de otra manera.

Esto tuvo en ocasiones resultados paradéjicos. Gran Bretafia termina la
guerra muy endeudada por los acuerdos de arriendo de armas con Estados
Unidos y con los paises que, como Argentina, la proveian de materias pri-
mas y alimentos Pero como parte de esta planificacién de la economia la
poblacién inglesa va a ser mas sana, va a tener menos mortalidad infantil
y va a estar mejor alimentada que antes de la guerra, porque va a haber un
tratamiento mas igualitario en una sociedad que era sumamente desigual.
Por supuesto que esto fue posible también porque la guerra no se libré en
territorio britanico, pero el estado de bienestar britanico, el famoso plan
Beverigde, también es un resultado de la guerra.

Este caracter de la guerra implicé cambios en la gestién de la produccion,
se produce de manera distinta porque todo se ve orientado por la gestién
estatal hacia esta produccién, y es curioso porque la gestioén estatal brita-
nica y norteamericana de la guerra fueron mas exitosas que la soviética y
que la de la propia Alemania nazi que ya eran economias total o altamente
estatizadas antes de la guerra.

Entonces podemos entender que el conflicto mundial es también un con-
flicto por acceder a nuevas tecnologias, por desarrollarlas mas rapido que
el enemigo, por robarle sus secretos tecnolégicos por todos los medios posi-
bles.

Podemos comparar al caso de Alan Turing y su equipo con el proyecto
Manhattan, desarrollado a partir de la advertencia de unos cientificos nu-
cleares hiingaros refugiados y del propio Albert Einstein, quienes le infor-
man al presidente Roosevelt en agosto de 1939, poco antes de que estalle la
guerra, que Alemania estaba desarrollando un proyecto de armas nuclea-
res. Con esta carta se inicia el proyecto Manhattan, que es el nombre clave
del proyecto nuclear de Estados Unidos que terminaria con las bombas so-
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bre Hiroshima y Nagasaki. Otros paises tuvieron iniciativas similares, como
el proyecto Uranio en Alemania y el proyecto Borodino en la Unién Soviéti-
ca. Dehecho, en la batalla de Berlin, uno de los objetivos del Ejército Rojo fue
apropiarse delasinstalaciones donde se estaba llevando a cabo el desarrollo
central del proyecto Uranio.

En el proyecto Manhattan participaron ademas de algunas personas céle-
bres, como Einstein y Oppenheimer, unas 130.000 personas, lo que supone
la existencia de todo un estado haciendo inversiones de capital y humanas
orientando el conjunto de la economia de una manera decisiva para alcan-
zar este objetivo.

En el caso de la organizacién en que se inserta Turing fueron diez mil las
personas involucradas, lo que implica un esfuerzo econémico y organizati-
vo de vasto alcance. Alan Turing estaba trabajando desde antes de su doc-
torado en temas similares, pero ya para septiembre de 1939 se habia incor-
porado al servicio de criptografia de la inteligencia britanica. Tenia 26 aiios
en ese momento.

No voy a desarrollar los modos en que logra romper los cédigos de Enig-
ma, el sistema que los alemanes usaban para encriptar sus mensajes, pues
de ello se ocupa el capitulo[5] Pero puedo brindar algunos datos para medir
la efectividad del trabajo de Turing para desencriptar los codigos alemanes.
En el ano 1940, son hundidos 520 buques aliados que iban hacia Inglaterra,
en 1941 pasan a ser 456, en 1942 son 1155 las embarcaciones que se hundie-
ron, pero cuando se descifra al afio siguiente el c6digo aleman, la cifra se
redujo nuevamente a 452 hundimientos. Tanto en el desarrollo de la guerra
en el Mediterraneo y en el norte de Africa como en el frente ruso la informa-
cién aportada por el Servicio Britanico de Descifrado fue fundamental. Se
sabe que unos dias antes del desembarco de Normandia, los aliados sabian
que los alemanes creian que el desembarco iba a ser en el paso de Calais y
no en Normandia, a través del descifrado de los textos encriptados por las
maquinas Enigma. Por eso se estima que la contribucién de Turing a la gue-
rra fue fundamental y que logré evitar millones de muertes y reorientar
decisivamente el curso de la guerra.

La guerra mundial transformé al mundo, fue el comienzo del mundo bipo-
lar dela guerra fria, y también porque fue la cuna de algunos de los grandes
saltos tecnoldgicos que llegan desde la energia nuclear hasta los origenes de
la computacién. Por eso siempre hay que pensar en la cultura y la tecnolo-
gia como resultados de procesos humanos maravillosos, de cooperacion, de
conocimiento, de transmisién de ideas y como resultados también de pro-
cesos de barbarie inauditos a los que lamentablemente nos venimos acos-
tumbrando en los tltimos 100 afios.

El destino personal de Alan Turing no fue acompariado por la gloria que
si obtuvieron los generales victoriosos. Todo su trabajo permaneci6 en se-
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creto hasta la década de 1970, y en 1952 fue procesado por homosexualidad,
condicién que era penada por la ley en Inglaterra hasta 1967. Turing murié
en la carcel, dos afios después de su condena, en circunstancias nunca del
todo aclaradas. Recién en 2013 se exonerd a Turing y se anularon los cargos
en su contra.
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La criptografia mecanica
de la Segunda Guerra

Ariel Waissbein/|

1. El trabajo de Turing como criptografo

Turing se hizo famoso por haber “atacado” la maquina Enigma usada por
los alemanes durante la segunda guerra mundial, pero su trabajo como
criptégrafo no se circunscribié a esta Unica hazafia. Ademas de descifrar
la Enigma, Turing hizo dos grandes contribuciones mas: el descifrado de
la maquina Lorenz y el desarrollo de la maquina Delilah. Los alemanes ve-
nian usando sistemas automaticos de cifrado desde antes de la primera
guerra y contaban con numerosas variantes de maquinas para esta tarea,
entre ellas, la maquina Lorenz, diferente de Enigma, cuya existencia fue
descubierta por los aliados hacia el final de la guerra. Por otro lado, cuando
Turing viaj6é a Estados Unidos, hacia el final de la segunda guerra, se en-
teré que Churchill y Roosvelt usaban una maquina que les encriptaba las
conversaciones telefénicas. Su versién mejorada de esa maquina, Delilah,
hacia que se oyera mejor y aceleraba el proceso. Pero aqui nos queremos
ocupar de Enigma, asi que dejamos a Lorenz y a Delilah.

2. El funcionamiento de Enigma

Antes de empezar la descripciéon de Enigma, hay que imaginar el mundo en
esa época. Situémosnos en 1910. La comunicacién era muy basica; se usa-
ban telégrafos, algunas maquinas de comunicacién inaldmbrica o radio pa-
ra mandar mensajes. No habia correo electrénico, ni Telegram, ni ninguno
de estos medios digitales con los que contamos actualmente. Esos medios
que se usaban no tenian capacidad para digitalizar la voz, pensemos en una
radio. Delilah digitalizaba voz, pero es bastante posterior. Para transmitir

“N. dela R.: este articulo esta basado en la charla del autor durante las jornadas “Ecos de la
figura y de la obra de Alan Turing” (UNGS, 2017). Desgrabaci6én: Paula Albarracin.
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un mensaje, este se escribia en papel, se cifraba de alguna manera, el emi-
sor lo transmitia en c6digo Morse por algiin medio de comunicacién, el re-
ceptor lo transcribia a mano, lo descifraba y, finalmente, se lo mostraba al
destinatario.

Estos procesos eran lentos y no sacaban provecho de la nueva tecnologia
delrecién inciado siglo xx. La empresa alemana Scherbius y Ritter, fundada
en 1918, se concentro en el proyecto de sustituir los sistemas de encriptado
con “lapiz y papel” utilizados durante la primera guerra mundial por al-
guna maquina que sacara provecho de los nuevos desarrollos cientificos y
tecnolégicos. Como resultado de este trabajo, Scherbius disefi6 la maquina
Enigma.

Figura[5.1} Maquina Enigma, fotografia tomada por Thomas Guest[]

El aspecto exterior de la Enigma es como el de una maquina de escribir
antigua un poco aparatosa (ver figura. Desde afuera, se puede apreciar
que ademas del teclado en el que se presionan las letras para escribir el tex-
to, tiene un tablero con las veintiséis letras del alfabeto (los alemanes no
tienen “n”), cada letra con una lamparita pequefia, un clavijero y unas rue-
das dentadas que son los rotores (tres o mas, depende de la versién). Cada
rotor tiene al lado un pequeiio indicador que muestra su posiciéon, como las
perillas de la cocina, y tiene 26 posiciones posibles, indicadas con una letra.

Como en los sistemas actuales, para comenzar hay que introducir una cla-
ve en la maquina. Supongamos que tenemos una maquina de tres rotores.
La clave tendra entonces tres letras. El operador, la persona que usa la ma-
quina, posiciona cada rotor segin la letra de su clave; toma el texto “llano’ﬂ
que tiene anotado en un papel y teclea en el teclado la primera letra; en ese

"Foto disponible en
https://wordpress.org/openverse/image/dd870ee8-cc70-434a-8831-£06294dc3751//con
licencia de Creative Commons BY 2.0.

Se llama texto llano a un texto inteligible por una persona que conoce el idioma en el que
estd escrito.

98


https://wordpress.org/openverse/image/dd870ee8-cc70-434a-8831-f06294dc3751/

Capitulo 5 La criptografia mecanica...

momento, una corriente eléctrica pasa por el cableado interno e ilumina la
letra correspondiente del texto encriptado en el tablero. El operador anota
la letra que salié y contintia con la segunda letra de su texto. Toda la ope-
ratoria se hacia manualmente. Una vez encriptado el mensaje, se lo pasaba
por telégrafo al destinatario del mensaje. Ambos, destinatario y emisor co-
nocian la clave secreta (como se habian puesto de acuerdo es otro tema). E1
destinatario acomodaba los rotores segtn la clave, tecleaba el texto encrip-
tado y obtenia el texto llano.

Ahora tratemos de entender el funcionamiento interno. Esta explicacién
se basa en el excelente libro de Simon Singh, Los cédigos secretos [4]. La ver-
siébn mas simple de la maquina tiene tres rotores. Cada rotor es un cilindro
chato con dos tapas de metal y una goma interna llena de cables, como una
especie de alfajor. No se puede abrir. Cada rotor tiene tantos cables como
letras del alfabeto y cada cable va desde una tapa a la otra uniendo una en-
trada y una salida. En la figura[5.2]se muestra un ejemplo de un rotor con 6
cables, para que sea mas claro.

1—2

2—5

3—4

4+— 3

5—1

6+— 6

Figura[5.2] Esquema ilustrativo de un rotor con el cableado internol]

Vamos a empezar explicando como funcionaria una Enigma de un rotor
paraun alfabeto de 6 letras,dela “a” ala “f”. Al presionar una tecla del tecla-
do, ocurren dos acciones: en primer lugar, una corriente eléctrica pasa por
los cables uniendola tecla presionada con uno de los cables del rotor y a este
con una luz del tablero (ver figura[5.3); en segundo lugar, el rotor gira una
posicién modificando la forma en que se vinculan las teclas de entrada con
las salidas en el tablero. En las figuras[5.3)y[5.4]se busca representar esque-
maticamente la situacion en la posicién inicial y luego de un giro usando el
rotor de la figura[5.2}

Como se muestra en la figura[5.3} 1a letra “a” del teclado se conecta con la
entrada 1 del rotor cuando este se halla en la posicién inicial, la letra “b” se
conecta con la entrada 2, la letra “c” con la 3 y asi siguiendo. De la misma

“Ilustracién: Eda Cesaratto.
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forma, la letra “A” del tablero de salida se conecta con la salida 1 del rotor,
la “B” conla 2, etc. En la figura[5.3) se muestra que la letra “B” se conecta con
la salida 2. De esta forma, con el rotor de la figura resulta que el camino
que sigue el pulso eléctricoes “a”— 1 — 2 —“B” (porque en nuestro ejemplo
derotor, el 1 esta conectado con el 2). El rotor gira. El cable que va del teclado
al rotor no se mueve por lo que resulta que la letra “a” queda conectada con
la entrada 2 del rotor. Lo mismo pasa con los cables del tablero. Estos no se
mueven. Entonces la salida 5 del rotor en la posicién 2 se conecta con la D,
pues en la posicion inicial del rotor estaba la salida 4. Asi, después de un
giro, resulta que si pulsamos la tecla “a” se produce el siguiente recorrido
“a”— 2 — 5 —-“D”, ya que el 2 esta conectado al 5 en nuestro rotor. Resulta

que el texto plano “aa” queda cifrado como “BD”.

Se presiona la le- Se enciende la te-
tra a del teclado cla B del tablero

Figura[5.3] El sistema en la posicion inicial. La letra “a” se cifra como “B”.

Se presiona la le- Se enciende la te-
tra a del teclado. cla D del tablero.

Figura El sistema en la posicion 2. Recordemos que los cables que van del tecla-
do (izquierda) al rotor y del rotor al tablero (derecha) no se mueven respecto de la

“on

posicidn inicial. Solamente gira el rotor. La letra “a” queda cifrada como "D’ﬂ

"Tlustraciones: Eda Cesaratto.
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En una méaquina de un rotor y para una alfabeto de 6 letras, hay 6 diferen-
tes opciones de cifrar un alfabeto de 6 letras. En una maquina de 2 rotores,
una vez que el primer rotor complet6 una vuelta, comienza a girar el segun-
do rotor. De esta forma, en una maquina de dos rotores y para un alfabeto
de 6 letras, hay 62 formas diferentes de cifrar el alfabeto, para tres rotores
hay 6°.

Las maquinas que usaban los alemanes tenian tres rotores para un alfabe-
to de 26 letras. Esto daba en total 26 = 17576 posibilidades. Posteriormente,
se le agregd un rotor mas y un deflector que duplicaba las posibilidades de
cifrado.

Al momento de escribir estas notas, ademas de una excelente descripcién
dela Enigma, el sitiohttps://piottel3.github.io/enigma-cipher/ propone
un emulador. Un detalle importante es que el emulador solo funciona con
los navegadores Mozilla Firefox y Opera.

3. Los avances polacos en el descifrado de Enigma

Entre 1929 y 1932, bastante antes de que Turing dejara la universidad y fue-
ra enrolado en el servicio de inteligencia inglés, los polacos, enemigos his-
téricos de los alemanes, observaron que los métodos de desencriptado de
principios del siglo xx ya no funcionaban pues los métodos automatizados
de cifrado, como Enigma, habian entrado en escena. Tanto los aspectos his-
téricos como los técnicos pueden ampliarse recurriendo al libro Los cédigos
secretos de S. Singh [4], del cual estd basada buena parte de esta explicacion.

En 1932 el gobierno polaco enrolé a tres matematicos, Rejewski, Zygals-
ki y Rozycki, para trabajar sobre las primeras versiones de Enigma. Ellos
disponian de una maquina porque Scherbius, su creador, hizo una versién
comercial, que era ligeramente distinta de la militar, pero que se podia con-
seguir mas facilmente.

El primer paso de Rejewski fue entender como funcionaba la Enigma mili-
tar. No sabia cudl era el cableado interno de los rotores porque habian cam-
biado buena parte de la configuracién de la maquina comercial de la que
él disponia. Rejewski tenia algunas claves y algunas cribas (al par formado
por un mensaje de texto comun, sin encriptar, y el correspondiente texto
encriptado se lo suele llamar criba). Sobre la base de este material, concibi6é
un método que le permitié descubrir como estaban asociadas las letras del
mensaje cifrado con las del mensaje sin cifrar. En otras palabras, a partir
de una criba podia determinar que la configuracién del cableado de rotores
de esa maquina mandaba tal letra a tal otra, por ejemplo, que la “a” estaba
asociada con la “g”, la “f” con la “p”, etc. Usando esta informacién y el he-
cho de que el segundo rotor giraba después de 26 giros del primer rotor, y el
tercero después del 26 giros del segundo, es decir, después de 26 x 26 del pri-
mero, Rejewski lograba establecer como estaba cableado el primer rotor. En
ese momento, los alemanes cambiaban cada tanto el orden de los rotores,
maniobra que le dio suficiente informacion para establecer el cableado del
segundo rotor; y sabiendo el cableado de estos dos, apelaba al ingenio para
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calcular el tercero. Asi que, aun cuando los alemanes cambiaban el orden
cada 3 meses, y un poco mas adelante, cada un mes, él podia establecer el
cableado.

Estos desarrollos les permitieron duplicar las maquinas alemanas y de he-
cho mandaron a construir una maquina igual a las que funcionaban, apro-
ximadamente, en 1934. Aun con la maquina replicada no es obvio como des-
encriptar los mensajes interceptados. Para ello hay que saberla clave con la
que se cifraron y diferentes operadores usaban claves distintas. Para lograr
este objetivo los matematicos polacos aprovecharon que la clave se trans-
mitia dos veces. Rejewski se las ingeni6 para encontrar un sistema que le
permitia descartar claves de forma muy eficiente. Ese sistema funciona-
ba a partir de un catalogo con las 26° = 17576 posibilidades de claves. Para
hacerlo, se construia una maquina que era una suerte de enigma de seis le-
tras, y encriptando de a seis comenzaban a construir un catalogo de combi-
naciones posibles o imposibles con el cual armaban unas hojas perforadas
con agujeros pequeios, una por rotor. El niimero 6 viene de la cantidad de
formas que se puede combinar los 3 rotores, que es en efecto 3! = 6 . Estas
hojas, conocidas como hojas de Zygalski, eran puestas a trasluz. La alinea-
ci6én de algin agujerito en las tres hojas daba informacién de la posicién
inicial y 1a clave.

Los polacos construyen también una maquina que es conocida como bom-
ba kryptologiczna que, segin Wikipedia, es llamada bomba por su postre
favorito, el bombén suizo. Esa bomba era una maquina que, usando fuer-
za brutaﬂ probaba todas las claves, pero para que fuera eficiente (diera una
respuesta en un tiempo razonable) era necesario darle como entrada la in-
formacién que se obtenia de las hojas de Zygalski.

Como vemos, estos matematicos y criptélogos polacos habian avanzado
muchisimo en la comprension de la maquina Enigma.

4. Inglaterra toma la posta

Alrededor de 1938 los polacos se dieron cuenta de que los alemanes esta-
ban cambiando la forma de usar Enigma y que ya no podian descifrar los
mensajes como antes y que, ademas, el caudal de mensajes habia aumen-
tado significativamente. Estos datos les dio 1a pauta de que algo pasaba. Es
simplemente estrategia, inteligencia de sefiales. Sabian que la guerra era
inminente. Entonces decidieron aliarse a los ingleses y franceses. En una
reunion en Varsovia, les informaron todo lo que sabian, les dieron unas co-
pias de las Enigmas que habian construido y ellos mismos destruyeron toda
evidencia de este trabajo en Polonia. Un mes después Polonia era invadida
y los cript6logos fueron enviados a Francia.

Estando todavia los polacos trabajando en Francia, los alemanes agrega-
ron los rotores 4 y 5. El procedimiento que ellos usaban dependia de la can-
tidad de formas de ubicar los rotores. Con 3 rotores, hay 6 posibilidades. Con

“Se dice que un problema se resuelve por “fuerza bruta” cuando la solucién es encontrada
realizando una inspeccién sistematica de casos.
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5 rotores hay 120, entonces los polacos tenian que hacer 120 de estos cata-
logos de combinacién de claves, y 120 de esas hojas de Zygalski. No podian
porque estaban en Francia y sin recursos. Asi que acordaron con los ingle-
ses el intercambio de las dos maquinas enigmas que habian construido por
la confeccién de las hojas de Zygalski.

Al comienzo de la guerra los alemanes cambiaban los protocolos todo el
tiempo porque se daban cuenta de que los estaban desencriptando. Para
comprobar que asi era, hacian pruebas, decian porlaradio: “este es un men-
saje secreto, tal submarino tiene una tal ruta” y sacrificaban el submarino
enviandolo por esa ruta. Si al dia siguiente los ingleses lo interceptaban, se
podia conjeturar que, con alta probabilidad, los britanicos habian leido el
mensaje. Los ingleses también hacian contrainteligencia y dejaban que les
hundan barcos a propésito para no dar sefiales de que sabian leer mensajes.
Sin embargo, iban a dejar de hundir un barco pero no 10. Con un uso simple
de la estadistica, si les mandaban 10 barcos y 7 eran atacados es que les es-
taban leyendo los mensajes. Ademas usaban agentes dobles y muchas otras
técnicas. Alrededor de 1940, los alemanes dejan de usar este procedimien-
to del indicador y el ataque de los polacos dejé de servir, lo que hizo que los
ingleses no pudieran descifrar mas mensajes.

Uno o dos dias después de que Inglaterra le declaré la guerra a Alemania,
comenzaron a trabajar Turing, Welsman y algunos mas en un lugar de In-
glaterra conocido como Bletchley Park. Alli se podian encontrar ajedrecis-
tas, especialistas en sopas de letras, etc., pues se esperaba que fueran efi-
cientes para observar patrones de coincidencia, ademas de lidiar con siste-
mas eléctricos y mecéanicos. La electrénica no existia atin. En ese momento,
Turing conduce el disefio y el armado del procedimiento, la maquina y la
bomba inglesa para desencriptar mensajes.

Para trabajar con la bomba necesitaban una criba que es un mensaje de
texto comun, sin encriptar, y el correspondiente texto encriptado. Si habian
interceptado 20 mensajes de un barco, sabian que alguno era el reporte me-
teorolégico porla hora de emision (todos los barcos debian emitir el reporte
alas 6 a. m.), conocian el barco que emitia los mensajes y tenian nocién de
suubicacién. Mas ain, muchas veces identificaban a los operadores que ge-
neraban los mensajes y hasta les ponian apodos, ya que no sabian sus ver-
daderos nombres. Esta informacién recolectada todos los dias les permitia
generar estadisticas sobre el uso de ciertas palabras o giros idiomaticos de
cada operador de cada barco que podian interceptar (por ejemplo, hace ca-
lor o esta caluroso). Con todos estos trucos, se armaban una criba.

Una vez que tenian la criba, el problema era decidir cémo estaban aso-
ciadas las letras del texto encriptado y las del texto plano. Para ello desli-
zaban ambos mensajes uno encima del otro. Si cuando los alineaban, una
letra se correspondia a si misma descartaban esa posibilidad pues ninguna
letra puede encriptarse consigo misma. De esta forma descartaban posibi-
lidades. Con esta informacién se construia un “menu”. Este mend tenia dos
columnas. En la primera, se ponian las letras y en la segunda, con qué letra
estaban encriptadas.
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En definitiva, la maquina que hizo fabricar Turing, la bomba, aceleraba
este proceso probando claves, una después de la otra muy rapido (no hay
que confundirla con una “maquina de Turing” que es una nocién de carac-
ter tedrico como se explica en los capitulos[l]y[2). Cada vez que una de es-
tas posiciones, clave, etc. no funcionaba, la eliminaba y cada vez que daba
vuelta a todo el ciclo, alguien anotaba que pasé el test. Asi descartaban la
mayoria de los posibles drdenes de rotores, de clave, etc. Las pocas posibi-
lidades que quedaban eran probadas por las “redes”, que era un grupo de
mujeres que trabajaba en Bletchey Park con unas maquinas enigma modi-
ficadas para que pudieran imprimir. Para probar las claves que no habian
sido descartadas por la bomba, ellas desencriptaban el mensaje cifrado de
la criba con esas claves y decidian si las coincidencias con el sin cifrar eran
suficientes como para suponer que era la correcta. No buscaban encontrar
el cableado exacto porque hacerlo es muy dificil, pero intentaban encontrar
una solucién aproximada. De hecho, estas mujeres eran contratadas por te-
ner “ojo de ajedrecista” y, por lo tanto, eran capaces de determinar rapida-
mente inversiones de letras, ciclos, etc. Por ejemplo, si en lugar de WETTER,
que significa clima en aleman, se encontraban con “TEWWER” se esperaba
que se dieran cuenta de que se habia invertidola Ty la W.

5. La criptografia en la actualidad

Después de leer sobre el esfuerzo de los polacos, y de los ingleses de Blet-
chley Park es natural preguntarse sobre cémo funciona y para qué se usa
la criptografia hoy en dia, que contamos con medios digitales para imitar
a Turing con sus cribas. Esta seccién intenta dar algunas ideas sobre estas
cuestiones.

5.1. Claves

Enla actualidad usamos criptografia cada vez que escribimos una clave pa-
ra entrar en nuestra cuenta bancaria, nuestra cuenta de correo, nuestro te-
1éfono, etc. Podemos empezar por una pregunta muy practica: ;como elegir
nuestras claves? La eleccién usual es utilizar alguna informacién personal
como, por ejemplo, nombres y fechas de cumpleafios, a los que seles cambia
alguna minuscula por una maytuscula, se le reemplaza el cero porla O, etc.
Finalmente, estas claves son dificiles de recordar pues son muy raras y no
tienen significado para el usuario.

Para medir la seguridad de una clave se suele usar el concepto de “entro-
pia” en el sentido que esta palabra tiene en la teoria de la informacién[] Se
estima que la entropia de las claves mencionadas en el parrafo anterior es
del orden de 28 bits y que pueden ser descubiertas en 3 dias. Por el contra-
rio, se sabe que una clave creada a partir de la eleccién al azar de 4 palabras

"N.delaR.: la entropia, en teoria de la informacién, se entiende como una medida de la
cantidad de informacién que produce cada “simbolo de un lenguaje” y es uno de los conceptos
basicos introducidos por C. Shannon en el articulo [3] que dio origen a este area de la
informatica.
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del diccionario, por ejemplo, “correcto, caballo, bateria y sello”, tiene una
entropia del orden de 44 bits. En este caso, serian necesarios mas de 30 aiios
para descubrir la combinacién correcta de palabras. Asi que una forma de
crear claves seguras es elegir palabras del diccionario al azar.

5.2. Ataques

Aunque parezca extrafio, muchos ataques para adivinar nuestras claves se
hacen usando “fuerza bruta”. Un ataque usual por fuerza bruta para des-
cifrar passwords hace uso de cribas. Las paginas webs usan muchos trucos
para evitar esos ataques. A veces hacen que cada prueba tarde 2 segundos y
si un usuario prueba varias veces por el mismo IP, lo bloquea. Hay algunas
aplicaciones con passwords que son atacables con cribas y hay muchos soft-
wares cuyo objetivo es realizar tales ataques. Un ejemplo de fuerza bruta es
el uso de la criba de Eratéstenes para atacar algunos esquemas criptografi-
cos que se sostienen sobre la supuesta imposibilidad de factorizar nimeros
enteros. Es muy comun encontrarse con estos tipos de ataques y es dificil
evitarlos.

Los ataques que se llaman Side Channels son stuper interesantes. Cuando
la computadora hace operaciones para encriptar esta regalando informa-
cién. Hace unos aios nos dimos cuenta de que un programa de uso corriente
desencripta midiendo el tiempo en el que uno tarda en entrar los caracteres
de la clave. Por ejemplo, comparemos el tiempo que se tarda en teclear la W
después del 4 en una clave como 1234W, y el tiempo que se tarda en teclear L
en la clave 1234L. Obviamente, tardaremos mucho mas en teclear la L pues
esta mas lejos del 4. Este programa mide esta diferencia de tiempos, hace
estadisticas y aunque la clave esté encriptada, es posible deducir partes de
ella o, incluso, deducir la clave entera. Muchos ataques usan informacién
estadistica sobre como el usuario teclea la clave o las operaciones que hace
la computadora para encriptar. Asi, el cifrado dela clave no garantiza segu-
ridad. También se pueden hacer ataques acusticos: ciertos ruidos dan idea
acerca del lugar del teclado en el que estan las manos cuando se introduce
la clave. Otro ataque es medir el consumo de energia, porque el disco rigido
gasta diferentes cantidades de energia para diferentes operaciones mate-
maticas. La investigacién en este tema es muy activa por los intereses eco-
ndémicos y politicos que estan detras. De la seguridad informatica dependen
las elecciones, los bitcoins, y las sumas de dinero extraordinarias que estan
flotando en internet. El interés por vulnerar los sistemas de proteccién de
la informaci6n es muy grande.

Un tipo de ataque usual es el llamado “ataque de disefio”. Por ejemplo,
quiero proteger mi casa y refuerzo la puerta que da a la calle porque pienso
que es el tnico lugar vulnerable. Por el contrario, resulta que los ladrones
saltan por los fondos y entran por la puerta trasera o la puerta trampa, la
“trap door” en inglés. Se han dado casos de este tipo de problemas de disefio
enla criptografia moderna, por ejemplo, el protocolo Data Encryption Stan-
dard, usado por el gobierno de los Estados Unidos entre 1976 y 2002, que fue
acusado por la National Security Agency de tener “trap doors” (vease [2]).
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Para atacar los protocolos de “clave publica” también se usan ataques a los
canales, “Side Channels”, y “ataques de disefio”. Este tipo de protocolos es-
tanbasados enla clase de esquemas criptograficos de criptografia asimétri-
ca concebida por Whitfield Diffie y Martin Hellman. Ellos demostraron, ex-
hibiendo un esquema en particular, que dos personas pueden compartir un
secreto transmitiéndose informacion por canales inseguros sin necesidad
de encontrarse (vease [1]). Este trabajo abri6 las puertas a la introduccién
de la criptografia en la vida civil, en la vida cotidiana de la gente comtn. El
hecho de que las personas puedan intercambiar claves en forma segura sin
necesidad de encontrarse fisicamente es lo que permite el uso de internet
para transacciones comerciales, tramites bancarios, transmisién de infor-
macioén confidencial, etc. Una explicacién detallada del trabajo de Diffie y
Hellman y sus fundamentos matematicos se encuentra en el capitulo|[6]

Un protocolo de clave puiblica permite el intercambio seguro de una clave
K entre dos personas, “A” y “B”, por un canal inseguro que es monitorea-
do por un atacante “M”. Para entender el principio de este funcionamiento
imaginemos que “A” tiene un candado publico del cual guarda celosamente
sullave y quiere compartir con “B” unallave K distinta de la de su candado.
Para intercambiar esa llave compartida K con “B”, “A” le manda a “B” una
caja con su candado, “B” mete una llave K, de la cual tiene una copia que se
guarda, cierra la caja con el candado de “A” y se la reenvia a “A” que es la
Unica persona que puede abrir esa caja. Ahora “A” y “B” pueden compartir
mensajes protegidos por la llave K de extremo a extremo, lo que significa
que ni “M” ni terceros pueden leerlos. En términos informaticos, este sis-
tema tiene como principio que cada persona tenga dos claves una publica
(usuario) y otra privada (palabra clave).

Por el momento, no se conocen formas sistematicas de ataque a estos pro-
tocolos de clave publica. Sin embargo, hay ataques que aprovechan debili-
dades de los canales de comunicacién, como por ejemplo, el atacante “M”
puede meterse en el canal de comunicacién y hacerle creer a “A” que es “B”
y viceversa. Entonces “A” y “B” le mandan su clave K a “M” y este puede
leer todos los mensajes que se mandan entre ellos. “M” se aprovecha de un
mal disefio del protocolo, no del esquema criptografico, puesto que “A” y
“B” supusieron que se comunicaban entre ellos. Hay formas de determinar
la indentidad del emisor de un mensaje para evitar este tipo de ataques.

Un ataque conocido al protocolo SSH V1 se aprovechaba de una debilidad
de su sistema de generacion de claves. En esta primera version, el usuario
negociaba con el protocolo la eleccién de la clave: métodos para generarla,
su longitud en bits, etc. Como la versién 1 no contaba con un test de cali-
dad de las claves, el programa permitia usar claves de 1 o 2 bits, con lo cual
una eleccién poisible era el niimero 1. Como se puede ver en el capitulo[6]
una de las operaciones matematicas que usan los protocolos para encriptar
es la potenciacion discreta con una de las claves como exponente. Pero ele-
var a la 1 no modifica el nimero original y el mensaje original, en realidad,
no resultaba cifrado. En el trabajo como disehador y programador, uno va
notando estos errores y vulnerabilidades de los sistemas con el uso.
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Otra fuente importante de problemas son los “bugs” de implementaci6n.
Llaman a una mama desde el colegio de su hijo y le preguntan: ;su hijo se
llama “Roberto ’); drop table students;”? Obviamente no es la maestrala que
carg6 ese dato. La pregunta es por qué pasa esto. Son simplemente bugs en
la programacién de la pagina web en donde el colegio carga los datos de
los estudiantes. La clave de datos esta mal armada. Ejemplos de este estilo
de errores con programas que implementan protocolos criptograficos son
mas dificiles de explicar, pero abundan. Por eso, las mejores bibliotecas (o
librerias) de programas son las publicas pues son usadas por mucha gente.
Es muy desaconsejable usar programas propios que solamente fueron veri-
ficados por uno mismo porque nadie los corrige. De todas formas hay que
desconfiar e investigar antes de usar, los errores abundan y los atacantes
aprovechan.
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Revoluciones en la
criptografia post Turing

Nicolas Sirolli

¢Qué cambib en la criptografia después de que Turing rompié la maquina
Enigma?

Gracias al desarrollo de la tecnologia, en los tltimos tiempos el inter-
cambio de informacién se ha vuelto considerablemente mas rapido y facil,
y también mas necesario en nuestra vida cotidiana. Eso supuso nuevos
desafios para quienes necesitaran comunicarse de manera segura.

La idea que revolucion6 la criptografia consistié en mostrar que dos per-
sonas pueden usar una clave puiblica para comunicarse de manera segura,
sinnecesidad de encontrarse previamente en privado. Esta idea aparece por
primera vez en el protocolo de Diffie-Hellman, publicado en 1976, gracias
al cual los autores recibieron recientemente el premio Turing.

En estas notas ilustraremos este gran salto con ejemplos sencillos de pro-
tocolos de criptografia basados en claves privadas y publicas.

1. Criptografia de clave privada

Los protocolos clasicos de la criptografia estan basados en la utilizacién de
una clave privada, que deben compartir las dos partes que desean comuni-
carse; los llamaremos Alicia y Beto. A grandes rasgos, el esquema consiste
en:

= Un conjunto {k} de claves.

= Para cada clave %, un par de funciones e, (de encriptado) y di. (de des-
encriptado), que satisfacen

di(ex(m)) =m para todo mensaje m. (1.2)
Es deseable que evaluar las funciones dy. y ex sea sencillo y rapido.

Para comunicarse Alicia y Beto deben primero acordar, en privado, una
clave k. Una vez hecho esto, el protocolo a seguir es el siguiente:
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= Alicia encripta el mensaje m, calculando e = ex(m).
= Alicia envia a Beto el mensaje encriptado e.

= Beto desencripta el mensaje, calculando dy(e).

Gracias a se tiene que dy(e) = m. Asi, Beto obtiene el mensaje m.

Asumiremos el peor escenario posible: que Miranda, quien esta interesa-
da en conocer el mensaje m, pudo interceptar la comunicacién y conoce el
mensaje encriptado e. Mas atin, asumimos que Miranda sabe c6mo utilizar
la funcién de desencriptado di, si conoce la clave k. Por eso, el protocolo sera
seguro solamente si es dificil obtener m o k a partir de e = ex(m).

A continuacién daremos un ejemplo clasico de un protocolo de criptogra-
fia de clave privada.

1.1. Cifrado de Vigénere

Estecifrado, que data del siglo xvi, se destaca por susimplicidad, y por haber
sido considerado irrompible por muchisimos afos. Para formularlo, aun-
que no es estrictamente necesario, utilizaremos aritmética modular senci-
1la.

La clave que comparten secretamente Alicia y Beto es una palabra. Por
ejemplo, la palabra clave.

Tanto para encriptar como para desencriptar, numeraremos las letras del
abecedario, haciendo corresponderla A conel0,1aBconel 1,y asi siguiendo.

La funcién de encriptado consiste en, una vez hecha esta identificacion,
ir sumando, letra por letra, las letras del mensaje con las letras de la cla-
ve; volviendo a repetir la clave una vez que esta se termina en caso de ser
necesario.

Por ejemplo, supongamos que el mensaje que quiere enviar Alicia es “Ga-
né Boca”. Para simplificar, omitiremos espacios y caracteres especiales, y
consideraremos m = GANOBOCA. Para encriptar, Alicia realiza la suma:

GANOBOCA

CLAVECLA
ILNJFQNA

Que en términos de la correspondencia entre letras y ntimeros es la suma:

6 01314114 20

211 0214 2110
8 11 13 95 16 13 0

Notemos que no esta sumando enteros, sino que esta realizando la suma
moédulo 26, que es la cantidad deletras del abecedario. Por ejemplo, al sumar
0yV,esdeciral sumar 14y 21, el resultado es J, es decir 9, que es congruente
a 14 + 21 = 35 médulo 26.
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Para desencriptar, Beto tiene que simplemente restar la palabra CLAVE al
mensaje encriptado e = ILNJFQNA que recibi6; teniendo en cuenta también
que las restas se deben realizar médulo 26.

ILNJFQNA

CLAVECLA
GANOBOCA

Que en términos de la correspondencia entre letras y nimeros es la resta:

8 11 13 9516 13 0

211 0214 2110
6 01314114 20

La ventaja de este método se basa en que una misma letra del mensaje,
por ejemplo la 0, aparece cifrada de dos maneras distintas: como J y como
Q. Gracias a eso, Miranda no puede hacer un andlisis de frecuencia de la
aparicién de lasletras en el mensaje cifrado para intentar averiguarla clave
y/o el mensaje.

Pese a eso, en el siglo xix, mucho tiempo después de su aparicién, este ci-
frado fue roto por Kasiski (véase [1], seccién 4.2).

1.2. Enigma y después

La maquina Enigma, utilizada por los alemanes durante la segunda guerra
mundial, utilizaba un conjunto de claves mas complejas que simples pala-
bras, dadas por configuraciones de rotores y plugboards, y utilizaba para
cifrar y descifrar los mensajes un dispositivo notablemente mas complica-
do que la aritmética médulo 26.

Mas alla de que el cifrado también haya sido vulnerado, esta vez mas rapi-
damente gracias a la genialidad de Turing y su equipo, este protocolo ado-
lece de algo en comun con el de Vigenére: en ambos Alicia y Beto necesitan
encontrarse secretamente para acordar una clave con la que comunicarse
de manera segura después. Esto, en medio de una guerra, es desde ya nada
deseable, pero no inviable.

En la actualidad, en nuestra vida cotidiana nos encontramos constante-
mente comunicandonos por canales inseguros, y necesitamos poder en-
criptar nuestra informacién sin necesidad de encontrarnos previamente
con la otra parte, lo cual si nos resulta inviable. Este problema es resuelto
gracias a las ideas que desarrollamos a continuacién.

2. Criptografia de clave publica

Alicia y Beto desean compartir un secreto sin encontrarse, utilizando un
canal de comunicacién que es a priori inseguro: Miranda podria ver toda la
informacién que se transmiten. A primera vista su objetivo parece dificil de
cumplir, pero Diffie y Hellman mostraron que es posible. A grandes rasgos,
el esquema consiste en:
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= Un conjunto {g} de claves ptiblicas.
= Un conjunto {a,b, ...} de claves privadas.

= Para cada par de claves privadas a, b, una par de funciones e,, e, (de
encriptado) que satisfacen

ev(ea(9)) = ealen(g)) para toda clave publica g. (2.2)

Para comunicarse Alicia y Beto deben primero acordar una clave piblica
g. Una vez hecho esto, el protocolo a seguir es el siguiente:

= Alicia elige una clave privada q, calcula A = e,(g) y se lo envia a Beto.
= Beto elige una clave privada b, calcula B = e,(g) y se lo envia a Alicia.
= Alicia calcula, en privado, e, (B).

= Beto calcula, en privado, e, (A).

Gracias a se tiene que e,(B) = e,(A). De esta manera, Alicia y Beto
comparten este secreto, que llamaremos C.

Como antes, asumimos que Miranda pudo interceptar la comunicacién y
que conoce los mensajes encriptados A y B. Ademas conoce g, que es pa-
blico, y sabe cémo utilizar las funciones de encriptado si conoce las claves
privadas a 0 b; por lo tanto, en tal caso podria obtener C. Por eso, al igual que
antes, el protocolo sera seguro solamente si es dificil obtener a o b a partir
de A = eq(g) 0 B = ep(g).

Remarcamos que no necesariamente este tipo de protocolos vienen a re-
emplazar los de clave privada descriptos en la seccién anterior, sino que
pueden utilizarse complementariamente: por ejemplo, utilizando el secre-
to compartido C que se obtuvo como clave privada para un protocolo como
el de Vigenére.

2.1. El protocolo de Diffie-Hellman

Tal como el cifrado de Vigenere, el protocolo de Diffie-Hellman esta basado
en la aritmética modular. Pero en lugar de realizar simples sumas y restas,
la operacién utilizada para encriptar es la exponenciacion.

Concretamente, Alicia y Beto comienzan eligiendo un primo p; todos los
calculos que haran seran médulo p. Hecho esto, eligen un entero g médulo p,
que no sea divisible por p. Para ser precisos, la clave piiblica que usaran sera
entonces el par (p, g). Sus claves privadas seran enteros a y b, y las funciones
de encriptado las dadas por

ea(z) = 2% (méd p), ep(x)=2a" (méd p).
Notemos que la propiedad se verifica gracias a que

(9)" = (g")* (méd p).
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Maés atn, por el pequefio teorema de Fermat, que afirma que z*~! = 1 méd p
siempre que z no sea divisible por p, a efectos de los calculos a realizar los
enteros a y b pueden ser considerados médulo p — 1.

Por ejemplo, tomemos p = 101. Elegimos, por razones que se explicaran en
breve, g = 2. Silos exponentes secretos son a = 20y b = 17, entonces:

= Alicia calcula A = ¢° = 2%° = 95 méd 101, y se lo envia a Beto.
= Beto calcula B = ¢° = 2'7 = 75 méd 101, y se lo envia a Alicia.
» Alicia calcula B® = 75%° = 36 méd 101.

» Beto calcula A® = 95'7 = 36 méd 101.
De esta manera, Alicia y Beto comparten el secreto C = 36 mdéd 101.

2.2. El problema del logaritmo discreto

Miranda conoce el primo p. Por eso, para empezar, necesitamos que p sea
grande. Si por el contrario, por ejemplo en el caso que consideramos arri-
ba, p es chico, habra solo p posibilidades para el secreto C, y Miranda puede
probar uno por uno hasta dar con la clave. Por ejemplo, un primo p de 26
digitos es grande: si Miranda puede analizar un millén de secretos C por
segundo, le llevaria més de 10'® afios analizar los p secretos posibles. Eso es
demasiado tiempo: la edad del universo esta estimada en 10'° afios.

Paréntesis. Como remarcamos, es deseable que evaluar las funciones in-
volucradas en nuestros protocolos sea sencillo y rapido. En este caso, si p es
grandey a esdel orden de p, entonces para calcular A = g* mdéd p Alicia debe
realizar del orden de p multiplicaciones. Por eso, para el calculo sea viable,
no se puede exponenciar ingenuamente; se utiliza, por ejemplo, el algorit-
mo de exponenciacién rdpida, que permite calcular g* méd p realizando del
orden de log a multiplicaciones (véase [1], seccion 1.3.2).

Siguiendo, necesitamos que g sea tal que los valores posibles de la funcién
z — ¢° méd p sean muchos. De lo contrario, tendriamos como recién un
conjunto acotado de secretos C posibles, lo cual no es deseable. Una de las
bondades de la aritmética modular es que para todo p siempre existira un
g tal que el conjunto de valores es tan grande como es posible: tiene p — 1
elementos. En otras palabras, el grupo de unidades de los enteros no nulos
modulo p es ciclico.

Supongamos entonces que elegimos py g “correctamente”. Miranda cono-
ceg, Ay B,ysabe que g° = A méd p. Porlo tanto, para obtener C = B* méd p
le basta con despejar a de la ecuacién A = g* méd p. Es decir, tiene que cal-
cular el logaritmo de A en base g. Tratdndose de calculos médulo p, lo lla-
mamos logaritmo discreto.

Por lo observado arriba, utilizar la fuerza bruta, esto es, recorrer los p — 1
valores posibles de a hasta obtener uno que satisfaga ¢ = A mdd p, no es
viable sip es grande.

Tal como hicieran Kasiski con el cifrado de Vigenére y Turing con la ma-
quina Enigma, Shanks mostré que el problema del algoritmo discreto se
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puede atacar con algo mejor que la fuerza bruta. Su algoritmo para calcular
ellogaritmo de A en base g, llamado Pasos de bebé, pasos de gigante (véase
[1], seccidén 2.7), consiste en:

» Tomarn = |1+ +p—1].

= Pasos de bebé: calcular la lista
1,9,9°,¢%...,9" (méd p).
» Pasos de gigante: calcular la lista
A, g "A gTmA gTPMA, L ,g7n2A (méd p).

= Hallar una colisién entre ambas listas: esto es, un par de valores i, j
tales que g* = g7’ A.

= Devolvera =i+ jn.

Notemos que para calcular ambas listas necesitamos n multiplicaciones,
por lo que en total seran necesarias del orden de 2,/p multiplicaciones: mu-
chas menos que las p que necesita la fuerza bruta.

En el algoritmo esta implicita la afirmacién de que existe una colisién en-
tre ambas listas: ese fue el descubrimiento de Shanks. La demostracién de
este hecho excede los limites del presente trabajo.

Epilogo. El problema del logaritmo discreto excede a la aritmética modu-
lar: puede ser planteado en un grupo abeliano G cualquiera. El algoritmo
de Shanks, como puede observarse, funciona en este contexto general.

Si bien mejora al de fuerza bruta, la cantidad de operaciones que nece-
sita el algoritmo de Shanks sigue siendo exponencial en el logaritmo de p.
Hay otros algoritmos, exclusivos de la aritmética modular, que son sensible-
mente mas rapidos: por ejemplo, el cdlculo de indices resulta subexponen-
cial (véase [1], seccidon 3.8). Por eso resultan de interés para la criptografia
las curvas elipticas sobre cuerpos finitos, ya que son grupos abelianos cuya
estructura es lo suficientemente complicada como para que hasta ahora,
eligiendo los parametros de manera adecuada, el algoritmo de Shanks sea
el ataque mas rapido que se conoce.
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La posguerra de Turing
César Monaco

1. Unaidea general dela posguerra a partir de dos ima-
genes

A varias décadas de distancia de finalizada, se han tornado cada vez mas
evidentes los efectos en el largo plazo de la Segunda Guerra Mundial sobre
el mundo occidental y mas alla de este. El conflicto, su desarrollo y finali-
zacién marcaron a fuego el siglo que los contuvo, y sus repercusiones si-
guen atin manifestandose sobre la vida cotidiana de buena parte del plane-
ta. Pues, luego de 1945, se gestaron e impulsaron una serie de transforma-
ciones econdémicas, sociales, politicas, tecnolégicas y culturales de enorme
trascendencia (dentro de la amplia y variada bibliografia, véase [5] y [3])-
Como ha sostenido Tony Judt en su obra notable [4], el cierre de la contien-
da bélica abrié el comienzo de una nueva era.

No obstante, esa imagen actual se contrapone con fuerza a la de los afios
inmediatos al cese de la contienda. Lo que primé en ellos fue “una perspec-
tiva de total miseria y desolacién” [4} p. 35]. Nada seria igual luego de seis
aifos de destrucciones y masacres. Ante todo, la guerra habia sido una “ex-
periencia civil”: entre 50 y 70 millones de victimas fatales, mas otro tanto
-muy superior atin—- de damnificados mas o menos directos. Pues como se
ha sostenido, si la Primera Guerra Mundial habia traido consigo un desta-
cado movimiento de fronteras politicas, la Segunda conllevé el movimiento
de extensas poblaciones: bombardeos, limpieza étnica y el traslado de mi-
llares de personas [4} p. 35]. A esto le continuaron, ya terminada la confla-
gracién, nuevos reacomodamientos poblacionales, todos ellos sobre un es-
cenario signado por la pobreza y el hambre, la devastacién y la permanente
amenaza de epidemias y enfermedades contagiosas. Para aquellos que ha-
bianlogrado sobrevivir ala guerra-afirma Judt-le siguié un no menos duro
sobrevivir a la paz [4} p. 45].

1.1. La situacién britanica

Al igual que la beligerante Alemania, Gran Bretafia particip6 los seis afios
que duré el conflicto. Mas atn, dentro de las principales potencias aliadas,
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fue estalainica que transité en extenso la etapa. De estono seinduce, desde
ya, que su territorio haya sido el blanco permanente de las fuerzas del Eje,
y menos ain que haya estado exento de los ataques.

Como sabemos, la guerra se desarroll6 en varios escenarios geograficos
ala vez, aunque con una importante centralidad en la Europa continental.
No obstante, luego de la aplastante invasién de Francia por parte del ejér-
cito aleman, y su consecuente capitulacién en junio de 1940, Hitler decidié
avanzar sobre Inglaterra. Entre julio de 1940 y mayo de 1941, este sector
de las islas britanicas padecié constantes y feroces ataques aéreos. Consi-
deremos, ademas, que para ese entonces el gobierno insular era la tinica
potencia enfrentada, en términos bélicos, a los nazis (Francia se encontra-
ba ocupada; la Unién Soviética y los Estados Unidos, por diversos motivos,
ingresarian al conflicto en junio y diciembre de 1941). Y si bien los “verda-
deros horrores”, en comparacion, se vivirian en el continente (con avances
terrestres, desplazamientos de personas, etc.), en Inglaterra, los costos so-
ciales y econémicos fueron altisimos [4} p. 43]. Durante meses, la Luftwaffe
y su Blitzkrieg asediaron el pais. En Londres, varios distritos del East End
fueron arrasados, y la vieja City (donde se habia asentado la antigua ciu-
dad) desapareci6 entre las llamas.

Algunas referencias: en términos de vidas, fueron cerca de 400000 las
victimas britanicas —entre militares y civiles—. Esto es, 1 cada 125 ingleses
murieron a causa de la guerra. Si queremos establecer una comparacién
con algunas de las otras potencias: en Francia la relacién fue de 1 cada 77
habitantes; en Alemania fue de 1 cada 15; en la URSS fue de 1 entre 11.

Respecto al esfuerzo econémico, mientras que una parte importante de
losrecursos para la guerra Alemania los obtuvo dela explotacién de los pue-
blos conquistados, Gran Bretaia lleg6 a dedicar mas de la mitad de su Pro-
ducto Bruto Interno (PBI) a sus esfuerzos bélicos. Como era de esperar, las
restricciones y la escasez precipitaron el nivel de vida de la poblacién (en el
caso aleman, esto fue percibido por su pueblo recién en los meses finales de
la guerra).

Aligual que buena parte de Europa, concluidaslas hostilidades en 1945, 1a
economia insular comenzé rapidamente su recomposicién. Para esto, nece-
sité de los flujos financieros de los Estados Unidos. Sin embargo, la restau-
racion no se daria en los mismos términos. De inmediato, la presencia del
Estado, en los planos econémico y social, se volvié mas marcada. Fue el ini-
cio del Estado benefactor britanico. Una reestructuracion impulsada por el
laborismo inglés y apoyada por los sectores liberales, ahora inclinados ha-
cia la reformal[]

En efecto, la Segunda Guerra Mundial “transformé tanto el papel del Es-
tado moderno como lo que se esperaba de él” [4} p. 164]. Y esta transforma-

"En su reconocido informe de 1942, el economista liberal William Beveridge “establecié
cuatro supuestos acerca de la dotacién de servicios de bienestar para la postguerra, todos los
cuales serian incorporados a la politica britanica durante la siguiente generacion: la necesidad
de que hubiera un servicio nacional de salud, una pension estatal adecuada, ayudas familiares y
cuasi pleno empleo” [4} p. 126]".
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ci6én tuvo su paradigma en el modelo britanico. Un Estado fuerte, presente
y con una marcada politica social. En el primer lustro posterior a 1945, se
nacionalizaron y extendieron los servicios publicos (electricidad y gas), el
ferrocarril, empresas de producciones o extracciones consideradas estra-
tégicas (hierro, acero, carbén), la aviacion civil y la radio. Se subvencioné el
transporte publico y se volcaron recursos para las artes y la cultura. Y so-
bre todo, se estructurd una prestacion de servicios sociales basados en la
construccién de viviendas, la ampliacién del sistema educativo (los estu-
dios secundarios pasaron a ser gratuitos) y un Sistema Nacional de Salud
de amplios alcances (el renombrado NHS). Surgi6 asi un Estado proveedor
de seguros contra la enfermedad, pero también frente al desempleo, los ac-
cidentes y la vejez. Hacia 1949, el 17 % del gasto publico se dirigia hacia este
sistema de seguridad social (un incremento de un 50 % si nos situamos diez
afios antes).

En términos politicos, para la estructuracién de este proceso fue clave la
llegada del Partido Laborista al poder. A partir de 1945, y luego de ganar con
el 48 % de los votos, Clement Atlee asumié como primer ministro. Comen-
zaba asi esta era de reformas con impacto en multiples dimensiones de la
vida de los britanicos.

1.2. La guerra fria

Como trasfondo de esta recomposicién econémica y despliegue del Esta-
do de Bienestar europeo, y también de otras tantas transformaciones en la
sociedad y la cultura, se desplegé una inusitada situacién en la geopolitica
internacional:la Guerra Fria. Esta consisti6 en el enfrentamiento sostenido
(porlo queresté del siglo xx) entre las dos superpotencias que surgieron lue-
go de finalizada la Segunda Guerra Mundial: por un lado, los Estados Uni-
dos al frente de lo que se conocié como bloque occidental capitalista; por el
otro,la Unién Soviética, en tanto nacién hegeménica en el bloque socialista
(o experiencias del “socialismo real”).

Salvo en lo bélico (entre sus dos protagonistas, al menos), la Guerra Fria
implic6 una confrontacién en términos politicos, econémicos, cientificos,
sociales y culturales. Y fue tal su relevancia para el orden internacional,
tanto como en la cotidianeidad interna de la mayoria de los paises del mun-
do, que terminé dandole el nombre a un periodo histérico concreto.

Enlo concerniente a los fines de este capitulo—que busca dar un marco ge-
neral del contexto en el que debemos ubicar a Alan Turing, luego de 1945-
importa sefalar que, mas alla de todo lo dicho, esta fue también una etapa
de persecucién politica e ideolégica. En sus memorias, al recordar su vida
académica durante esos anos, Eric Hobsbawm ha sefalado en recurrentes
ocasiones los cambios provocados entre sus pares, dentro de las institucio-
nes y en la misma comunidad que los contenia, a raiz de la “guerra fria”.

Una nueva mirada y una nueva actitud (o renovadas, ya que no eran del
todo nuevas) se comenzaron a esparcir sobre aquellos que adscribian al co-
munismo (de forma publica o dentro de la intimidad), sospechosos en todo
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momento de participar en los servicios secretos del "enemigo’ﬂ

2. Una mencion a Turing, un signo de época

Claro que esta etapa de evidentes transformaciones en clave reformista,
que preanunciaba otras que con las décadas se irian desplegando en el cuer-
podelas sociedadeﬂ se daba de bruces con el arraigado conservadurismo
inglésﬂ En verdad, el particularismo britanico perdia mucha de su singu-
laridad si se lo comparaba con otras experiencias dentro y fuera del conti-
nente europeo. Un conservadurismo social extendido, que atravesaba ideo-
logias, generaciones, paises y se sostenia —aunque pronto perderia fuer-
zas— mientras los gobiernos intervenian de modo progresivo por medio de
la asistencia y la redistribucién de la riqueza.

Esta particularidad, que como acabamos de decir no era solo britanica, se
veia reforzada en paises de tradiciones arraigadas como Inglaterra. Yendo
al caso de Turing, y lo que sera su tragico final, hay que sefialar que en la
Gran Bretaia de los afnos cincuenta la homosexualidad se encontraba ain
perseguiday penada. Entendida como una “enfermedad”, su punicién solia
ir acompanada de acciones directas (tratamientos) con el objeto de “corre-
gir” tal “desviacién”.

En uno de sus libros mas relevantes, Hobsbawm, historiador, ciudadano
britanico y un completo hombre del siglo xx —se podria decir—, describi6 a
Alan Turing:

[Como ese] genio de tez palida y aspecto desmafiado, que era por aquel en-
tonces un becario aficionado al jogging y que se convirtié péstumamente en
una especie de idolo para los homosexuales, no era una figura destacada ni
siquiera en su propia facultad universitaria, o al menos yo no lo recuerdo
como tal.

Para agregar en una nota a pie de pagina:

Turing se suicid6 en 1954, tras haber sido condenado por comportamiento
homosexual, que por aquel entonces se consideraba un delito y también una
patologia que podia curarse mediante un tratamiento médico y psicolégico.
Turing no pudo soportar la “cura” que le impusieron. No fue tanto una victi-
madela criminalizacién de la homosexualidad (masculina) en Gran Bretafia
antes de los afios sesenta, como de su propia incapacidad para asumirla.

"No olvidemos que la Europa de posguerra trajo consigo un avance sustancial del
comunismo y su presencia destacada en el sistema de partidos de muchos de sus paises.

TPensemos en los vecinos afios sesenta y el protagonismo de la juventud, la liberacién
sexual y su critica a las costumbres oprimentes, la mayor presencia de las mujeres en la esfera
publica (cada vez menos excepcional), la rebeldia revolucionaria, el consumismo iconoclasta
expresado en el rock. O en el avance y aceptacién que desde la década del 80 hasta la actualidad
han tenido las minorias sexuales.

*Al punto que, respecto a su estructura de clase: “En una sociedad como la inglesa de la
primera mitad del siglo pasado [s. xx], pasar de un entorno social a otro constituia una forma de
emigraciéon” ([3} p. 101].)
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Sus inclinaciones sexuales no provocaron ningtn problema en el King’s Co-
llege de Cambridge, ni entre el notable conjunto de personas raras y excén-
tricas que durante la guerra se dedicaron a descifrar cédigos en Bletchley,
donde Turing vivié antes de trasladarse a Manchester, una vez terminada la
guerra.

Y finaliza:
Solo un hombre que, como él, desconocia el mundo en el que vivian los de-
mas podia ocurrirsele ir a denunciar el robo cometido en su casa por un ami-
go intimo (temporal), dando asi a la policia la oportunidad de detener a dos
delincuentes a la vez. [3} p. 250].

Estas palabras de Hobsbawm fueron escritas a mediados de los afos no-
venta, cuatro décadas después de la muerte de Turing, y desde mi punto de
vista expresan evidentes reminiscencias epocales de los afios cincuenta. En
ellas, lo llamativo es la ausencia de condena o mera mencién a una situa-
cién represiva que, desde nuestro presente, no deja de parecernos aberran-
te. Visto desde otro angulo, lo llamativo, luego de tantas décadas transcu-
rridas, eslaimplicita aceptacién dela criminalizacién de practicas sexuales
“fuera de la norma’f]

2.1. Acerca de la legislaciéon antihomosexual, no solamente in-
glesa

Desde tiempos remotos, la legislacién contra la sodomia ha venido persi-
guiendo y penalizando a aquellas actividades sexuales consideradas inde-
centes e inmorales, y por tales, tipificadas como delito. Preferentemente,
esta ha sido aplicada contra la homosexualidad masculina. Una situacién
que pervive ain en muchos paises. Segiin un informe de una asociacién
especializada, hacia 2020, sesenta y ocho estados continuaban criminali-
zando “los actos sexuales consensuales entre personas adultas del mismo
sexo” (véase, [6]). Las penas, de acuerdo a cada uno de estos paises, pueden
ir de la mera criminalizacién de facto, la prisién entre 8 y 10 ailos, a una
posible o efectiva pena de muerte.

Este mapa actual, desde ya, no es un invento moderno. Las leyes de sodo-
mia perviven desdela antigiiedad. La introduccién del cristianismo implicé
un endurecimiento de las persecuciones, expresado sobre todo en la puni-
cidén de los “pecados nefandos” por parte de la Santa Inquisicién medieval.
Mas alla de occidente, y de funesta persistencia, vale mencionar a la sharia
en el amplio mundo musulman.

En los Estados Unidos, hubo que esperar hasta los afios setenta del siglo xx
para que se fueran derogando las sanciones. Antes de eso, solo el estado de
Ilinois, en 1962, dej6 de penar los actos sexuales consentidos entre perso-
nas del mismo sexo. Al ser un asunto de incumbencia estatal (y no federal),

‘N.delaR.:enel capitulo seccion se propone una relacion entre estas vivencias de
Turing y su propuesta de definicién de inteligencia artificial que originalmente propuso en el
articulo [7].
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la evolucién del proceso de descriminalizacién dentro del pais fuevariado, y
en no pocas ocasiones se suscitaron obstaculos politico-institucionales que
hicieron muy dificil su superacién. En el afio 2003, fue el propio Tribunal
Supremo -la instancia judicial mas elevada en esa nacién- quien dispuso
avanzar sobre el tema y normalizar la situacién en una serie de estados (14
en total) que seguian sosteniendo las puniciones.

En la Unién Soviética, a partir del ascenso de Stalin al poder a comienzos
de los afios treinta, se restablecieron, y con mayor dureza, las sanciones so-
bre las practicas homosexuales que habian sido derogadas bajo el gobierno
bolchevique. Estas permanecieron, aunque con cierto grado de flexibiliza-
cién conforme fueron avanzando las décadas, practicamente hasta la diso-
lucién del estado comunista en 1991.

Enla Cuba deFidel Castro, para citar otro ejemplo del bloque socialista, los
afos sesenta representaron el momento de mayor persecucion. Los “culpa-
bles”, considerados parte de los sujetos potencialmente peligrosos para la
“nueva sociedad”, eran enviados a campos de trabajo forzoso, denomina-
dos Unidades Militares de Ayuda a la Produccién (véase [2]).

Aunque podrian sumarse muchas otras referencias sobre regiones, pai-
ses, culturas y regimenes estas menciones nos dan un panorama general
sobre el tema en las décadas siguientes a la Gltima guerra mundial. Vale
volver a sefalar que en su amplia mayoria —aunque no en su exclusividad-
las persecuciones y penalidades se centraban sobre los hombres.

En Inglaterra, la Buggery act (Ley de sodomia) fue implementada en 1533,
bajo el reinado de Enrique VIII. Esta consideraba delito las practicas antina-
turales y las castigaba con la pena de ahorcamiento. Como legislacién cen-
tral, esta se expandié a las colonias britanicas y terminé siendo una especie
de ley base. Muchas décadas mas tarde, en 1861, la tipificacién no fue alte-
rada, pero fue eliminada la pena de muerte (capital offence). Tal vez el caso
mas conocido al respecto sea el del escritor Oscar Wilde, quien en 1895 fue
acusado de sodomia y grave indecencia, y condenado a dos ailos de trabajo
forzado. Esta legislacién persecutoria fue suprimida recién en 1967 (en ese
mismo ailo también en Gales; en Escocia en 1980 y en Irlanda del Norte en
1982).

Una Gltima y breve mencion: en la Argentina la despenalizacién de la so-
domia ocurrié en 1886. Claro que esto no impidié que durante una buena
parte del siglo xx continuara el asedio policial, basado sobre todo en edictos
distritales que habilitaban las redadas en banos publicos y en otros tantos
lugares de encuentros.

3. Palabras finales

Con motivo de la elaboracién de este conciso texto, he leido algunas notas
biograficas y visto algunos documentales y peliculas sobre Turing y algu-
nos de los temas vinculados a su persona. En ese trayecto me encontré con
el Polari, una jerga creada y utilizada por la cultura (o subcultura) gay de
Gran Bretaia. Polari viene del italiano “parlare” y al parecer sus origenes
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hay que rastrearlos hasta entrado el siglo xix. Parte del mundo gay britani-
co fue desarrollando este lenguaje propio ante la criminalizacién de la ho-
mosexualidad: permitia comunicarse en publico sin ser arrestado. El polari
tuvo su momento de mayor difusién en las décadas de 1950 y 1960 (véase
[1, Cap. 1]). Como lenguaje secreto, puede decirse que el polari fue un con-
tralenguaje y, desde ya, un codigo.

Como podra percibir el lector, no me resulté dificil pensar en cierto pa-
ralelismo (o juego de paralelas) entre ese cédigo de comunicacioén y las ac-
tividades realizadas por Turing durante la guerra. No he encontrado refe-
rencias acerca del conocimiento del polari por parte del matematico lon-
dinense; y en verdad, a los fines de este sucinto cierre tampoco creo que
sea imperioso saberlo. Lo cierto es que al menos como un juego imagina-
rio podemos pensar en un “punto impropio” entre ambas paralelas. Entre
las multiples cosas que Turing legé a la posteridad, una absolutamente re-
levante fue la de ser un codebreaker, un hombre clave y fundamental en los
peores momentos del siglo pasado. Bajo su funcién de rompedor de c6di-
gos, como sostuvo Churchill: “Turing hizo la contribucién individual mas
grande para la victoria de los aliados”.

Finalizé la guerra, pasaron los aios y estas paralelas, en ese plano ima-
ginario, continuaban tocandose. La década iniciada en 1960 se caracterizé
por la expansién de la cultura popular (pop). A nivel mundial, estos repre-
sentaron los “afios dorados” de las economias, de la “revolucién social y de
la cultural”. En Inglaterra, la ley represiva contra la homosexualidad esta-
ba pronta a ser abolida, y el polari perderia un poco de su sentido original
y seria readaptado por parte de la cultura iconoclasta y el consumo de dro-
gasilegales. Las décadas seguirian pasando y la figura de Turing emergeria
como un simbolo de la libertad sexual y del reconocimiento de la homose-
xualidad frente a la dominante cultura heterosexual. En 2016, en el Reino
Unido se aprobé una ley de amnistia retroactiva a decenas de miles de varo-
nes que habian sido penados bajo la antigua legislacion. De forma corriente

2

se la denominé “Ley Alan Turing”.
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