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1. Introduccion

Los objetivos centrales de este trabajo son dos: i} establecer un conjunto de princi-
pios que nos permitan traducir a modelos matematicos las proposiciones tedricas que
originan variables cualitativas y ii) analizar los problemas de ajuste que se encuentran
involucrados en su estimacion,

Veamos un poco mas de cerca ambos propésitos. El primero dlce relacion directa
con un cambio de lenguaje. En efecto, la formalizacion puede ser vista como un pro-
blema de traduccidn a términos matematicos de las hipétesis tedricas, las que normal-
mente en las ciencias sociales son expresadas en lenguaje natural. Pero no nos interesa
cualquier tipo de formalizacidn sino aquel que origina un modelo matemadtico en que
los factores explicativos son cualitativos. Otra restriccion a este primer objetive del
trabajo se refiere a que s6lo nos preocuparemos por aquel tipo de proposiciones tedri-
cas que dan pie a la construccidén de modelos umecuacmnd]es y lineales o susceptibles
de ser linealizados.

En consecuencia nuestro interés es bastante limitado per cuanto se restringe a solo
aquellas hipdtesis tedricas que: 1) sean susceptibles de ser traducidas 4 un lenguaje ma-
temadtico (aquellas que no se puedan Hevar at campo de las matemdticas no tienen ca-
bida en este escrito), ii) que el modelo asi construido sea uniecuacional y posible de
ser lievade a la forma lineal y iii) que todos o algunos de los factores explicativos sean
de naturaleza cualitativa.

Para estimar el modelo matematico (segundo objetivo central de este trabajo) es ne-
cesario asociarle un modelo estadistico que incorpore los parametros caracteristicos
del primero. Los requisitos que hemos perfilado para el tipo de ecuacion que nos -
preocupa, tienen su correspondencia estadistica inmediata en el modelo de regresion
lineal, pero no se trataria del modelo ordinario sino de uno gue tiene la particularidad
de incorporar variables cualitativas.

Lo anterior entra en abierta contradiceion con lo sostemdo en algunos libros de
texto que han tenido amplia repercusién' los cuales han difundido la nocién que pos-
tula que una de las limitaciones mds importantes en la aplicacién del modelo de regre-
sién a los problemas caracteristicos de las ciencias sociales radicaria en €l nivel de me-
dicion de las variables: so6lo se podria estimar una ecuacidn de regresién si todas y
cada una de sus variables han sido expresadas a nivel métrico.

Dentro de esta linea argumental es que se promueve el uso del analisis de asocia-
cion y de covarianzas de Lazarsfeld en aguellos casos en que las variables son nomi-

N. de! A.: Agradezco los comentarios y sugerencias realizados por Rosa Maria Rubalcava, que se han tra-
ducido en claridad de exposicion y ¢n rigor conceptual. Las imprecisiones que adn subsisian asi come las
deficiencias que encuentre el lector son de responsabilidad exclusiva del autor.

! 'Un ejemplo conspicuo se encuentra en el libro de Sydney Siegel, Nonparametric Statistics for the Beha-
vioral Science, McGraw Hill, 1956.
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nales u ordinales. La construccion y estimacién de modelos de regresion que incorpo-
ran variables cualitativas (normalmente denominadas mudas o ficticias y que corres-
ponden al vocablo inglés dummy) pueden ser pensadas como una manera alternativa
de analizar el grado de relacidén que une a dos o mds variables. El intento de reempla-
zar un lipo de instrumento estadistico por otro encuentra su justificacién en el mayor
poder analitico que caracteriza al modelo de regresion.

En cuanto a la estrategia de exposicién hemos decidido destacar en las primeras
secciones el enlace entre el pensamiento tedrico y su expresion matematica. Para ello
supondremos la existencia de hipotesis sustantivas que orienten la descomposicién de
la variable explicada?en términos de los factores explicativos y a partir de ella pregun-
tarnos por la ecuacidon matematica y el modelo de regresidon que mejor la refleja. Des-
de el séptimo apartado en adelante nos dedicamos al estudio de los problemas de esti-
macién que son caracteristicos de los modelos de regresion con variables mudas,

Si bien en la primera parte destacamos los problemas de formalizacion y en la se-
gunda los de estimacidn, esto no quiere decir que la separacién sea taxativa, lo que
acontece es que la mezela en un momento adquiere un tono mayor de formalizacion y
en otro una coloracion menor. Ademds, el orden que seguiremos tiene que ver con
una gradacién en el orden de dificultad para acceder a la comprensién del material
que se entrega. Las ultimas secciones requieren que el lector posea un cierto nivel de
formacidn previa en inferencia estadistica y en algunos tépicos econométricos, en
tanto que las primeras solo exigen una lectura atenta y detenida.

2. Estimacion de la funcién escalonada

Con el objeto de darle contenido al problema que abordaremos, supongamos que
un analista social, después de una serie de operaciones tedricas, llega a establecer que
existe una relacion entre el grado de urbanizacién y el volumen de produccién indus-

- trial. La vinculacidn entre estas variables descansa en la nocidn de que las calidades
asociadas al espacio fisico condicionarian la actividad industrial. En este sentido
pareciera ser evidente el papel que juegan las disponibilidades de servicios fundamen-
tales como por gjemplo, energia eléctrica, agua, eic., asi como las facilidades de co-
municacion fisica con el ambiente exterior, en todo lo que tiene que ver con el movi-
miento de los insumos y los productos terminados. _

Esta aseveracion de caricter general se especifica en el momento en que el investi-
gador sostiene que, si bien esta relacién existe, ella no es continua. Vale decir, entre
determinados niveles de urbanizacién, la produccion industrial es relativamente cons-
tante, pero a partir de cierto punto, o de cierto grado de urbanizacién en adelante, la
produccion industrial sufre un aumento manteniéndose constante hasta que alcanza
otro punto, donde nuevamente experimenta una modificacién importante. Este pro-
ceso se repite un gran numero de veces,

* Enlugar del término variable dependiente usaremos los vocablos variable a explicar o explicada, yen lu-
gar de variable independiente el de variable explicativa. Ello se debe, por una parte, a que si bien en Jas ma-
tematicas es posible plantearse la existencia de una variable que se mueva independientemente, ¢ mismo
dificilmente puede ser sostenido para las variables sociales, Y por otra parte, la diferencia terminolégica
también alude al hecho que el modelo trata de explicar un fendmeno (representado por una variable) so-
bre la base del comportamienio de otros fendmenos que son usados como explicativos del primero.
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La expresion grafica correspondiente a esta forma de pensamiento es:
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donde el eje de abscisas mide ¢t grado de urbanizacién (X} y, el de las ordenadas, ¢l
volumen de la produccién (Y)? expresada en términos per cdpita.

La funcidn representada en la grifica se denomina funcion escalonada y sirve para
expresar matemdticamente una situacion perfectamente general. Al establecer clases
estadisticas se introducen dos elementos que las caracterizan: i} como minimo un cier-
to nivel de homogeneidad interna con respecto a la variable que nos interesa y ii) un
cierto grado de diferenciacién entre ellas.

En otras palabras, se puede hablar de una clase estadistica en la medida. que la va-
riabilidad intraclase sea minima a la vez que la interclase sea significativa. Aun cuan-
do generalmente se requiere de mas de una caracteristica o variable para definir una
clase estadistica, supondremos, en un comienzo, que ¢llo es posible haciendo uso de
s6lo una variable. Posteriormente complicaremos el anilisis.

Definido el problema en estos términos, tenemos dos alternativas para ajustar una
funcion a la grifica en cuestién.

Una de ellas consiste en ajustar a las gbservaciones un pelinomio de grado eleva-
do.* Normalmente esta solucién tiene un alto costo en términos de grados de libertad,
lo que no la hace aconsejable. La otra alternativa es la de usar variabies ‘mudas
(durmmy?), la cual, como veremos mds adelante, si bien también tiene un costo en tér-
minos de grados de libertad, en la mayoria de los casos es bastante menor que el que
hay que pagar cuando se ajusta un polinomio.

Para el caso en que tenemos tres clases o categorias (ver grafica) dcﬁmdas de la ma-
nera siguiente:

Clase A, estd formada por todos aquellos X, tales que:

Isi X< Mg
X, =
0 para todo otro X

* Con ¢l Gnico proposito de facilitar la redaccidn, usaremos como sindnimo las expresiones: volumen de
produccién industrial ¢ industrializacién.

* En general un polinomio es una expresion matematica que contiene mds de dos términos. En este texto
nos referimos especificamente a igudldades del tipo: ’

=B, + B, X +6XF +... +8, X!

Sahemos que dados dos puntos es Unico el polinomio de grado uno que pasa por ellos, dados tres puntos
es unico ¢l polinomio de grado dos ¥ que a través de (n + 1) puntos puede hacerse pasar un polinomio de
grado n.
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Clase B, formada por todas las observaciones en que:

1siMy <X M,
X, = ’
0 para tode otro X

Clase C, se define para todo X, tal que

1l si Ml <X < Mg
Xg =
0 para todo otro X

abordaremos el problema de ajuste postulando un modelo de regresion lineal multi-
ple. En concreto se trata de ajustar la funcién:

Y=8X +B X +8:Xs+e (1

en que el término ¢ simboliza el error estocastico y se agrega al valor esperado para
dar cuenta de la variabilidad intraclase. Por lo tanto, puede ser utilizado como un in-
dicador del éxito o fracaso al definir las clases,’

Los supuestos cldsicos respecto al término de error son:

l. E(e) = 0 _

2. Var(e) =42, donde = ,42simboliza a la varianza y se supone constante.

3. Cov(e) = 0; es decir, ausencia de correlacién entre los residuos. Si estas tres con-
diciones se cumplen al procedimiento mas adecuado de ajuste es el minimo cuadrati-
co ordinario. Pero antes de avanzar en esta direccion hagamos uso del supuesto
E(e} = 0 para escribir el modelo (1) en la forma:

E{ Y/X}=8X +62%X +B:Xs @

Sisuponemos que X < M,, vale decir, X es tal que pertenece a la clase A, entonces X,
asumird el valor | y, X, y X; tomaran valores cero. Aplicando la ecuacion (2) tenemos:

E {Y/A }=8101) + £20) + B2(0) = By

donde E{ YXA}, es el valor esperado de Y dado que la observacion pertenece a la clase
A. Por lo tanto, 8, puede ser interpretado como el efecto esperado sobre la variable
explicada, de la pertenencia a la clase A. Segin este modelo cualquier observacion
que cumpla con la desigualdad X< M., tendra el mismo impacto sobre Y, es decir, el
efecto de la clase es constante. Justamente ésta es una de las propiedades basicas que
caracteriza a las funciones escalonadas y que desedbamos capturar algebraicamente.

* En particular, ¢l término de error observado ¢, se usa como uno de los elementos del coefigiente de de-
terminacién R
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Si la observacidn pertencce a la clase B, entonces:

E { Y/B} =80+ K1)+ 80) =4,

donde B2 es el efecto esperado de la pertenencia a la clase B sobre la variable indus-
trializacion.

Del mismo modo se¢ tiene: E { Y/C }
donde 33 es el efecto de pertenencia a la clase C

Estos resultados implican que en el ejemplo que hemos usado como ilustraciong, es
el efecto del primer nivel de urbanizacion sobré laindustrializacion; 8, simbolizaelim-
pacto del segundo nivel; ;s el del tercer nivel. Por analogia se puede extender el pro-
cedimiento sobre cualguier nimero de ¢clases. La uinica limitacién para el ajuste radi-
cara en las dlspombllldadcs de informacion numérica.

Las ecuaciones normales que se deben calcular para realizar el ajuste son:

TYX, =8 BX3 + B =X, X, + B =X, X
TYX, =B IX; Xo + B, ZXE + B X, X,

p YX3 :él EX]_ X3 +32 EX; X3 + 33 EX;

Sabemos por la manera en que hemos definido las variables mudas que para todos
los X pertenecientes a la clase A, X, = 1, en tanto que X, = X; = (. Al aplicar estas
condi¢iones sobre las ecuaciones tenemos que la primera se transforma en:

z Y_Xl =Bl EX:

mientras que la segunda y tercera se hacen iguales a cero. Las sumatorias de ella se ex-
tienden sobre todos los X, que pertenecen a la clase cstadlstlca A. 8i suponemos que ¢l
tamano de esta clase es N, tendremos:

debido a que X, = 1, por lo tanto, X; = I’. lo que implica que:

2 -
Exl = EXI = NA

En el caso que se trabaje con las observaciones correspondientes a la clase B, la se-
. gunda ecuacidén normal toma la forma:
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TY = B, =X pzz‘%:?,

mientras que la primera y tercera ecuaciones se hacen idénticamente iguales a cero.
Por medio de un procedimiento andlogo se llega a:

Ba = Yc
En conclusién los estimadores minimos-cuadrdticos de los efectos de pertenencia a
clase son las medias aritméticas de la variable explicada en cada clase.
Como la ecuacion (1) no incluye un término libre y es usual que cualquier modelo

de regresion si lo incorpore, supongamos que se introduce en el modelo de la forma
siguiente:

Y=f30>_(o + 8 Xy +_32Xz +B8.Xys toe

en que X, es siempre igual a 1. Luego, esta misma ecuacién puede asumir la siguiente
forma:

Y=0 +8 Xy +8:Xs + ;X3 + e

En este caso la inclusidn del término libre nos crea un problema bastante serio, por
cuanto, siempre s~ cumplird que:
X0=X|+X2+X3_=l

lo que genera un problema denominado técnicamente “multicolinealidad” que en
esencia se traduce en gue las ecuaciones normales no sean linealmente independientes
¥. por consiguiente tefemos mas incégnitas que ecuaciones, por lo que no es posible
determinar los estimadores minimo-cuadraticos.

Luego, al ajustar una funcién escalonada no se debe incluir un término libre.

Un lector inquieto puede preguntarse acerca de la dependencia de los resultados
encontrados respecto a la forma de definicidn de las variables. Es claro que, aun cuan-
do se acepte las variables dicotomicas como una forma de simbolizar presencia o au-
sencia de atributos hay varias formas de definirlas. Con el proposito de estudiar la
sensibilidad de los resultados respecto a la manera como se definen las variables mu-
das consideremos que:

X; = 1 para todo X

% = 1 para My < X < M,

2 0 para todo otro X
lparaM; <X <M

Xy =

0 para todo otre X
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En este caso, aln sigue siendo valida laecuacion (1) y sus correspondientes ecuacio-
nes normales. Sin embargo, hay que recordar que ¢l regresor® X es igual a 1, para to-
das las clases. Este hecho nos introduce una ligera maodificacion sobre las ecuaciones
normales.

Al reemplazar estos nuevos valores de las variables mudas en las sumatorias consti-
tuyentes de las ecuaciones normales obtenemos:

BiN + B,Ng + B3Ne = ZV;
ﬁl + ﬁz' = §R
ﬁl + + 33 = ?C

donde N representa ¢l total de las observaciones, mientras que Na y N¢ simbolizan
los tamaiios de las clases B y C respectivamente.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega a:

By = Yu
B, =?B_"?A
Ba_—-?c—.?A

Al comparar estas ecuaciones con las que obtuvimos a partir del primer conjunto de
variables mudas pareciera concluirse que las estimaciones que se obtengan depende-
rin de la manera como se definan las variables. Si los resultados variasen de acuerdo
con el conjunto arbitrario de definiciones, los procedimientos sefialados gozarian de
un dudoso valor aplicado. Sin embargo, las expresiones aparentemente distintas que
asumen los estimadores minimos cuadraticos em uno y otro caso se debe a que estdan
midiendo “cosas” diferentes. Como consecuencia los resultados deben ser distintos.
En efecto, el primer conjunto de variables mudas mide el impacto absoluto de cada
clase estadistica sobre la variable explicada, mientras que ¢l segundo mide el impacto
relativo, tomando como base de comparacién la primera clase. '

1 as definiciones utilizadas en el primer conjunto de variables mudas conducen a que
los estimadores minimos cuadraticos de 1a ecuacion de regresion midan las alturas dela
siguiente grafica. : '

»

¢ Eltérmino regresor que se aplica normalmente a Yas variables del lado derecho de una ecuacion de regre-
sidn permite Namar la atencién sobre la posible no correspondencia entre aquellas y una variable sustanti-
va. Por ejemplo una variable tricotdmica cualquiera (como seria et caso de las preferencias partidarias tri-
cotormizadas en centro, derecha e izquierda) solo puede ser incorporada dentro del modelo por dos o tres -
tegresores, seglin las definiciones de variables mudas que se utilicen.
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en tanto que, con el segundo conjunto se mide el efecto diferencial de cada categoria,
comparada con la primera tal como se seiiala en la siguiente grafica:

=Y

4] M, M, My

. En el caso que la interpretacion grafica que hemos expuesto sea correcta al sumar
81y B, obtenidas a partir del segundo conjunto de variables mudas, debe liegarse al
mismo resultado que el de B, calculado sobre la base de las definiciones del primer
conjunto de variables ficticias. Lo mismo debe ocurrir al sumar §, a 8,, para el se-
gundo conjunto. Es decir, la suma tiene que ser igual al g8, correspondiente a las pri-
meras definiciones.

B =(Yp - Ya) + Yu = Yp
Bs = (Yo — Ya) + Yp = Y¢
Por consiguiente, podemos concluir que si aceptamos representar presencia o ausen-
cia de atributos por medio de variables dicotomicas, entonces los resultudos de las esti-
mgciones pueden variar pero sélo en el caso que se estén midiendo efectos distintos.
Supongamos que para estudiar el impacto de la urbanizacion sobre la industriali-
zacion, tricotomizamos la primera variable en los niveles bajo, medio y alto. Por lo

tanto, nuestra medicion se hard sobre unidades geograficas que se clasijcarin por ur-
banizacién en una de las tres categorias, Esperamos™que el nivel de industrializacién .
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correspondiente a cada categoria de la variable X sea similar, Es decir, que los niveles
de desarrollo industrial s6lo se diferencien en términos de factores aleatorios.

El primer conjunto de variables mudas nos lleva a interpretar los valores de los esti-
madores minimo-cuadriticos como el efecto absoluto de cada una de las categorias
de la variable urbanizacion. El segundo conjunto, muestra el impacto diferencial (o
relativo) de los niveles medio y alto, en comparacién al del nivel bajo. La eleccién de
la base de comparacidn es arbitraria, también podriamos haber elegido la categoria
media o la alta, pero, lo que no es arbitrario es la definicion de las variables para cada
€aso.

3. Estimacion de un modelo de regresion con dos variables
explicativas cualitativas :

Supongamos que una vez que nuestro investigador ha aplicado la técnica expuesta
en la seccidn 2, no se encuenira satisfecho con los resultados obtenidos. La variabili-
dad intraclase es demasiado grande y, por lo tanto, el coeficiente de determinacion es
bajo.

Planteado el problema ha revisado su esquema teodrico y después de un andlisis de-
tenido decide incluir una variable clasificatoria adicional.

En términos estadisticos esto significa que no se ha tenido éxito en definir las clases.
La variabilidad interna es demasiado grande. La constitucion del estrato depende de
mas de una variable.

La decisién del tedrico es la de incluir la variable region. Su argumento bdsico es
que ¢l uso de los servicios necesarios para la produccion, es una funcién de las dispo-
nibilidades de recursos de cada region, Para simplificar la exposicidn supongamos
que este pais se caracteriza porque la zona norte es esencialmente minera, la zona
central es un complejo de actividades mineras, agricolas, de servicios, e industriales.
La zona sur es esencialmente agricola.

En resumen, se pretende explicar o estimar el impacto que tiene sobre el nivel de in-
dustrializacion la urbanizacion condicionada por la regiénén la cual se desarrotla, En
este momento nuestro investigador necesita elaborar un poco mads su esquema tedri-
co. Veremos que la técnica en si plantea algunas interrogantes que reenvian sobre la
teoria realizando preguntas muy especificas.

La forma tipica de presentacién de la informacion, es una tabla como la siguiente:
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URBANIZACION

Baja (B) Media (M) Alta (A)
: Norte Ym‘ ' . sz Y""s donde ki=1,2, ... m
G
I - v para todo
. Centro Ym‘ Ym_,. | 2k i=1,2...9
N .
lSE I Sur Y:m;’ You s rYlsltn

La variable Y simboliza el nivel de industrializacién. El subindice k, es variable
por cuanto ¢l nimero de observaciones por casillas es distinto y es igual a n, para la
primera; n, para la segunda y asi sucesivamente llegar a ny para la tltima casilla. Ade-
mas se cumple que;

Para estar en condiciones de continuar con el analisis es necesario preguntar respecto
a la ferma de concebir el impacto de las variables. ;Sus impactos son agregativos?;
(son interactivos? Si son interactivos, ;Dénde o a qué niveles se produce la interac-
cign?, ete. Es claro que las respuestas deben buscarse al nivel tedrico haciendo uso de
los conocimientos disponibies. En todo caso, lo quenos interesa en este trabajo es ex-
poner algunas alternativas de analisis y por consiguiente, supondremos que la técnica
estadistica es capaz de abrir un abanico de posibilidades.

Caso '1: Un modelo agregative simple

Supongamos que seargumenta que el impacto dela urbanizacién sobrelaindustriali-
zacidn es el mismo en cualquier region y que esto también es valido para la variable
regic')n es decir, que ¢l efecto de los recursos y calidades espaciales sobre la produc-
cion industrial es independiente del nivel de urbamzaclon que haya alcanzado cada
unidad geografica.

En virtud de estas consideraciones podemos construir una tabla en que se expresen
los efectos esperados de las variables explicativas sobre la explicada:
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URBANIZACION
B M
Ry § :
E B B + B4 By + Bs
G
1
0o C 314‘33_ 8, ¥+ + 8, By +B; +Bs
N .
E
S s || B +Bs B + Bs t B4 By + 81 + Bs

B1 representa el nivel de industrializacion esperado en las localidades con bajos nive-
les de urbanizacion y que ademads se encuentran situadas en la zona norte. Esta cate-
goria es la que se usa como base de comparacién. _

Si restamhos a la segunda linea la primera, nos encontramos con que para los tres
pares de casillas dicha diferencia es igual a 3,. Ello significa que este pardmetro indica
el impacto relativo asociado a la categoria centro. Manteniendo constante el nivel de
urbanizacién, esperamos un efecto igual a B, por el hecho de que la localidad se en-
cuentre en la zona central en lugar de la zona norte. Ademas, suponemeos que este im-
pacto es independiente del nivel de urbanizacion. Ef pardmetro By es e| mismo para
" cualquier nivel de urbanizacion.

Una interpretacion similar se puede realizar para ;3 ; f;es un parametro que captu-
1a el efecto relativo de la zona sur sobre el nivel de industrializacién. Relativo porque
se toma como base de comparacién la zona norte. 8, se puede obtener restando a la
segunda columna la primera. Por lo tanto, permite representar el efecto relativo de la
clase estadistica urbanizacidn media, sobre el nivel de industrializacién. Sin embargo,
en.este caso usamos como base de comiparacién el nivel bajo de urbanizacién. Por
otra parte como £ es el mismo para cualquier region, entonces el nivel de urbaniza-
¢ién cs independiente de la regién.

El parametro fis, se interpreta de manera similar que 84- Es decir, representa el im-
pacto relative del grado alto de urbanizacién sobre la industrializacién. La base de
comparacién ¢s ¢l nivel bajo de la misma variable,

En esta forma de descomponer la variable explicada o a explicar, hemos realizado
dos supuestos basicos: I) la variable industrializacién se puede descomponer en una
serie de factores agregativos; 2) el impactg de la variable explicativa urbanizacién es
independiente del nivel de la variable regionalizacidn. La aseveracidn inversa también
es vilida.

Estas afirmaciones son supuestos para la construccion del modelo, Sin embargo,
desde ¢l punto de vista tedrico constituyen hipotesis a demostrar. Normalmente, estas
hipotesis son o deben ser obtenidas con base en el désarrollo del esquema tedrico.

Una vez establecido el modelo que descompone la variable industrializacion en una
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serie de etectos simbolizados por los distintos valores de §, debemos proceder a la es-
timacion de ellos.

A continuacion examinaremos la manera como podemos pasar desde la descompo-
sicidn tedrica de'la variable explicada (que se ha expuesto en la tabla) a una ecuacién
de regresion. Con este propodsito consideremos:

E(Y/X) = $1 Xy + 82Xy + B3Xs + BaXs + B5Xs 3

Si el primer elemento del par ordenado (i, )) simboliza las lineas y el segundo las co-
lumnas entonces cuando una observacion cae en la casilla (1,1) las variables asumen
los siguientes valores:

X =LX =0 X =0, X =0 X =0
Al reemplazarlos en la ecuacién (3) tcncmos:-
E(Y/X) = fi(1) + B:(0) + B3(0) + B4(0) + Bs(0) = By

Este resultado es idéntico con el de la casilla (1,1), de la tabla en que se dcscomponc
la variable urbanizacion en “efectos”.

En consecuencia el modelo estadistico representari adecuadamente el efecto espe-
rado de las variables explicativas sobre la explicada en la casilla (1,1) si asignamos ese
zonjunto de valores a cada unidad geograﬁca que cumpla con las caracteristicas de

nivel bajo de urbadhizacidn y que se ubique en la zona norte.

Al establecer las correspondencias entre la ecuacion de regresion y la descomposi-
cién en efectos desarrollada en la tabla, encontramos que ¢l conjunto tipico de valores
que tendremos que asignar a las distintas vartables para lograr una equivalencia exac-
ta en cada una de las casiilas deben ser:

Casillas Xy X, X3 X4 Xs Y

(1-1) 1 0 0 0 0 Yy,
(2-1) 1 1 0 0 0 Y
(3-1) 1 0 1 0 0 Y
(1-2) 1 0 0 1 0 Yo
2-2) 1 1 0 1 0 Yo
(3-2) 1 0 1 1 0 Y
(1-3) 1 0 0 0 1 Y3
(2-3) 1 1 0 0 1 Yo
3-3) 1 0 1 0 1 Yi

Para realizar el ajuste minimo-cuadratico disponemos de un conjunto » de valores
de variables en que habra n, iguales a la primera linea de la-tabla, nzigualesala scgun-
da linea y asi hasta ny iguales a la de la Gitima linea de la tabla.
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Con el listado correspondiente a las variables explicativas y explicada, podemos
aplicar los procedimientos tradicionales de estimacion minimo-cuadratica, obtenién-
dose de ese modo las estimaciones de los pardmetros.

Caso 2: La interaccion en modelos agregativos:

Consideremos a continuacion el caso en que no existe independencia entre las va-
riables explicativas, urbanizacién y regionalizacién. Supongamos que desde ¢l punto
de vista tedrico se establece que para todas aquellas unidades geograficas que se en-
cuentran en fa zona central y, que poseen un nivel medio de urbanizacion, la variable
industrializacidn estd compuesta no sélo por los impactos individuales de cada varia-
ble sino que también hay que considerar un efecto inducido por la conjuncién de am-
bas categorias.

En este caso la tabla tedrica de descomposicion de la variable explicada (industria-
lizacidn) asume la siguiente forma:

URBANIZACION
B M A

. . ‘
g N B1 B1 + Ba By + Bs
c )
1 .
oC | By + B, By + By + 84 + B By + B2 + 85
N .
gS By +Bs B + 8y +Bs . By + s + Bs

La unica diferencia con la tabla que refleja la descomposicion de la variable pro-
duccion industrial en el caso | radica en que en ésta hemos agregado un coeficiente {35)
que representa el impacto sobre la industrializacion de la interaccién entre las catego-
rias zona central y urbanizacidon media. Para incorporar este nuevo componente en el
modelo de regresién debemos incluir un nuevo parametro ( 8¢,) asociado a una nueva
-variable muda (X4) que asumira el valor | en la casilla (2,2) y el valor cero en todas las
demas. Por lo tanto, el modelo adquiere ahora la siguiente forma:

EQY/X) = 61Xy + B2Xy + B3Xs + BaXa + B Xs + $6Xe, 4

y el listado de las observaciones tipicas serd:
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Casillas X, X, Xs Xe X Xe Y
-1 1 0 0 0 0 0 Yiy
1) 1 1 0 0 0 0 Y3,
1) 1 0 1 0 0 0 Ys,
(1-2) 1 0 0 1 0 0 Yia
@2 - 1 1 0 1 0 1 Y,
(3-2) 1 0 1 1 0 0 Ya,
(1-3) 1 0 0 o 1 0 Y,
(2-3) 1 1 0 0 1 0 Y,s
(3-3) 1 0 1 0 1 0 Ys

En ¢l modelo de regresién cominmente utilizado (es decir aquel en que todas las
variables explicativas son métricas) se acostumbra representar la interaccion por
medio del producto de dos 0 mas variables, Notese que lo mismo acontece cuando el
modelo contiene variables cualitativas: Xs podria haber sido definida como X:Xa.

Siguiendo un procedimiento similar al expuesto se podria continuar considerando
interacciones entre las distintas categorias. El limite estara dado por un modelo en
que se considere interacciones entre todos los niveles de las variables. Si deseamos tra-
bajar con este orden de generalidad no hay razones para considerar el conjunto de ob-
servaciones como si fuesen una sola unidad. En este caso lo m4s conveniente es traba-
jar cada casilla de manera separada utilizando la técnica expuesta en la seccién 2.

Si bien los cascs expuestos s6lo constituyen un par de ejemplos tomados entre un
sinnimero de maneras de descomponer la variable explicada (iudustrializacién), pen-
samos que en el transcurso de la exposicién hemos sentado principios relativamente
generales’ que nos permiten establecer una correspondencia entre una tabla en que se
expresa la descomposicion teéricamente esperada de la variable explicada y un mode-
lo de regresién. .

En el préximo apartado nos preocuparemos por aplicar esos principios a la cons.
truccion, andlisis y estimacion de modelos en que la variable explicada es una propor-
¢ién o un porcentaje. Este caso amerita un tratamiento particular en la medida que se
levanta como un instrumento analiticamente mds potente que el tan popular anélisis
de asociacion o de porcentajes.

4. Una alternativa al andlisis porcentual

En la seccioén anterior hemos considerado el caso en que la variable explicada es
- métrica. En ésta estudiaremos la forma de plantear ¢l modelo cuando la variable Y
‘es dicotdmica y se sustituye por una variable cuantitativa, al definirla en términos de
proporciones o porcentajes. Ademds de plantear algunos modelos alternativos de
andlisis, los cuales deben ser entendidos como complementarios a los desarrollados
en la seccién anterior, consideraremos los problemas de estimacién que son caracte-
‘risticos en este tipo de modelos. .

Con el propésito de adscribir un cierto contenido sustantivo a las ideas estadisticas

7 Los que se sistematizan en las conclusiones
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que entregaremos usaremos un ejemplo tomado de la sociodemografia. Creemos que
no estd demds sefialar que por no ser £ste un trabajo de naturaleza teérica, solo pre-
sentaremos una versién extremadamente reducida de los planteamientos tedricos.
Esto lleva implicito ¢l riesgo de entregar una caricatura de cada postura sustantiva,
pero tiene la virtud de focalizar lo medular de la formalizacién, cuestién que si consti-
tuye uno de nuestros objetivos centrales,

4.1. Un breve resumen de una teoria

Para intentar explicar la migracién rural-urbana se dispone de algunas nociones
tedricas las cuales se pueden sintetizar en ideas relativas al grado de modernismo de!
campesino, consideraciones de caricter estructural y, por altimo, factores particula-

- res de expulsion de mano de obra campesina.

La conclusion Gitima del primer enfoque es que 1a tasa de migracién es mayor a me-
dida que mayor es ¢l nivel de modernizacién del campesino. El enfoque estructural
establece que la proporcién de migrantes potenciales depende de las relaciones de
produccion y de las relaciones sociales que se establecen al interior de la explotacion
agricola. En concreto, si ha existido un proceso de reforma agraria que ha producido
cambios estructurales y observamos las tasas o proporciones de migracién al interior

el drea reformada éstas serdn sustancialmente menores que las de las explotaciones
agricolus tradicionales.

Por otra parte la investigacion de Omar Argiiello® establece que el grado de moder-
nizacion de los campesinos afecta a la migracién en aquellos contextos sociales que
no han sufrido cambios estructurales. Mientras que las variaciones estructuraies jue-
gan un papel fundamental en la explicacion de la migracién cuando se han llevado a
cabo reales procesos de Reforma Agraria.

Ademais de estas ideas, existen otras explicaciones en que se considera el papel de
variables aisladas. Por ejemplo, se plantea que el nivel de ingreso o que la educacion,
2tc., juegan un “papel”. Para nuestros objetivos consideraremos que la migracion po-

_fenctal puede ser explicada por las caracteristicas estructurales de la expiotacidn agri-
cola; por el grado de modernizacion del campesino y por el nivel de ingreso.

En reiacién a los factores estructurales distinguiremos dos categorias; a saber, ex-
plotacicones pertenecientes al drea no reformada y reformada. La variable moderniza-
cidn serd dicotomizada en moderno y no moderno y consideraremos tres niveles de
ingreso: alto, medio y bajo. La variable a explicar ¢s la proporcién de migrantes po-
tenciales.

4.2. Algunos modelos

Tal vez algunos de los modelos ya presentados podrian revelarse Gtiles para el ani-
lisis de 1a migracion. Sin embargo para los propdsitos de este trabajo preferimos plan-
tear otras maneras de descomponer la variable explicada. A estos efectos permitase-
nos considerar el siguiente esquema de descomposicidn de la variable a ser explicada:

¢ Argiello, Omar: “Estructura agraria, participacién y migraciones internas.” Migracion y Desarrolio,
No. 3, CLACSO, Buenas Aires, 1974. .



16 . : FERNANDO CORTES

e NoeRefomnnda Area Refurmads
Ingpenn Tngreso Iigresu - Ingrese Ingresw - higresa
By Medm i HAT Me i Adbar
[}¥ R T A o + . B+ g LI T LT T T B+ 30+ 80
NoeRbole e IR B d iy FONE L T Hi o+ [N P PR TR P 15:;;

" El pdramelro 8, representa el efecto absoluto sobre la migracion potencial de las
categorias area no reformada, nivel de ingreso bajo y modernismo de los campesines.
El valor deél se usa como base de comparacién.

B2y, B,toman en cuenta el impacto relativo de los niveles de ingreso medio y alto
respectivamente sobre la migracion potencial, y se caracterizan por ser independien-
tes del tipo de explotacion productiva agricola. _

815 nos indica ¢l efecto eSperddo de la caida del nivel de modernizacién en el area
no reformada sobre ld migracidn.

Al interior del irea reformada, se siguen manteniendo los efectos agregativos del
nivel de ingresos. Sin embargo, el impacto de I categoria “drea reformada™ sobre la
migracion potencial es diferencial dependiendo del nivel de modernismo del campesi-
no. En efecto, el drea relormada produce un impacto diferente si interactua con la ca-

“tegoria moderno, que si lo hace con la de no moderno. En el primer caso dicho impac-
toes By y, en el segundo B,

Siguiendo un procedimiento similar al empleadoen la seccmn anterior podemos es-

tablecer el modelo:

E(Y/X) =8 X, +8:Xs +8:X5 +812Xe +820 Xs +622Xs (5
“en que ¢l listado exhaustivo de lus variables es como se muestra en la tublu siguiente.

Desde el punto de vista de la estimacion, este modelo presenta una importante dife-
rencia respecto a 10s anteriormente expuestos: en lugar de que el nitmero de casos sea
igual a la cantidad de observaciones realizadas resulta ser igual al nimero de casillas
de la tabla, lo que implica una reduccion en los grados de libertad con los que se reali-
za el ajuste. En efecto en la tercera seccién trabajamos con un cenjunto de n observa-

. ciomes,-pero al considerar las proporciones asociadas a cada casilla nos movemos
desde una situacion en que para llevar a cabo la estimacion contdbamos con # obser-
vaciones a una en que el # resula ser el total de celdas de la tabla. En el ejemplo que
estamos utilizando, el numero de observaciones es 12 independientemente de la canti-
dad de unidades que constituyen la muestra. E
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Casillas Xl X.g X3 X4 Xs Xf, Y

{1,1) 1 0 0 0 0 0 Y
2,1) 1 0 0 1 0 0 Y3,
(1,2) 1 1 0 0 0 0 Yia
(2,2) 1 1 0 1 0 0 Yaz
(1,3) 1 0 1 0 0 0 Y
2,3) 1 0 i 1 0 0 Y:a
(1,4) 1 0 0 0 1 0 Yia
(2,4) 1 0 0 0 0 1 Yza
(1,5) 1 1 0 0 1 0 Yys
(2,5) 1 1 0 0 0 1 Y,s
(1,6} t 0 1 0 1 0 Yis
2.6) 1 0 1 0 0 1 Yie

Por otra parte, el ajuste minimo-cuadratico presenta algunas complicaciones que
estudiaremos en el préoximo apartado.

Con el propésito de presentar otras maneras de descomponer una variable, supon-
gamos que el investigador establece que la proporcién de migrantes potenciales sigue
el esquema representado por la tabla sigutente:

Arca So-Reluriads wrea Reformada
T Fizpsas bnesesn Ingresa g Inzreso
Eojp Medar At Bun: Medie Alta o
Muahrin Sy teay, I AT R TR I oy Bo vl ton o Bt
ek, ] B -, Gy S E oo, [T T T T Bt g s PO T

" en que las interpretaciones para B1, 82 ¥ 85 son lus mismas que en el caso anterior.
La diferencia entre esta manera de descomponer {a variable expllcada ¥ la recién ex-
puesta estriba en los términos del tipo Y

. Seg(in este modelo de descomposicidn de la migracién polencnal el parametro s,
puede interpretarse como ¢l efecto del nivel de modernizacién del campesinado. Sin
embargo, su impacto final depende del contexto productivo en que opera, ya que he-
mos supuesto que en el drea no reformada actia sobre un nivel @, en tanto que en ¢l
drea reformada, sobre un nivel @,, el cual se caracteriza por ser distinto a ;. La dife-
tencia entre casillas anélogas; definidas.en los dos tipos de contextos productivos, nos
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muestra que para ¢l mismo nivel de modernizacién e ingresos se cumple que (@1 —@2)
71, es decir, el impacto del tipo de organizacion productiva sobre la migracién poten-
cial, estd condicionado por el hecho de que el campesino presente caracteristicas que
lleven a catalogarlo de modetno.

El Modelo se puede expresar como:
E(Y/X)=5Xi +5:Xp +8Xs +amXe + o Xs + 27X + Xy (6

y el listado exhaustivo de las variables serd:

Casillas X, X, X3 0 Xe X5 X¢ X, Y

(1,1) 1 0 0 1 0 0 0 Y,
2,1) 1 0 0 0 1 0 0 Ya,
(1,2) 1 1 0 1 0 0 0 Yia
(2,2) 1 1 0 0 1 0 _ o0 Yas
(1,3) i ¢ 1 1 - 0 0 0 Y3
(2,3) 1 0 1 0 1 0 0 Yas
(1,4) 1 0 0 0 0 1 0 Yia
2.4) 1 0. 0 0 0 0 1 Y4
(1,5) 1 1 0 0 0 1 0 Y;s
(2,5) 1 1 0 0 0 0 1 Y,
(1,6) 1 0 1 0 0 1 0 Yie
(2,6} 1 0 1 0 0 0 1 Yas

4.3. Problemas de estimacion

El tipo de modelos que hemos analizado se caracteriza por el hecho que la variable
explicada esta expresada en términos porcentuales o como proporciones lo que impli-
ca que su range de variacion se encuentre limitado al intervalo definido por Oy 100 en
un case y en el otro por 0 y 1.

Para garantizar que se cumplan estos limites de variacion en la estimacién de la va-
riable explicada, podemos recurrir al expediente de utilizar sélo funciones que cum-
plan con dicho requisito. Esta alternativa tiene un costo expresado en cantidad de
funciones disponibles.® ' '

Otra forma de lograr el mismo proposito es por medio de la transformacion de la
variable explicada de manera tal que desaparezcan las restricciones de recorrido. Hay
varias alternativas disponibles, como la transformacién probit,” la transformacién
tangente y la transformacién logit.'!! Desde ¢l punto de vista matematico estas tres

* Goldberg, Arthur, Econometric Theory, John Willey, New York 1964, pigs. 222224, :
10 Goldberg, Arthur, op. cit., pags. 248-251.
" Theil, Henry, Statistical Decomposition Analysis, North Holland, Amsterdam, 1972, pags. 166-173.
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transformaciones tienen propiedades equivalentes y en consecuencia 1a exposicion se
puede centrar en s6lo una de ellas sin que se manifieste en una pérdida de generalidad.
Nosotros hemos preferido de entre las tres a la transformacion logil
Sea P, la probabilidad correspondiente a la casilia ubicada en la i-ésima linea y j-
ésima collumna El logit de P se define como:
Py
L = log ——
“tij
donde larazon P; J/ k- PU’ mide las chances a favor de la variable en cuestion. Por gjem-
plo si P = (.8 €ntonces Plj/l PlJ = 4/1,

SiP se refiere a la proporcion dg frugrantes potenciales dicho valor nos dice que
por cada 5 campesinos hay 4 dispuestos a migrar y sélo uno esté en la situacion con-
traria. ,

La funcién logit responde a 1a siguiente representacion grafica:
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A partir de esta grafica debemos destacar dos hechos notables: i) al realizar la trans-
formacion han desaparecido las restricciones del recorrido de la variable, el logit varia
entre mas y menos infinito y #) los aumentos absolutoes de la misma magnritud, en ge-
neral, tienen efectos distintos sobre el logit. En la grifica' distancia entre 1/2y Aqg, e5
igual a la distancia entre A, y A.. Sin embargo, el efecto de variaciones absolutas igua-
les en las probabilidades, tiene efectos distintos sobre el logit: dada la forma de la fun-
cidn, siempre L. serd mayor que L,. Esta propiedad da contenido a la idea de que los
aumentos porcentuales de un mismo tamafio tienen sentide distinto dependiendo del
nivel sobre €l cual se aplican. Un aumento del 3%, tiene una importancia relativa me-
nor cuando se produce a consecuencia de un aumento de 50% a 53%, que en el caso en
que se trata de un aumento entre 90% y 93%.

Antes de aplicar esta transformacién a las ecuaciones (5) y (6), debemos tomar en
cuenta que en la mayoria de las aplicacioncs practicas las proporciones P no son di-
rectamente observables, lo que si podemos medir son las frecuencias relativas h, por
lo tanto, el modelo (5) o podemos escribir como:

h . h P o
logﬁr-ﬁ,xl 0y Xy + BaXa H By Ko + B X+ B2 X T Gosm —Jog i"—P]” ¢
y en el (6):

; h h P ) (8'.
og]__ﬁlxl TR X + B Xs oy Xe F oy Xs Fagyi Xe + 0 Xy + (log. ﬁ_]‘)g 1—p -

Para aplicar los procedimientos tradicionales de estimacién, debe cumplirse que la
esperanza del término de error (Iog. h/1-h — log P/1-P}, debe ser igual a cero, su va-
rianza debe ser constante y los errores no deben estar autocorrelacionados.

Siguiendo el argumento de Theil'? en que se supone que las observaciones de cada
celda han sido obtenidas independientemente y que el nimero de observaciones por
casilla sea lo suficientemente grande, se puede demostrar que la esperanza del 1érmino
de error seré cero, La ausencia de correlacion entre los residuos estd garantizada por
haber considerado muestras independientes. Sin embargo, hay dificultades con el su-
puesto de varianza constante (homocedasticidad).

Bajo el supuesto que las casillas se han conformado por una serie de muestras alea-
torias de distintos tamafios en que se cumple la condicién de independencia estadisti-
ca' y la caracteristica de dicotomia, podemos considerar que las observaciones en
cada una de ellas han sido generadas por un modelo probabilistico binomial. La teo-
ria de las distribuciones de probabllldades nos dice que en este modelo la varianza de
la proporcién es igual a:

h
1?7 Notese que las ecuaciones (7) y (8) se derivan directamente de las (5) y (6} sumando log —y restando
P en ambos lados de las igualdades. —h
k2
¥ Theil, op. cit., pags. 176-177.
 Tanto en el interior de cada una de las casillas cuanto entre ellas.

log —
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PlP
ar () = 24P )

Esta expresién nos permite establecer 1a varianza de la proporcién muestral en
cada celda y como en general, tanto los P como los tamafios de muestras por casilla »
(n) seran distintos, entonces las varianzas de las proporciones para cada casilla seran
necesariamente diferentes. Sobre la base de este resultado se puede demostrar quesiel
numero de observaciones por casilla ¢s suficientemente grande la varianza del térmi-
no de error de los modelos (7) y (8) es aproximadamente igual a: 1/nh {1 — h).en que
tanto n como h se refieren a una sola casilla."

Al romperse el supuesto de varianza constante (o equivalentemente si ¢l modelo es
heterocedastico) el método mas eficiente de estimacidn es el minimo cuadrdtico ponde-
radoe.’® La idea basica en este procedimiento de ajuste, es la de otorgar menos impor-
tancia a las observaciones con mayor varianza y mas importancia a aquellas con va-
rianzas menores, La aplicacion de este principio lleva al resultado de que las varianzas
seran todas iguales,

- 8i para realizar el ajuste multiplicamos cada igualdad de las que componen los sis-
temas de ecuaciones representados por {7) y (8) por /nh (I-h) transformamos los
modelos heteroceddsticos en homoceddsticos en que las varianzas de los términos de
error son todas iguales a la unidad.

Dado el cardcter de este trabajo s61o hemos bosquejado el problema y su solucién
debido a que es parte del conocimiento basico de aquellas personas especializadas en
este tipo de temas. Los no iniciados deben recurrir a un buen programa de computa-
cidn.

Consideraciones técnicas adicionales

E! analisis de una tabla de contingencia a través del método de regresion presenta
una serie apreciable de ventajas que derivan basicamente de un conjunto de con-
ceptos que le dan su rigueza analitica. Dentro de esos conceptos, en este apartado
pondremos especial interés en el coeficiente de determinacion y en la prueba ¥

Es sabido que en andlisis de asociacién existen una serie de coeficientes que inten-
tan capturar la fuerza de la relacién entre dos o mads variables. El problema se presen-
ta en ¢l momento en que todos ellos entregan valores distintos llegandose en algunos
casos extremos a diferencias sustanciales. Las personas que han trabajado sobre el
tema parecen haber llegado al acuerdo de que los valores numéricos son distintos por-
que los coeficientes miden *‘cosas” diferentes."”

Al aplicar el andlisis de regresion obtenemos el coeficiente de determinacién (R?)
como subproducto de la estimacion de parimetros. Conceptualmente esta medida se
interpreta como la proporcidn de la varianza total que es explicada por el modelo. En

% Ver Theil, ap. cit., pigs. 174-178.

% Este método de estimacion es equivalente al método minimo cuadritico gengralizado.

" Ver, L. Goodman y W. Kruskall: Measures of Assaciation for Cross Classification. Journal ol the Ame-
rican Statistical Association, Vel, 49, No. 268, diciembre 1954, pigs. 732-764. También, Hildebrand, David,
et al., Analysis af Ordinal Data Sage publications Inc. California, 1977.
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consécuencia ¢l valor que alcance el coeficiente de determinacidn serd una funcién de
la forma de la relacion y del tipo de variables que se usan para realizar €l ajuste. Tam-
bién puede ser interpretado como el grado de ajuste que se ha alcanzado entre los va-
tores predichos por ¢l modelo y los valores observados.
Definamos R? como:

Te?

R® =1 - —
(Y-

en que e simboliza a la discrepancia entre los valores observados y los pronosticados
por el modelo.

Si1simbolizamos la frecuencia estimada nor h, y operamos aigebraicamente sobre la
ecuacion (7

— = exp. { Xy + BaXs + 63Xy F B12Xs + By Xs + @Mxé}
1-h

despejando h se llega a: 0271 Xe + @2 Xy 1) }

. 7 ’ - - . - - - n — _1

}1:(1+EXP-{51X1+52}K:’, + 05Xy T B2 Xe t P21 Xs +Bi2Xse 1) (9

Como e = h —h, ¢n que h representa a las frecuencias relativas observadas, dispo-
nemos de todos los elementos necesarios para calcular R? Operando de la misma
forma sobre Lu ecuacion (8) se llega a:

fl:(l + exp, lel "’”ﬁzx‘z + 33}(3 + a7y Xy +&1X5 +

~ -
0NiXe + W0Xs }'1)" (10

Los modelos que hemos considerado no toman ea cuenta el nilmero de observacio-
nes por casiila (en el ejemplo hemos reemplazado el total de observaciones por 12.
Por lo tanto, el término de error estimado e (discreparncia entre valores observados y
estimados), nos da sélo una indicacion respecto al grado de ajuste de nuestre modelo
respecto 4 las proporciones en cada celda, pero no toma en cuenta el nimero de ob-
servaciones que hay en cada una de ellas, '

Se puede derivar un test X que sea sensibie al numero de observaciones por casilla.
Para ello partumos - de uno de los teoremas bdsicos de la estadistica matematica que
establece gue s1 €l tamano de muestra es lo suficientemente grande entonces la distri
bucion binom:al tiende a la nurmal '

t Estrictamente conln —oo v P HJ0 va que s 10 —»oo v P —0 entonces {u distribucion binemial tiende
a lalfuncion de Powsson.
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Por otra parte, X se define como una suma de variables aleatorias normales inde-
pendientes elevadas al cuadrado, donde los grados de libertad igualan al nimero de
sumandos, '’

Como hemos supuesto que al interior de cada casnlla dec nuestra tabla, se cumplen
las condiciones necesarias para aplicar la distribucién binomial entonces parz cada
una de ellas la expresion:

n(h-P)*
P(1-P)

seguira una distribucion X*, con un grade de libertad. Ahora bien, como a la vez he-
mos supuesto que las muestras se han obtenido independientemente, entonces las dis-
tinas X? seran estadisticamente independientes y como en nuestro ejemplo tenemos.
doce casillas, entonces tendremos que la suma:

2 2 2 2 2 2 2
X FX g PX, P X st Xs X T, X
2
+ Xt Xat G, TN =X
o bien,

2
- xi'j

MO‘\

2
X' = I
1

L

sigue una distribucion X con doce grados de libertad.

Podriamos someter a prueba la consistencia entre las frecuencias rclatwas observa-
dashy las proporc:ones tedricas P, pero como éstas no las conucemos y s6lo dispone-
mos de estimaciones (obtenidas por las ecuaciones dgl tipo (9) y (10)) podemos
reemplazar los P por los h. Sin embargo, hay que corregir el cdlculo de grados de li-
bertad, por cuanto hay un teorema que nos dice que debemos restar un grado de liber-
tad por cada parametro de X” que hayamos estimado.* En el caso del modelo (7) he-
mos estimado 6 parametros, por 10 tanto, tenemos 6 grados de libertad. En el caso del -
modelo (8) hemos estimrado 7 parametros, io que origina 5 grados de libertad. En to-
dos los demds aspectos ésta es una prueba x? tradicional, donde la regién critica se
encuentra ubicada en la cola derecha Ae la distribucion.

6. Estimacion de modelos mixtos_

En las secciones anteriores hemos centrado nuestro interés sobre las potencialidades
quese derivan de la formalizacién y hemos puestoespecial énfasisen la consideracion de
expresiones matematicas que permitan incorporar factores explicativos de naturaleza
cualitativa. Los problemas de estimacion han jugado un papel secundario. Pero

, ¥ Yer, por cjemplo John E. Freund, Mathematical Statistics. Prentice — Hall. Englewood. N.Y. 1942,
cap. 8.
=~ Hoel Paul, fmtroduction to Mathematical Statistics. John Wiley. New York, 1962. pag. 250:
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de aqui en adelante cambiaremos ¢l eje¢ de nuestra preocupacion por o que acentuare-
mos el tratamiento de las dificultades que surgen de la estimacion de modelos cualita-
tivos. Pero solo tomaremos en cuenta aquellos problemas que sobrepasen los limites
establecidos por el método minimo cuadritico. Ello no quiere decir que nos olvide-
mos de la formalizacién sino que debe entenderse en el sentido de un cambio de énfa-
sis. Atin m4s, introduciremos en esta seccion, un tipo de discurso tedrico que genera
una nueva clase de ecuaciones de regresion. Hasta ahora hemos considerado sélo mo-
delos en que todas y cada una de las variables explicativas son cualitativas, es decir,
nos hemos preocupado por modelos absolutamente cualitativos. Ahora nosintrodu-
ciremos en las peculiaridades que presenta la estimacion de modelos que combinan
variables cualitativas y cuantjtativas, Podemos tomar como ejemplo un modelo en
que la variable a explicar sea ¢l nimero de hijos por familia y entre las explicativas
aparezcan variables cualitativas como son las categorias ocupacionales y ciudades, y
entre las cuantitativas, la edad actual de la mujer, edad al casarse, socializacion.ztc.

Si las variables definidas se han construido sobre la base de observacwncs indivi-
duales se nos plantean dos alternativas de analisis.

Por una parte, podemos cruzar las variaoles cualitativas de manera de definir un
conjunto de subpoblaciones o submuestras y realizar un anélisis de regresién entre las
variables cuantitativas al interior de cada una de cllas,

La otra posibilidad consiste en la incorporacion de las variables cualitativas al inte-
rior del modelo, para hacerlo se recurre a la definicidn de variables mudas. Una vez
que establecemos estas variables, se pueden usar los procedimjentos de estimacidn or-
dinarios por lo que estaremos en condiciones de calcular todas las medidas estadisti-
cas asociadas al modelo de regresion,

La diferencia esencial que existe entre ambos tipos de modelos es que el segundo
nos permite medir directamente el impacto que tienen las variables cualitativas sobre
la variable explicada.

Desde ¢l punto de vista grafico el primer tipo de modelos consiste en el ajuste
independiente de un conjunto de hiperplanos de regresién. Uno para cada casilla defi-
nida por el cruce de las variables coalitativas. En cambio, €l segundo es mas restric-

-tivo en la medida que considera un ajuste relacionado de los mismos. La asociacion
estd dada por el hecho de que los distintos hiperplanos poseen las mismas tnclinacio- .
nes y se diferencian por sus niveles, son estos altimos los que recogen los impactos de
las variables mudas. . _

Por lo tanto, el modelo absolutamente cuantitativo (en la medida que sélo incor-
pora dicho tipo de variables en calidad de factores explicativos) se puede caracterizar
por el hecho de que los coeficientes de regresion variaran de subpoblacion a subpo-
blacion. El modelo mixto impone la restriccién de que los impactos de las variables
métricas son los mismos para todas y cada una de la subpoblaciones y que el efecto de
las variables cualitativas sélo m.difica el término hbrc :

'Ysd hemos dicho que el modelo que orienta la exposicién de esta seccidn ha srdo ca
lificado como mixto por cuanto las variables explicativas son tanto de naturaleza cua-
litativa como cuantitativa, La variable a explicar es el niimero de hijos por familia, las
variables explicativas cualitativas son las categorias ocupacional del jefe de familia y
algunas de las principales ciudades latinoamericanas..Las cuantitativas son: edad ac-
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tual de fa mujer, edad de la mujer al casarse, socializacién urbana de la pareja, femi-
msmo, religiosidad, tipo de matrimonio y participacién ocupacional de la mujer.

Elanalisis se desarrolla al nivel de observaciones individuales, las cuales se disponen
en una tabla de doble entrada construida sobre la base de las variables cualitativas. Al
interior de cada una de las casillas tenemos un conjunto de observaciones individuales
referidas a la variable a ser explicada (nimero de hijos por familia) y a las variables
explicativas métricas. El nimero deobservaciones por casﬂlas {n J)vf:s igualaltamanode
cada una de las submuestras.

En el modelo tedrico de descomposicion de la variable explicada las varlables cuan-
titativas se han denctado por Z. Es asi como Z, define la edad actual de la mujer, Z; 1a
edad de la mujer al casarse y asi sucesivamente hasta llegar a Z,; participacioén ocupa-
cional de la mujer. '

El modelo escrito de manera explicita es:,

Y=aX; + 8%z +81X3 +BaXq +8:Xs +8cXg +8,Xy +y2 Xy + YaXo + 74
Xio ¥ ¥sXan + yXee +97Xis + 7 Xia T 1 Xis Fyi0Xes +86,Z, + 82
I+5322 +5423.+'55Z4 +86Zs ¥ bq9Zs T O4Zr te | | a1

En que X,, Xo..., Xy denotan las variables mudas que se construyen con ¢l propdsito
de incorporar en la explicacién el papcl que tedricamente jugaran las ciudades y los
grupos laborales,

En |a tabta de descomposwlon teorica (esperada) sepuede ver que a mide el nimero
csperado dehijos paralos obreros no cspeclallzados residentesen Guayaquil. Loscoefi-
cientes gammas se refieren al efecto de “ciudades” tomando como base de comparacion
Guayaquil. De este modo 72 representa el impacto que tiene sobre el niimero de hijos ¢l
hecho de que jefe de familia resida en Quito en lugar de Guayaquil y asi sucesivamente
hasta llegar a Y10 que muestra el efecto que tiene sobre la variable explicada el hecho de
residir en Buenos Aires en comparacion con Guayaquil

Los coeficientes betas expresan el impacto sobre el numero de hijos de la categor:a
ocupacional tomande como base de comparacién fija la categotia de obreros no espe-
cializados, Por ejemplo, el coeficiente 8, captura el efecto relativo que tiene sobre el
nimero de hijos el hecho de que clchc de familia sea empleado en vez de obrero noes-
pecializado.

Los coeficientes delta representan el impacto lineal que tienen las variables métri-
cas sobre el nimero de hijos. Esta interpretacién es valida para todos los deltas a ex-
cepcion de 81y 82 por cuanto el efecto de la variable edad de la mujer(Z, ) es no lineal..
El impacto de Z, sobre Y manteniendo constantes todos los Otros regresores es:

NCA
22,

es decir, su efecto-depende del nivel de Z, y de los dos parémetrés dcltas”, en qﬂuch-S.l
muestra la parte constante de la variacidon y &; la mitad de la tasa de cambio-del

= 61' + 26; Z'l
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mismo (aceleracién). La variacidn .de la tasa de camblo es constante e igual a 25,,
como se puede apreciar por medio de:

323

=28,

TABLA DE DESCOMPOSICIONTEORICA

Chidades
Grupos Guayaquil Quito Cd de Gua- | Cd. de México| San José
octipacionales temala
OBRERO NO 13 @+ Y, ax Y, oy, 0oe Yy
ESPECIALIZADO
ARTESANGS @+ 2 G+ v, + 8y @+, + B, O+ Yy + By a+y+ iy
OBREROS o+ iy Qv+ By WYyt By Qe y,+ By Qryo+ By
ESPECIALIZ ADOS '
SERVICIO as+p @+ y, + B &+, 48 Oy, +4 Qy + B
INDEPENDIENTE 4 e T e s
EMPLEADOS 0+ g, aryyafy | CryaeBy ey + 55 Qa5+ B
EMPLEADOS a+fi, Q474+ By a+Ty+ B, a+v v 8, G+ye+Bg
DIRECTIVOS B, O+y, 46, a+ry+f, X+ Y+ By o+ Y+ By
Cindades
Grupos Caracas Bogotd Rio de Cd. de Panamd | Buenos Alres
ocupacionales Janeiro .
T o e O S

- ARTESANOS sy + 8, ey, + B, [+ &% ’ys+ﬁ1 Geyg+By Wy ot Py
OBREROS O+ o+ By O+ v+ By Q> ¥gaf Q+y,+B by 48
ESPECIALIZADOS S e s
SERVICIO ey .+ B Qe +4 O+ + 8 Qry.+8 E+ToathB
INDEPENDIENTE 6774 7 84 24 1074
EMPLEADOS Gorges | Qerrfy | @rmpesy | wemgesy  |avviges
EMPLEADOS o+ 4By Qey el 0+ Yy + By Crvgrp, | ®evar8,
DIRECTIVOS Qs g+ By 0s Yyt By vy +B, | @evyeB, aryio*fy
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LISTADO DE VARIABLES MUDAS

X1 X2 Xo Xa X5 Xe X7 Xs Xo X0 X11 Xaz X1s X1a Xas Xas

000000.000|000000000l000000000lﬁOOOOOOOOlGOOOOﬂOOOIOO

00000000.I.000000nU0nU1_000000000]00000000010000000001000
O e e = o e o O o OO~ OO O RO OO OO OO oD oo QDO OO o
90001000000000.I.000000000..I000000000100000000010000000.
CooO—oooOooOooOoO0—~ oo oO0CooO0o~oCooCOCooO—~ooQoooOQO00O—oOo0o0o0oo
o= OO OO~ OO Lo OO OO =L CO =D OCOQOD
0000000ﬂu0000000000000Oﬁu00nuﬁv0000000000000.000000000000
_ O e O O O N e e D O O OO OO OO LR OO DO DL OO DO~ A= == — D0

0000000000000,00000000000000000111111111100000000000.0
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0
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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¢
0
0
¢
G
0
¢
0
0
0
¢
¢
L
¢
0
0
¢
0
0
¢
0
]

[=R =R W - R R e =R =R === F === =R~ =N Y= R == Y e R N Yo o N N e Y= ]

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1
1
1
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1
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X1 X Xs Xa X Xe X7 Xo X X1o X11 X12 X1z X1a X15 X

-

%3 1 000061 G010 0 0 00 0 0
64 L 00 O0O0C10CQO0CO0OD]1 O 0 0 0 0 0
%) L0000 100D0OC0C Lt O O O 0 O
6 1 000UV 1O00CYO O v 8 0 0 0
677 1 000010000 0 0 | 0 0 0
8 1 040 0010000 0 0 0 1l 0 ¢
69 1000010000 0 0 0 0 I 0
610) 1 0 0 001 000C G ¢ ¢ 0 0 |
1)) 1000001 000 0 ¢ 0 0 0 0
22 100 0001100 0 ¢ 0 0 O 0O
7 1 0000O0C1O0LYO O O 0 0 8 0
74 10000011 001 ¢ 0 0 0O O 0
7% 1060001 00C0C 1 0 00 0 0
(¢ 1 000001 CGCOO O 1 0 0 ¢ O
G L oo000GCO0O100GO0C O 0 1 0 0 0
78% 1000001 ¢C00C 0 O O I 0 0
7% 1000001000 0 0 0 0 I 0
(7.100 1 9 0 0001 0 0C O 0 0 0 ¢ 1

Una vez descrito el modelo debemos preocuparnos por su estimacion. Con este ob-
jeto escribamos el modelo (11) de manera compacta haciendo uso de matrices:
.

Y=WB+e (12

W es una matriz de orden nxk y de rango completo, en cuyas columnas podemos
distinguir los regresores del tipo X y los del tipo Z. nes el nimero de observaciones y &
es-en numerp de pardmetros. ’

Y y ¢ san vectores columnas de orden nx1, y B es el vector columna que contiene los
parametros y su orden es kxl.

Si a este modelo le agregamos los supuestos tradicionales respecto al término de
error.

i

E(e) = O
E(ce) =o*L,

completamos su especificacion tedrica,

A pesar de que en este momento estamos en condiciones de proceder al ajuste,
puede resultar de cierto interés plantear el mismo modelo desde otro dngulo.

Si a la matriz W la particionamos distinguiendo las variables mudas y las cuantita-
tivas y realizamos la misma operacidn sobre el vector de pardmetros en que distingui-
maos, de una parte, los coeficientes betas y gammas v de otra los deltas, tendremos:

X| | + e (13

-
0
N
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Realizando la operacion del producto matricial indicada concluimos que el sistema
de ecuaciones representado por (13) se transforma en:

Y=Z8B,-+ XB; +¢ (14

- Sabemos que la aplicacién del criterio minimo cuadrético a la ecuacién (13) entrega
‘por resultado:

b=(WW)~' WY (5

Realizando operaciones convenientes sobre (135):

b, ZZ zx | ™ zZ'Y

I

b, X'z X'X | XY

Una vez que se invierte la matriz particionada y después de un tedioso pero no di-
ficil proceso de manipulacién algebraica obtenemos férmulas que nos permiten esti-
mar por separado los coeficientes de regresidn asociados a las variables mudas y a los

regresores métricos:
b, =(Z2'Z)"' Z'NY 16.1
{16
by = (X'MX)™' X'MY 16.2

en que M y N se definen como:

1-zZ@ZzD!' 72
I — X(X'MX)? X'M

M

It

N

Es evidente que en el ajuste del modelo expuesto en esta seccidn pueden aparecer al-
gunos problemas econométricos que dificuitan el proceso de estimacidn, por elto en la
octava seccion haremos una breve discusion de aquellos que a nuestro juicio tienen

una mayor probabilidad de surgir en investigaciones que envian sobre este tipo de
ecuaciones asi como también aparecen en las que expondremos a continuacién.
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7. Estimacién de ecuaciones de regresién mdmduales a
partir de datos agregados

Trataremos este problema de estimacién como punto de partida aun cuando no
tenga relacion directa con los modelos gue hemos presentado en las secchenes anterio-
res. Sin embargo, nos permite relevar y entregar una solucion facil al tipo de probie-
mas que debemos enfrentar posteriormente.

Supongamos que nos interesa ajustar un modelo lineal en que todas y cada una de
las variables se han construido a partir de observaciones individuales, En términos ge-
nerales podemos representar la relacién entre el conjunto de observaciones y regreso-
res por medio de:

Y=XB+e 17

donde X es una matriz de orden (nxk) y de rango k (n es el nimero de observaciones y
k es el nitmero de parimetros a estimar) y k es menor o igual que n. Y y € son vectores
columna de orden (nxt) Y B es un vector de orden (kx1).

Ademis se agregan los supuestos tradicionales relativos al término de error, vale
decir;

E ()=
E (ee') = o7,

Ahora bien, supongamos que en lugar de disponer de la informacién original sélo
contamos con las medias de X, e Y simbolizadas por X, Y. Si hemos formado m gru-

pos {k < m < n)podemos establecer el modele: .

Y=XB+¢ Qs

Con los datos que disponemos no tendremos dificultades para realizar el zjuste del
modelo (18) ni en estimar sus correspondientes coeficientes de regresion. Si embargo,
el vector asi estimado no guarda una conexién tan directa como parece a primera
vista con B de la ecuacion (17). Para establecer algin grado de oorrespondencia entre
ambos vectores paramétricos y analizar ios problemas de estimacion que aquejan ala
ecuacion (18) es necesario que estudiemos el procedimiento por medio del cual a par-
tir de (i7) se llega a (18). i

Para ello definamos una matriz de agrnpamlento P de orden (mxn) cuya caracie-
ristica es que cada linea se refiere a.un grupo y ios elementos de ellas son tanto las fre-
cuencias relativas al interior de cada grupo cuanto ceros. Las primeras aparecen
cuando las observaciones se encuentran incluidas en el grupo y los ceros cuando la
observacion no corresponde al grupo a que se refiere Ia linga. Tomemos como ejemplo
la tercera linea de P, es decir el tercer grupo. Si este agregado estd formado por tres ob-
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servaciones: la cuarta, séptima y n-ésima, entonces el tercero, séptimo y n-ésimo ele-
mentos de la tercera linea de P serdn iguales a un tercio y todos los restantes seran
iguales a cero.

Dada la matriz P estamos en condiciones de establecer las siguientes relaciones
entre las variables individuales y agrupadas:

Y = PY X = PX e =Pe

Dadas estas ecuaciones podemos reexaminar los supuestos relativos al vector esto-
castico de error.*

E(e) = PE(e)'=
E(ee’)= E(Pec’P’) = 0* PP’

Resulta claro que no se introducen modificaciones en torno al primer supuesto, sin
embargo, la matriz de varianzas y covarianzas de los errores se ha modificado. Dada
la naturaleza de ka matriz P el producto matricial PP’ da origen a una matriz diagonal
de orden mxm. Como, en general, estos términos serdn distintos entre si se concluye
que la transformacion lineal operada sobre las variables individuales ha generado un
problema de heterocedasticidad el cual afecta 2 la propiedad de varianza minima. En
consecuencia, ¢l método de estimacidon minimo cuadritico ordinario ya no gozara de
una de las propiedades que lo han hecho tan popular lo que ha llevado a que bajo
estas circunstancias se prefiera utilizar los estimados minimos cuadriticos generaliza-
dos, también conocidos bajo el nombre de estimadores de Aitken.?

Al aplicar este método de estimacion, las expresiones correspondientes al vector de
estimadores (b) y a la matriz de varianzas y covarianzas { var (b)} 50

={xEe)y X} xey a9
var) = o¢ { Xppy X} 0

Por lo tanto si deseamos estimar la relacién que existe entre un conjunto de varia-
bles individuales y s6lo contamos con informacién grupal debemos tomar en cuenta
que ¢l agrupamiento destruye la propiedad de homocedasticidad que se ha supuesto
al nivel individual. Debido a ello ¢l procedimiento de estimacién mds adecuado es el
minimo cuadrético generallzado

Antes de abandonar estd seccion debemos realizar algunas acotaciones adicionales.

i} En la definicién de la matriz de regresores X no se impone ninguna restriccion
sobre el tipo de variables, por lo tanto, puede estar compuesta tanto por variables

2 Recuérdese que al especificar el modelo para [as observaciones individuales hemos supuesto que; E{e}
= 0y E(ee’) =or®l},.

2 A, C. Aitken: On Leasf-SquareJ and linear combirations of abservations. Pro. Royal. Sec., Vol. 55,
pégs. 42-48, 1934,
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métricas como por variables mudas de modo que las conclusiones obtenidas son de

caracter general.

iiy Al aplicar el procedimiento de estimacién recomendado, se genera un pro-
biema de prediccidn cuya solucidn se debe a A. Goldberger.? Este autor demuestra
que el mejor predictor lineal ¢ insesgado (mejor en el sentido varianza minima) en
aquellos casos en que se ha usado el procedimiento de Aitken es:

V=X b+ W @P)! e 1!

donde X, es un vector linea que contiene los regresores de prediccién. W, es un vector
columna definido por:

[ E (o 1) |
E (eq &2)

en que € es el residuo estocistico correspondiente al vector de prediceion Xo. El
vector columna e es ¢l que contiene los errores correspondientes a la apllcacmn del
método de estimaciéon minimo-cuadritico generalizado. : :

8. Estimacion de un modelo agregativo y cualitativo

Supongamos que nos interesa estimar efectos de variables cualitativas sobre
variables cuantitativas agregadas. Nuestro problema se centra en la estimacion de un
modelo de regresion en que para explicar el nimero medio de hijos utilizamos como
variables explicativas categorias ccupacionales y ciudades importantes de algunos
palses latinoamericanos.

Ahora bien, por medio del cruce de las variables cualitativas podemos construir la
tabla de ta pdgina siguiente. _ '
en cuyo interior tenemos la descomposicion tedrica del nimero medio de hijos por fa-
milia.

Todos los coeficientes de esta tabla exceptuando o, mtden impactos relativos, en
que por construccién del modelo las categorias tienen efectos independientes, es de-
cir, no se consideran interacciones. Sabemos por lo dicho en la tercera seccién que
€sto no coustituye una limitacion inherente al uso de variables mudas. Sélo significa
que no fas hemos considerado en este modelo. La descomposicion tedrica que hemeos
presentado en la tabla nos permite asignar las siguientes definiciones a los pardme-

# Referencia tomada de J. Johnston: Econometric Methods. John Wiley, New York, 1972.-pa'1.gs. 212-
213, }
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OBREROS NO OBREROS NO EMPLEADDS - | DIRECTIVOS
CIVDADES [ESPECIALIZADOS| ESPECIALIZADOS
GUAYAQUIL a &+ 5, &+ g+ a+ @ o+ + 0
CARACAS e+ N o+t LR RN R et Bt At
RIO DE JANEIRG | o+ + 7, R E s+ ko, oy, LR R P

BUENOS AIRES LR e T R R M A A PR M L A N N RN TN AR S A

tros: ¢ representa el nimero medio esperado de huos de las familias cuya cabeza €s
obrero no especializado y residente de Guayaquil,

B; puede interpretarse como el impacto que tiene sobre la variable explicada ¢l
hecho de que el jefe de familia sea obrero especializado en lugar de no especializado.

B: mide ¢l efecto de ser empleado en lugar de obrero especializado.

B; indica el impacto que tiene sobre el nimero medio de hijos el hecho de que el
Jjefe de familia sea directivo en lugar de empleado. _

Los coeficientes ¥ se refieren a los efectos relativos de ciudades. De este modo, M1
Y2, Ya:reflejan los impactos de residir en Caracas en lugar de Guayaquil; en Rio de Ja-
neiro en vez de Caracas y en Buenos Aires en lugar de hacerlo en Rio de Janeiro res-
pectivamente.

Ndétese que en este caso hemos def’mdo los parametros en términos de efectos rela-
tivos con base variable (siempre se compara con la casilla vecina) en lugar de utilizar
una base fija tal como lo habiamos hecho hasta ahora.

Una vez planteada la descomposicién tedrica del nimero medio de hijos debemos
proceder a la asignacion de un conjunto de variables mudas o regresores que nos per-
mita movernos a través de las distintas casillas de la tabla
Los regresores definidos son los siguientes:

. Y (No. Medic
Casilias Xo X X1 X3 Xs Xs de Hijos)
(L1) 1 0 0 0 0 0 0 Yu
(1,2) 1 1 0 0 0 0 0 Yo
(1,3) 1 1 1 0 0 0 0 Y
(1,4) 1 11 1 0 0 0 Y
21 1 0 0 0 1 0 0 Y
2.2) 1 1 0 0 1 0 0 Y
2,3 l 1 ! 0 1 0 0 Y
12,4) 1 1 1 1 | 0 0 Y
(3.1) 1 0 0 0 1 ! 0 Y
3,2) 1 1 0 0 1 1 0 Y
(3,3) 1 1 1 0 l 1 0 Y
(3,4) 1 ! I 1 11 0 Y
4,1) 1 0 0 0 1 1 1 Y
4,2 1 1 0 0 1 1 1 Ya
4,3) 1 1 1 0o 1 1 1 Yz
(4.4) 1 1 1 L 1 1 1 Yu
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El mejor procedimiento.de estimacién del modelo:
| ¥=XxB+¢ - (22

es el minimo cuadratico generalizado por cuanto debemos tomar en cuenta que las

varianzas de las medias muestrales para cada una de las casillas seran en general dis-
tintas, por consiguiente no podemos mantener el supuesto de homocedasticidad.*
Las varianzas estimadas de la variable a explicar estan dadas por la formula:

SZ

Var (? ,.) = (l_..
1} nl] Nl_] (23

en que S,_, es la varianza muestral de las observaciones mclmdas en la (i,j)-ésima casi-
lla, y N es el tamano de la subpoblacién.

Estas varianzas estimadas se pueden disponer en una matriz diagonal:

Var ?11 g 0..... b. 0
0 Var Ygz 0...... 0
. V =
0 0 0 Var Y,
- —

2 En ¢l modelo de regresion se cumple que la varianza del término de error os igual a la varianza de la
variable explicada:

Sea,
E(Y/X1, Xas ... Xn) = B0 + 51Xy + B2Xy + ... + BoXe
el valor esperado de Y dado el conjunto de regresores X. Ademas, tenembs:

Y=0 +8HX +ﬁzx2+""+ﬁnxn+e.

Restaﬁdo la primera de la segunda ecuacion:
Y - B(Y/Xy, Xa,... Xp) = ¢
E{Y ~ E(Y/Xi, Xz ... Xo) } ? = B(e)?

El términe de la izquierda es la varianza de la variable explicada y el de la derecha es'la varianza del téimino

de error ya que; .
E¢) =0

Pos lo tanto: Var {Y) = Var(e)
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En este caso las formulas del vector de estimadores y de la matriz de varianza y co-
varianza son:

=X VI X' X' VY (24
Varlp) = (X’ V™' X)7! (25

Los elementos de la diagonal principal de la matriz de varianza y covarianza son
los cuadrados de los errores estdndares de los estimadores. De este modo, la raiz cua-
drada del primer término de la diagonal de V entrega el error estandard de &, del se-
gundo el de 8,, y del séptimo el de v,.

Los elementos de la matriz de varianza y covarianza se determinan sobre la base
de las formulas correspondientes a ia varianza de la variable explicada. Asi, si la va-
riable que pretendemos explicar son proporciones en lugar de medias aritméticas de-
bemos utilizar:

Var(p) = _P_:] - (26

Por otra parte, debemos agregar que en aquellos casos en que la variable explicada
tiene limitaciones en su recorrido es recomendable someterla a transformaciones ma-
temdticas, En el apartado 4.3 hemos examinado con algiin detenimiento la transfor-
macion logit aplicada sobre la variable a explicar y hemos bosquejado los problemas
de estimacion que se desprenden de ella por Jo que no insistiremos sobre este punto.

En resumen, el procedimiento que hemos utilizado en esta seccién se puede descri-
bir en’los siguientes términos:

1) Disponemos de un cuadro que contiene 16 observaciones. Siguiendo una de las
normas bdsicas del trabajo estadistico, planteamos un modelo de andlisis que permita
describir de manera resumida los tipos de conexiones entre las variables, origi-
nandose de este modo, un conjunto sintético de medidas. Estos son esencialmente los
* coeficientes de regresion los cuales nos permiten discernir conceptualmente los efec-
tos de las variables cualitativas. '

2} Al establecer un modelo en los términos planteados, se generan algunos probie-
mas de estimacién debido a que se rompe el supuesto de homocedasticidad, Por ello
recurrimos al procedimiento de estimaciéon minimo cuadritico generalizado.

3) Si bien el modelo que hemos desarrollado no impone, desde el punto de vista
tedrico, ninguna restriccion en el recorrido de la variable explicada, no existen mayo-
res dificultades al considerar variables con recorrido limitado. Para ello es recomen-
dable someter previamente dichas variables a alguna transformacion matematica.

9. Algunos problemas de estimacion usuales en modelos
de regresion con variables mudas
En esta seccidn recopilamos una serie de problemas susceptibles de presentarse en

la estimacién de modelos cualitativos o mixtos ya sca que para ello se cuente con in-
formacién agregada o désagregada.
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Ademas de plantear la denominada “trampa de las variables mudas”, dedicamos
espacio a las formas especificas que pueden asumir la multicolinealidad y la heteroce-
dasticidad. Agregamos a ello, las implicaciones que se derivan de la presencia de di-
chos problemas de manera que el investigador tenga medios que le permitan recono-
cerlos y detectarlos asi como también mostramos algunos caminos para.su solucion.

Por altimo, nos preocuparemos por mostrar la manéra adecuada de proceder al
calculo del coeficiente de determinacion.

'9.1. La trampa de las variables mudas

En los modelos que incluyen variables mudas no hemos considerado, explicitamente
un término libre, Por ejemplo, en la ecuacion (11) se puede apreciar que todos y cada
wno de los parametros se entcuentran afectados por una variable X, Si hubiésemos
incluido explicitamente el coeficiente de posicidn se generarfa un probiema de multi-
colinealidad perfecta. En efecto, agregar una constante implica adicionar un regresor
{por ejemplo X,) que siempre asume e} valor unitarto. Como ¢l regresor X, siempre
serd igual a 1 en la matriz de regresores apareceran dos columnas idénticas y, por lo
tanto, no se podrd calcular la inversa de X'X.

Si bien este problema se presenta con mucha claridad al plantear el modelo tedrico
y es susceptible de ser eliminado con facilidad, desde el punto de vista computacional
pueden surgir algunas complicaciones que nos obligan a estar alertas,

En algunos programas de computacién no existe la opcidn de incluir 0 no un
término libre sino que lo asigna automadticamente a cualquier modelo. Por lo tanto, si
disponemos de un programa que incorpora una columna de valores unitarios en la
matriz de observaciones X, v el usuario alimenta a la maquina con todos los valores
de los regresores —incluido X, 'que se caracteriza por asumir sélo el valor unitario—,
entonces habra dificultades en la estimacidén. En efecto, ¢l programa es de naturaleza
tal, que a la matriz de observaciones que contiene a los k regresores le agrega una co-
lumna de unos, lo que conduce a que por una parte, dispongamos de las estimaciones
correspondientes a4 k+ | parametros —en circunstancias que sélo.se han definido
tedricamente k de ellos— y, por otra, se materialice un problema de rango en la matriz
de observaciones. Esta dificultad genera un problema de estimacién que se conoce
con e] nombre de colinealidad, ¢ de multicolinealidad.

Ahora bien, si el modelo a ser ajustado sélo incorpora regresores mudos, el proble-
ma se detecta facilmente a posteriori. El computador no entregara resultados y nos
alertard respecto a la singularidad de la matriz de observaciones.

Sin embargo, si el modelo es tal que combina variables mudas con variables métri-
cas, suele suceder que a pesar de haberse cometido el error sedalado podemos obte-
ner resultados de todas tas medidas que nos interesan: estimaciones de coeficientes de
regresion, R?, errores estandares de los pardmetros, etc. Esto se debe a que en el calcu-
lo de la matriz inversa se recurre a una serie de aproximaciones de manera tal que se
obtienen resultados a pesar de la singularidad. Pero, si se pide el calculo del producto
("X} (X’X)-! acontece que el resultado dista bastante de la matriz identidad.

Si el investigador no es cuidadoso en el control de la informacion que ingresa al
computador puede no darse cuenta de que algo anda mal. El peligro es aiin mayor en
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aquellos casos en que se toman los resultados y se comienza el analisis sin detenerse
previamente en la consideracion de los problemas econométricos fundamentales que
suelen aquejar al modelo de regresion.

A modo de resumen, podemos afirmar que si pretendemos estimar ecuaciones del
tipo de la relacion (1 l) y ¢l programa de computacién produce automaticamente el
coeficiente de posicion el listado de variables debe excluir los regresores del tipo de
X..,

En todo caso, siempre es conveniente investigar respecto a multicolinealidad, con-

siderando los frecuentes errores de entrada de datos y lIa colinealidad real que puede

existir entre las variables explicativas métricas.
9.2. Algunas consideraciones sobre multicolinealidad

En el tipo de modelos que estamos tratando, este problema puede surgir desde va-
_tias fuentes.

Tal como se ha visto en la segunda seccidn en los modelos cualitativos se puede ge-
nerar a raiz de una mala asignacidén de valores a las variables mudas o como se ha

consignado en 9.1, puede ser inducido por programas de computacion que agregan
una constante a la ecuacién. En los modelos mixtos ademas de estas dos fuentes hay
que reconocer que su génesis puede radicar en la relacion lineal estrecha que exista en-
-tre algunos de los regresores métricos.

En todo caso, 10 que importa en una primera aproximacion es reconocer la existen-
cia del problema. Cuando hay multicolinealidad perfecta la matriz que se debe inver-
tir para obtener los estimadores de los parametros y la matriz de varianza y covarian-
za es de rango incompleto. Esto significa que la inversa no existe y, por lo tanto, no
es posible obtener las estimaciones. _

Este caso se relativiza bastante en la medida en que la multicolinealidad no es per-
fecta, Cuando ello ocurre es posible obtener los valores de los estimadores de los
pardmetros, sus varianzas, calcular el coeficiente de determinacion, etc. Pero,
debido a la relacién lineal estrecha, las varianzas de los estimadores resultan ser exa-
geradamente grandes. Generalmente, los resultados son hasta cierto punto contradic-

-torios ya que por una parte, tenemos coeficientes de regresidn estimados no signifi-
cativos; y de otra, suele aparecer un coeficiente de determinacion elevado.

La solucién econométrica a este problema radica en acopiar informacion externa al
modelo que permita establecer una relacion de proporcionalidad entre los paridme-
tros que estin asociados a las variables colineales. Si dicha relacion es conocida por
medio de simples sustituciones algebraicas se pueden evitar las dificultades.

Ademas, consignamos que la solucidn de uso cotidiano en la investigacién empiri-
ca radica en la eliminacién de una de las variables colineales. Esta forma de abordar el
problema no es recamendable en la medida que se presentan dificultades en la asigna-
¢ion de contenido a los parimetros.®

¥ Para evaluar las consecuencias de la eliminacion de una variable explicativa en caso de relacién lineal
estrecha entre los regresores, consideremos el modelo: '

Y =8y 4+ 8 X, +8X +e
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9.3, Heterocedasticidad

En secciones anteriores hemos visto que este problema se genera esencialmente en
la agregacion. :

Ademds, hemos argumentado que en aquellas situaciones en que no se puede sus-
tentar el supuesto de homocedasticidad el método de estimacion mds eficiente es el
minimo cuadritico generalizado. Si aplicamos los minimos cuadraticos ordinarios las
varianzas de los estimadores resultaran ser mayores. Por lo tanto, ¢l procedimiento de
estimacién de uso corriente serd mis impreciso que ¢l minimo cuadratico generaliza-
do.

El procedimiento de Aitken se basa ¢n ¢l principio de dar menos ponderacién a
aquellas observaciones que tienen mayor dispersion que a las que tienen menor. Se
“cree”’ menos a aquellas observaciones que generan mayores errores observados que
a las que generan menores €rrores.

Otra fuente que origina heterocedasticidad es la relacién que en ocasiones se puede
observar entre los residuos y las variables explicativas. En aquellos casos en que existe
este tipo de vinculos no sdlo se generan problemas de sesgo en los estimadores sino
también de consistencia.? '

La solucién corriente a este problema se encuentra en el uso del método minimo
cuadrético generalizado a pesar de que surgen algunas dificultades en la determina-
cidén de ios elementos de la matriz de varianza y covarianza.

S$i por ejemplo, hemos establecido una relacién proporcional entre un regresor y el
término de error: a

G‘i‘—'kxi

podemos reemplazar los clementos de la matriz diagonal V:

Ahara bien, partamos del supuesto que la teoria que origina esta ecuacién nos seiiala que ambas son varia-
bles “‘relevantes™ y que estamos interesados en evaluar el efecto de X, sobre Y, manteniendo constante
X2 (B ¥y et impacto de X; controlando X1 (8,) En ¢l ajuste del modelo constatamos que existe una relacion
lineal estrecha entre los regresores: -

X, =a+bX, +v

. Ia cual nos impide encontrar resultados estadisticamente significativos. Supongamos que decidimos elimi-
nar X, del modelo original. Debido a que la eliminacién no significa control tendremos problemas en asig-
nar contenido sustantivo a los valores estimados de los parametros: '

Reemplazando la segunda ecuacién en la primera:

Y = (o + Bi® + (B, + BibIX, 4 (B,v+¢)

Luego el coeficiente de X, no mide el impacto de X, manteniendo constante X, sino que ¢s una combina-
ci6n lineal deese efecto y el impacto de X, (8 a través dela relacidn entre X, y X, (ﬂl-b). De forma similar
seipuede ifterpretar la estimacion del término libre. _

Natese que si b = 0, el coeficiente estimado tiene el mismo sentido que en la relacién original.

% Wonnacott y Wonnacott, Econometrics. John Wiley, New York, 1970. pdgs. 149-133
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x3 0...... 0
0 X2......0
vV = k? ’
0 0 Xi
by —

y posteriormente proceder a aplicar ¢l método general. La dificultad estriba en llegar
a establecer la forma de la relaci6n entre los errores y uno, 0 una combinacion lineal
de regresores.

En todo caso antes de intentar una solucién a un problema, es necesario tener ele-
mentos para dctectarlo En gsta linea hay dos tipos de pruebas de hipétesis que pres-
tdn utilidad.

Se puede recurrir a la prueba de Goldfield y Quandt,?’ la cual sélo presenta utilidad
practica para aquellos casos en que tenemos un reducido nimero de datos (los pro-
gramas de regresion disponibles presentan restricciones).

Pero cuando la cantidad de observaciones es elevada resulta mas convcmente recu-
rrir a la prueba de igualdad de varias varianzas. Esta prueba se realiza con la F de
Snedecor y presenta la dificultad de que sus resultados dependen de los grupos que se
formen para calcular las varianzas. Sin embargo, en nuestros-modelos mixtos supues-
tamente no tenemos tal dificultad por cuanto los agrupamientos realizados tienen
plena validez tedrica.

En resumen, €l problema de heterocedasticidad se encuentra controlado en el caso
de los modelos cualitativos agregados. En los modelos mixtos hay que investigar res-
pecto a la dependencia de la varianza de los errores respecto a las variables métricas.
Para ello lo més conveniente es aplicar la prueba F. Una vez detectado el problema
debe investigarse la naturaleza de la relacién. Una vez que la conocemos definimos la
matriz V y, por iltimo, aplicamos el método minimo cuadrético generalizado.

9.4, El coeficiente de determinacién

Si consideramos que la seleccion de formas funcionales alternativas envuelven un
COMPromiso entre varios criterios, 1ncluyendo los sustantivos y los de simpleza de la
funcién, es posible argumentar que a menor nimero de pardmetros mayor simpleza.
Es convencional recoger esta idea y comparar coeficientes de determinaciones corre-
gidos mediante la formula:

R2=R’2

c g U R?)

7 Goldfield, 8. M. y Quandt, R. E.: Some Tests For Homosedasticity, J’aumaf of the. American Statistical
Association 60, pags. 539-547.
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Este coeficiente penaliza a aquellas funciones que t:enen un gran nimero de pa-
rametros (k).

Pot lo tanto, si debemos comparar el grado de bondad de ajuste de rnodelos alter-
nativos y con distinto niimero de regresores se hace necesario entregar tanto el coefi-
ciente de determinacion ordinario como el corregido.

10. Conclusiones

Las dos primeras secciones de cardcter sustantivo nos han permitido mostrar una
equivalencia analitica entre el andlisis de varianza y el andlisis de regresién con varia-
bles mudas. Este resultado es ampliamente conocido en l4 literatura técnica.®

A continuacién, nos hemos preocupado por las complejidades que surgen en ¢l
proceso de estimacion si la variable explicada es una proporcién o un porcentaje.
Para el tratamiento de las denominadas tablas de contingencia o tablas de entradas
miltiptes se han desarrollado una serie de instrumentos de anélisis que cubren desde
el andlisis de asociacién hasta el analisis de variables milltiples a la Lazarsfeld. Tal vez
la limitacién mas importante de dichas técnicas radica en la imposibilidad de medir el
efecto que tiene cada categoria sobre la variable explicada. Como hemos visto a lo
largo de este trabajo, la ventaja fundamental del andlisis de regresion con variables mu-
das radica en la descomposicion de la variable explicada en un conjunto de impactos o
efectos, asociados a las categorias de las variables explicativas. Ademds; estos efectos
pueden ser independientes o interactivos.

Al realizar un analisis de regresion sobre una tabla de contingencia, podemos cal-
cular no sélo los impactos de cada una de las categorias o de cada uno de los regreso-
res, sino también intervalos de confianza, intervalos de prediccion, etc,

Ademas, obienemos una medida para la fuerza de la relacién: el coeficiente de de-

. terminacion R'. Este coeficiente se interpreta como el porcentaje de 1a varianza total
que explica el modelo. En general, se abren las puertas para hacer uso de todos los
conceptos elaborados en torno al poderoso modelo de regresién.

La diferencia basica entre el modelo de regresion tradicional y el que usa variables
mudas, radica en que en la mayoria de los casos el primero, perimite estimar efectos de
variables, en tanto que el segundo sélo permite estimar efectos de regresores. En todos
los desarrollos que hemos presentado se han establecido reglas de correspondencia
entre regresores y categorias. A pesar de ello, podemos investigar la SIgmﬁcacrén del
efecto de una variable.

Supongamos que, al aplicar ¢l modelo (5) nos preguntamos acerca de la srgmﬁca-
cién de la variable ingreso. Se puede levantar una respuesta estableciendo la hipotesis
nula;

B +83 =0
en contra de la alternativa:

1+ <0 6 Hp:B +F:>0 6 Hpy g +8:#0

# Ver, por ejemplo, Wonnacott and Wonnacott, Econometrics, op. cit., pags. 77-79.
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La respuesta que se entregue dependerd del resultado de la prucba de hipétesis.

Sabemos que una de las limitaciones fundamentales en el andlisis de tablas de con-
tingencias viene dada por el namero de observaciones. El ntimero de casillas aumenta
en forma multiplicativa en relacion al ndmero de variables cruzadas y al namero de
categorias por variable. Esta restriccidn es comin a todas las técnicas de analisis de
contingencia y por lo tanto, es perfectamente aplicable al modelo de regresidn con va-
riables mudas. Pero hay una diferencia en cuanto a las consecuencias que acarrea la
pérdida de grados de libertad en un andlisis x* ¢ en aino de regresion. En el primero se
agotan en las pruebas de hipétesis mientras que ¢n el segundo repercute a través de
todo el modelo. \

Estas consideraciones tienen especial relevancia si recordamos que enel analisis de
la cuarta seccion, hemos reemplazado las n observaciones originales por un nimero
igual al de casillas. Por lo tanto, hemos sufrido una pérdida importante de grados de
libertad, la que se manifestard en todas las medidas que usualmente se calculan en
torno al modelo de regresién,

Queremos destacar que aun cuando no hemos estudlado todas las posibilidades de
descomposicion de la variable explicada, hemos entregado una serie de principios que
nos permiten expresarla como la suma de un conjunto de efectos y a partir de cllos
construimos un modelo matemadtico, En realidad el procedimiento que hemos utili-
zado contiene los siguientes pasos:

1) Descomponga la variable explicada en una suma de efectos. Se supone que para
ello se hace uso de la teoria.

2y Asocie a cada efecto o parametro un regresor X.

3) Escriba el modelo. Es decir, plantee una ecuacién que consista de parametros y
variables X. _

4) Imponga valores numeéricos a las distintas X, de manera que se pueda realizar
una asociacion entre el conjunto de valores de X y cada casilla de la tabla de contin-
gencia.

5) Una vez definido el modelo y conocidos los valores de las variables proceda al -
ajuste Si la variable a explicar es una proporcwn recuerde que debe usar el criterio
minimo cuadratico ponderado y ia conveniencia de la transformacion de la variable.

6) Finalmente, proceda al andlisis de resultados. Tenga en cuenta que sus resulta-
dos no son independientes de su teoria.

A partir de la séptima seccion hemos cargado el énfasis de la exposicién en favor de
los problemas de estimacion. En buenas cuentas lo Gnico que hemos hecho ha sido
- aplicar sistematicamente los principios que deberan orientar toda investigacién en
que el anilisis de los datos se realiza a través_del modelo de regresion:

i) Investigar hasta qué punto se cumple ¢l conjunto de supuestos en que des-
cansa el método de estimacidn minimo cuadratico ordinario. '
i) Desarrollar las formas alternativas de deteccion de problemas de estimacion, y

iii} Aplicar, en consecuencia, los mejores métodos de estimacion disponibles,

La parte (i) de los principios, nos ha llevado a plantear los problemas de multicoli-
nealidad y heterocedasticidad.

La multicolinealidad se introdujo a raiz de la *“trampa de las variables mudas™ y se
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dedico alglin espacio a su posible presencia en los modelos que sirven de referencia a
este trabajo.

Fl tratamiento de heterocedasticidad se incorpora a raiz de 1a agregacion de obser-
vaciones, asi como a la posible relacion funcional entre los residuos ¥ los regresores.

La parte (i1) nos ha enviado sobre una breve discusidn respecto a la forma mis ade-
cuada de someter a prueba la presencia de esos problemas. En cuanto a las fuenies de
heterocedasticidad hemos planteado dos alternativas, Una que podemos calificar
como esencialmente tedrica que consiste en reconocer que si trabajamos con datos
agregados es difictl sostener el supuesto de homocedasticidad, bajo la condicidn de
haberio aceptado para datos individuales. La otra, puede ser denominada como
fuente empirica por cuanto descansa en la existencia de relacién funcional entre a va-
rianza del error v a lo menos uno de los regresores. Cuando éste ex ¢l caso, hemos
concluido que ¢s posible aplicar la prueba tradicional de igualdad de varias varianzas,

La presencia de relacién hineal entre los regresores, se detecta a través del examen
de los errores estandares estimados, o bien, por medio de las correspondientes prue-
bus de hipdtesis de los pardmetros. El habitual examen de la matriz de intercorreia-
ciones, que normalmente se realiza con el propdsito de detectar multicolinealidad,
puede llevar a resultados enganosos: el hecho de gue las correlaciones simples se
distribuyan ¢n el entorno del valor cero, no necesariamente implica ausencia de coli-
nealidad. En efecto, a veces se desliza al interior del modelo a consecuencia de combi-
naciones lineales estrechas entre un conjunio de regresores.

Jebido u lu presencia de heterocedasticidad ha sido necesario incorporar el
método de estimacién minimo cuadratico generalizado. En cada casc nos hemos
preccupade por especificar la forma que asume la matriz de ponderaciones que ha
sido simbolizada indistintamente por P ¢ por V.

El simbolo P ha sido utilizudo en el modelo que pretende estimar la relacion entre
variables individuales, pero la informacién disponible es la media de los agregados.
Los elementos de la matriz diagonal P estan definidos por ¢l peso relativo de cada ob-
servacion en el grupo a que pertenece. Hemos utilizado el simbolo V cuando los ele-
mentos de la matriz de ponderaciones son varianzas,

Por dltimo, hemos tratado una serie de topicos de menor trascendencia, Hemos
considerado una prucha ji-cuadrade que nos permite evaluar la bondad de la especifi-
cucidon del modelo, asi como nos pregeupamos por establecer la necesidud de en-
contrar ¢l contenido sustantivo de los coeficientes de regresion asociados a las varia-
bles mudas. Esto ultimo ¢s de importancia fundamental por cuanto nos permite
adscribir un sentido tedrico 4 las pruebas de hipotesis aplicadas sobre los parametros,
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