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PRESENTACION

Me dijeron que en el Reino del Revés
nada el pajaro y vuela el pez,

que los gatos no hacen miau y dicen yes
porque estudian mucho inglés.

Maria Elena Walsh

En el encantador Reino del Revés que nos regalé Maria Elena Walsh, lo
imposible deja de serlo para volverse un hecho natural; y aunque no
estemos en ese Reino, algo similar ha ocurrido con este proyecto que
iniciamos en el afio 2014. Cuando emprendimos esta tarea de compilar
trabajos que, escritos por docentes y sus estudiantes, estuvieran
relacionados con resultados de investigacion en Matematica Educativa,
tenfamos confianza en lograr un primer volumen. Pero nos resultaba
dificil imaginar que pudiéramos darle continuidad en tanto el desafio es
inmenso en diversos sentidos.

Varios componentes inciden en la concrecién del camino a transitar.
Uno de ellos es la instauracién en el aula de formacién docente del habito
de analizar investigaciones en Matematica Educativa. Otro, la vinculacidn
de los resultados de dichas investigaciones con la practica docente de los
estudiantes, tanto mediante el emprendimiento de micro disefios de
investigacion como mediante la reformulacién critica del discurso
matematico escolar (que cristaliza en disefios para la ensefianza y en
recursos didacticos novedosos). También se hace necesario desarrollar

procesos de escritura de profesores y estudiantes en conjunto que



finalmente posibiliten Ia divulgacién de los trabajos a la comunidad de
docentes de matematica, egresados y en formacion.

Este logro es fruto de un proceso que tiene una forma particular de
pensar la formacién docente, una concepcidén que se sostiene en dos
lineas de trabajo fundamentales. Por un lado, el esfuerzo explicito que se
viene realizando por estrechar lazos entre la investigacion y la practica,
pues es en la formacién docente, inicial y continua, donde ese vinculo
fermenta y tiene un efecto expansivo. Y, por otro, la apertura entre
docentes y estudiantes que ha posibilitado el trabajo colaborativo real
que genera aprendizajes en multiples sentidos y para todos los
involucrados.

Este volumen contiene siete trabajos; cinco de ellos escritos por
profesores y estudiantes del Instituto de Profesores Artigas; uno es
producto del trabajo conjunto de profesores y estudiantes del
Profesorado Semipresencial y otro estd escrito por docentes y
estudiantes de posgrado del Diploma en Matemdtica (ANEP-UdelaR).

Dos de ellos son producto de la implementacidn de micro disefios de
investigacion. En Derivadas sucesivas: una secuencia para dpreciar su
potencial se reflexiona en torno a qué nos puede aportar para la
ensefianza del Calculo una secuencia que promueva el uso de las
relaciones entre la funcién y sus derivadas; Mds alld de la concavidad: un
estudio sobre el valor numérico de la derivada segunda presenta un trabajo
en el que se indagaron los conocimientos e impresiones que tienen los
estudiantes de profesorado de matemadtica sobre las relaciones graficas y
numéricas en torno al valor numérico de la funcién derivada segunda.
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Otros dos trabajos consisten en propuestas de disefios para la
ensefianza: en Periodicidad en el discurso matemadtico escolar uruguayo:
una puesta a punto y una propuesta se realiza un analisis critico sobre Ia
ensefianza del concepto de periodicidad y, a la luz de elementos
provenientes de trabajos de investigacidn sobre este tema, se presenta
una propuesta de abordaje de la periodicidad en libros de texto; en
Disefio de tareas de aprendizaje con el Modelo 3 UV se analiza la
potencialidad de actividades orientadas por un modelo proveniente de la
investigacion en Matematica Educativa para la ensefianza del algebra.

Por dltimo, presentamos tres trabajos que proponen recursos
didacticos novedosos. En Una aproximacién a la evaluacion: el diseno de
tareas se proponen nuevos sentidos para una tarea que el profesor
realiza en forma habitual; Los cuentos entran a la clase de matematica
trata sobre la potencialidad del uso de cuentos e historias en la clase de
matematica, se expone la metodologia para desarrollar este recurso y se
ejemplifica; finalmente, en Tareas enfocadas a similitudes y diferencias
como motor para el aprendizaje de la matemdtica: nuevas categorias se
presentan y ejemplifican tres nuevas categorias en este tipo de tareas:
tareas de particularizar y generalizar, tareas de proponer un objeto
matematico y tareas de formular preguntas para identificar un objeto
matematico.

Los invitamos, pues, a disfrutar de este libro que evidencia que es
posible imaginar y concretar proyectos de esta naturaleza (sin estar en el

Reino del Revés). Para que el proyecto cristalice solo hace falta que se



divulgue y utilice con la apertura que caracteriza el proceso de
produccidn intrinseca a los trabajos presentados.
Ahora si, los saludamos y nos despedimos con el compromiso de

volver a encontrarnos.

Diciembre de 2015

Gabriela Buendia, Verdnica Molfino, Cristina Ochoviet
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DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA
APRECIAR SU POTENCIAL

EDWARD ARAP, ANTONELLA DELLAPIAZZA, FRANCO MARIANI, VERONICA MOLFINO

Resumen

Las relaciones entre los aspectos grafico y numérico de la derivada primera son
ampliamente estudiadas en educacién media y nivel terciario, asi como algunas relaciones
entre las derivadas primera y segunda. Ahora, ;cudnto puede aportarnos profundizar en
el estudio de las relaciones de subida y bajada entre f, f’ y f’? En este articulo proponemos
reflexionar en torno a qué nos puede aportar para la ensefianza del cdlculo una secuencia
que promueve el uso de tales relaciones entre f, f y f”. Algunas de ellas estdn presentes
en el discurso matemadtico escolar tradicional y otras no tanto, al menos explicitamente.
Palabras clave: derivadas sucesivas, discurso matematico escolar, pensamiento y lenguaje

variacional.

Abstract

Relations between graphical and numerical aspects of the first derivative are widely
studied in secondary school and tertiary level, as well as some relations between the first
and second derivatives. But, which are the contributions of the study of up and down
relationships between f, f’ and f”? In this paper we reflect about the contributions of
teaching Calculus through a sequence that promotes the use of these kind of
relationships between f, f’ and f”. Some of them are widely present in the traditional
school mathematical discourse and others not, at least explicitly.

Keywords: successive derivatives, school mathematical discourse, variational thought

and language.

1



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

INTRODUCCION

Nuestra motivacidn para ahondar en el tema de las derivadas sucesivas y
el valor numérico de la derivada segunda viene dada por dos actividades
propuestas en el curso de Anadlisis del Discurso Matematico Escolar;
asignatura correspondiente al cuarto afio del profesorado de matematica
en el Instituto de Profesores Artigas (IPA). La primera estd relacionada
con las derivadas sucesivas y aparece en Cantoral y Farfan (1998), donde
se pide hallar el signo de f, f, f’ y f”’ conociendo la representacién
grafica de f. La segunda fue propuesta en la tesis de Testa (2004) y
buscaba que los estudiantes pudieran explicitar el significado del valor
numérico de la derivada segunda, su relacién con la representacién
grafica y ahondar sobre las relaciones entre f, f’ y f”.

Ante la lectura y andlisis de dichos documentos, muchas fueron las
interrogantes que nos surgieron. Desde que egresamos de educacion
secundaria conocemos la derivada segunda y la utilizamos con los fines
que sefala Testa (2004, 2006): como una herramienta que aporta
informacién acerca de la concavidad de una funcién en concreto. Nos
llamé mucho la atencién, por un lado, que hasta ese momento nunca nos
hubiésemos cuestionado sobre el significado del valor numérico,
limitando su potencial al estudio del signo y, por otro, que el vinculo
entre f, f' y f’ se redujera a lo algebraico en las relaciones de bajada
(relaciones en el sentido f — f’— f”, esto es, aumentando el orden de

derivacién) y a lo grafico en las de subida (relaciones del tipo f”—f o f'—
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DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

f, es decir, que vinculan una derivada primera o segunda con la funcién
original, mediante los constructos de crecimiento y concavidad).

Tal toma de conciencia desperté un interéds muy grande en la
propuesta, multiples discusiones, razonamientos que iban y venian,
argumentos y refutaciones al argumento inicial, que en varias situaciones
provocaron contradicciones en todos nosotros. Algo que nos interesé
investigar fue si era posible establecer otras relaciones entre la funcién y
sus derivadas, en particular entre f” y f, pudiéndose considerar el pasaje
por f’ como paso intermedio, es decir, f”af yf af.

Nos propusimos asi elaborar una secuencia de actividades relativa al
concepto de derivada en torno a las derivadas sucesivas, considerando
los documentos mencionados anteriormente. Ello con el objetivo de
establecer y evidenciar nuevos vinculos entre una funcién y sus derivadas
sucesivas; asimismo, pretendemos que dicha secuencia fortalezca las
relaciones existentes, las enriquezca de manera que, por ejemplo, las
relaciones de bajada no sean exclusivamente algebraicas, ni las de subida
exclusivamente gréficas. Para alcanzar estos objetivos, disefiamos,
aplicamos y analizamos los resultados de una secuencia de actividades a
estudiantes avanzados de la carrera de profesorado de matemadtica del

Instituto de Profesores Artigas.

13



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

MARCO TEORICO

Abordaremos nuestro andlisis desde la perspectiva socioepistemoldgica,
que se caracteriza por la problematizacién del conocimiento y considera
las siguientes cuatro dimensiones fundamentales en su construccién
como un sistema complejo: su naturaleza epistemoldgica (dimensién del
saber); los planos de lo cognitivo (procesos de aprendizaje del
estudiante); la dimensidén didactica (los modos de transmisidn a través de
la ensefianza) y su dimensidn sociocultural (el contexto y las practicas
sociales).

“La socioepistemologia, o epistemologia de las practicas sociales
relativas al saber, es una aproximacion tedrica de naturaleza sistémica
que permite tratar con los fenédmenos de produccidén y difusién del saber
desde una perspectiva mdiltiple...” (Cantoral, 2004, p.1)

En este marco, vamos a considerar los aportes que nos brinda la linea
de investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV). Como
linea de investigacidn, Cantoral (2004) establece que el PLV se ocupa de
estudiar los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacién de los
saberes matemadticos en relacidn a la variacion y el cambio, en el sistema
educativo y social en que se encuentra.

Un punto importante a tener en cuenta al momento de analizar el PLV
es si los estudiantes han construido un universo de formas gréficas, es
decir, si consideran a la gréfica de una funcién como una gréfica en
particular o como perteneciente a una familia de graficas de funciones,

ya sea polindmicas, racionales, etc.
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DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

Esto se vincula con lo resefiado por Testa (2006) en cuanto a las
relaciones de subida y bajada que se establecen habitualmente, entre
una funcién f, y sus funciones derivadas de orden 1y 2, cuestiéon que
resulta central en nuestro trabajo.

Segun la autora, el discurso matematico escolar (dme) tradicional en
torno al concepto de derivada fomenta un tratamiento meramente
instrumental, y su principal objetivo es que la derivada sea una
herramienta para poder representar funciones grificamente. Como
consecuencia, existe un abordaje del concepto que no fomenta otras
perspectivas, salvo las mencionadas anteriormente. No se pone en juego
el PLV del estudiante ni el valor numérico de la derivada segunda,
tampoco se fomenta la interpretacion grafica de este valor. Testa (2006,
p. 163) sintetiza en el siguiente esquema su estudio respecto al dme

tradicional en Uruguay.

Funcion (f)
= Representacion de un punto
j = (Crecimiento — Decrecimiento
= (oeficiente angular de larecta
Valor numérico tangente a la gréfica

= Concavidad

AN
Fu

/
Funciéye{ivad ") r%v’n\derivada segunda ()
Signo Signo
Valor numérico
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ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

Segun este estudio, en el dme tradicional se priorizan dos tipos de
relaciones entre las funciones en cuestidn: relaciones “de bajada”, que se
dan a través de las técnicas de derivacién (f a f, f a f’) o “de subida”,
que brindan informacién grafica (f afy f’ af).

Mas en detalle, la autora indica que en el tratamiento de las derivadas
sucesivas (de una funcién f) no se trabaja con derivadas de orden mayor
a 2 y que las relaciones que aparecen entre las derivadas se dan en los
siguientes sentidos: f - f—= f’, f a f, f’ a f, y que no aparecen, por
ejemplo, relaciones del tipo f” a f ni f a f’. Parte del proyecto de
investigacion planteado durante el curso consistié en una revisién de
textos y programas para analizar si la situacion reportada por Testa sobre
el dme en Uruguay, diez afos atras, seguia vigente. La conclusién a la que
arribamos fue que si se mantiene un discurso centrado en el tipo de
relaciones descripto, a pesar del cambio de programas y de la bibliografia
en ellos sugerida.

Por otro lado, siguiendo la linea propuesta por Testa (2006), también
tendremos en cuenta a nivel cognitivo, los aportes que realizan Tall y
Vinner (1981) en cuanto a los términos imagen y definicién del concepto.

Con respecto a la estructura cognitiva de un sujeto, los autores
consideran la existencia de dos celdas diferentes, una para la definicién
del concepto y otra para la imagen del concepto, asi como el proceso
intelectual de los estudiantes frente a situaciones problema que el
docente espera que realicen. Se distinguen cuatro casos que modelizan
las distintas formas en que el sistema cognitivo podria actuar al dar
respuesta a un problema:

16



DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

Caso 1: Se consulta solo la celda de la definicién (deduccién puramente
formal).

Caso 2: Se evoca en una primera instancia la imagen del concepto, luego
se consulta su definicién para, a partir de ahi, dar una respuesta
(deduccidn siguiendo un pensamiento intuitivo).

Caso 3: Se recurre en una primera instancia a la definicién del concepto,
se interactua con su imagen, pero la respuesta es dada a partir de su
definicién (interaccién entre definicion e imagen).

Sin embargo, en la practica ocurre que los habitos de pensamiento de
la vida cotidiana prevalecen sobre los habitos de pensamiento impuestos
por los contextos técnicos, tal como se describe en el siguiente caso:
Caso 4: Se consulta solamente la celda de la imagen del concepto para
dar una respuesta (respuesta intuitiva).

Testa (2006) considera un nuevo tipo de respuesta posible:

Caso 5: Se recurre en una primera instancia a la celda de la imagen del
concepto, se realiza una interaccion con la celda de la definicién pero la

respuesta es dada a partir de la celda de la imagen.

SECUENCIA DISENADA

Para el disefio de la secuencia intentamos, en primer lugar, vincular la
funcién y sus derivadas de un modo distinto al que -segtin Testa (2006)-
es habitual en los cursos de ensefianza secundaria. Procuramos que las
relaciones de bajada entre f, f' y f’ no sean Unicamente algebraicas, ni las

de subidadef afyf” af, exclusivamente graficas.
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ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

En nuestra propuesta priorizamos, en la primera de las actividades, los
aspectos graficos de las relaciones entre f, f' y f”’, si bien las respuestas
pueden involucrar ademds aspectos analiticos. En la segunda actividad,
proponemos un inicio poco habitual pues el punto de partida se halla en
la representacion grafica de la derivada segunda. A partir de esto se
solicita en primera instancia elaborar posibles graficas de f’ relacionadas
a ella. Luego se pregunta acerca de la posibilidad de construir una
funcidn f, con determinadas caracteristicas, asociada a la f” inicial. Nos
parece que este cambio de perspectiva promueve la utilizacion de otros
recursos, amplia estrategias y obliga a pensar distinto. En consecuencia
hace que se tengan en cuenta otros vinculos entre las funciones que
entran en juego y no solo la informacién que aportan las derivadas de
orden 1y 2 en cuanto a crecimiento y concavidad de la funcidn original.

Con estas actividades procuramos que se establezcan relaciones entre
las derivadas primera y segunda “independientes” de la funcidn original,
relaciones que, seguin el marco tedrico en que nos basamos, refieren al

desarrollo del PLV de los estudiantes.

Actividad 1
A continuacién se presentan las grdficas de cuatro funciones de
dominio real (a, b, ¢, d), con los bosquejos correspondientes a sus
derivadas primera (1, 2, 3, 4) y segunda (e, 6, y, 5).
Asocia a cada grdfica a, b, c y d, las correspondientes grdficas de sus
funciones derivadas primera y segunda, argumentando ampliamente

tu respuesta.
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DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

Funciones
a b.
C d.

Derivadas primera

19



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

3. 4.

Derivadas segunda
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DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

Actividad 2
da. Dada la grdfica de f” (de dominio real), construye las posibles
grdficas de f’, explicitando las observaciones que te condujeron a
elaborarlas.
b. ;Existen grdficas de f y f’, asociadas a la f” dada, de modo que f sea

decreciente para todo x real? Justifica tu respuesta.

2P0

Andlisis a priori

En cuanto a lo que se espera encontrar, mucho depende del nivel
educativo alcanzado por los estudiantes a los que apliquemos Ia
secuencia. En relacién a la actividad 1, creemos que puede ser respondida
sin mayor dificultad por la mayoria de integrantes del universo de
posibles participantes (estudiantes de profesorado de matemdtica que
hayan cursado Andlisis I, asignatura de segundo afio de la carrera). Si bien
hay distintos caminos para resolverla, la opcidén elegida dara cuenta del

PLVy del grado de abstraccidén del estudiante.
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ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

Pensamos que al realizar la actividad 1, los estudiantes pueden optar
principalmente entre dos caminos: el primero, que relaciona las graficas
de f, f y f” con familias de funciones conocidas (polindmicas
bdsicamente) y, el segundo, que vincula el signo de f y f” con
crecimiento, extremos relativos y concavidad de f.

Un posible error si se toma el primer camino puede tener lugar al
asociar la funcién (a) de cuarto grado, con una polindmica de segundo
grado, provocando que las relaciones establecidas entre f, ' y f” sean
incorrectas.

En resumen, segun el tipo de respuesta y la justificacidon efectuada,
consideramos a priori que la primera actividad nos brindaria informacién
sobre el tipo de relaciones de bajada y subida utilizadas, y sobre la
imagen del concepto que poseen los participantes en cuanto a las
derivadas primera y segunda. Es posible también que, dependiendo de la
profundidad de la justificacidn, podamos observar qué relaciones
establece el estudiante entre las funciones, si las concibe como familias,
si intervienen aspectos analiticos, etc.

Por otra parte, la actividad 2 seria de utilidad para observar qué
relaciones de subida alcanzan a establecer los estudiantes, qué vinculos
encuentran entre f” y f, cdmo juegan las condiciones impuestas en la
variacidn de las derivadas, etc.

Asimismo y tal como ocurre en la actividad 1, las caracteristicas,
profundidad vy justificacidn de las respuestas, pondrdn en evidencia el
desarrollo del PLV de los estudiantes. En particular, atendiendo a lo que
consideramos como posibles respuestas, una opcién es presentar una

22



DERIVADAS SUCESIVAS: UNA SECUENCIA PARA APRECIAR SU POTENCIAL

Unica gréfica de f’; otra serfa establecer varias graficas de f’ sin considerar
las variantes dadas por sumar una constante; y una tercera opcién puede
ser similar al punto anterior incluyendo ademas la familia de funciones
que difieren en una constante. Estos diferentes niveles de complejidad
alcanzados en las respuestas podrian darnos pautas sobre tal desarrollo.
En cuanto a posibles errores que podemos encontrar, podria ocurrir
que un estudiante responda que no existe tal funcidn pero basdndose en
argumentos erréneos, como por ejemplo haber construido una unica
grafica de f que no es “compatible” con f decreciente. Otra respuesta
incorrecta seria realizar la construccidn de fy f, relacionados a la f’ dada,
aceptando la idea de que es posible encontrar una f’ tal que f’(x) < 0 para

todo x real.

RESULTADOS DE LA PRIMERA INSTANCIA DE APLICACION

La secuencia de actividades fue propuesta, en una primera instancia, a 27
estudiantes de profesorado de matematica en el Instituto de Profesores
Artigas (IPA), para que la abordaran individualmente.

En lo que respecta a la actividad 1, observamos que los criterios mas
utilizados (por 17 estudiantes) para responder estaban relacionados con
crecimiento, extremos relativos, concavidad y puntos de inflexién, lo cual
implica que los estudiantes establecieron vinculos tanto entre f y f como
entre f’ y f”, relacionando los extremos de una con las raices de la otra.

Por otra parte, 7 estudiantes consiguieron asociar la terna f - f - f”

23



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

relaciondndolas con familias de funciones conocidas, por ejemplo,
polindmicas.

En la actividad 23, 19 estudiantes escriben el signo de la derivada
segunda y lo relacionan con el crecimiento de f’ y con la concavidad de f.
Ademds, manifiestan también que los extremos relativos de una funcién
son raices de su derivada primera. A partir de estas observaciones logran
construir algunas de las gréaficas esperadas.

Lo sefialado hasta aqui responde a las producciones realizadas por
una amplia mayoria de los casos considerados para la investigacion,
reportamos también la presentacién de algunos casos particulares donde
el estudiante considera el signo de f”, a partir de él se construye la grafica
de f para luego construir una de f'.

En la parte b, 8 estudiantes responden correctamente explicitando la
imposibilidad de construir las funciones solicitadas a partir de la
informacidén disponible; 4 estudiantes representan las graficas de fy f
esperadas al elaborar la propuesta, mientras que el resto no logra
graficar f exponiendo argumentos erréneos o incompletos o

directamente no responden esta parte.

ALGUNAS REFLEXIONES RELATIVAS A LA PRIMERA INSTANCIA DE APLICACION

En lo que hace a relaciones de subida y bajada existentes entre f, f’ y f’, la
actividad 1 nos permitid registrar otras ademas de las reportadas en Testa
(2004) y de las observadas en el andlisis del dme tradicional. Por ejemplo,
se observaron relaciones de bajada tanto graficas como analiticas, lo cual
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en cierto sentido estaria ampliando y fortaleciendo el esquema
reportado en Testa (2004).

Por otra parte, la actividad 2 apunta a evidenciar las relaciones de
subida entre f, f’ y . A este respecto constatamos varias dificultades a la
hora de su resolucidn. Esto puede ser explicado por el hecho de que en el
abordaje dado a esta tematica en el dme tradicional, en general no se
contemplan estas relaciones. De todos modos, vimos que un 70% de
estudiantes resolvidé correctamente la parte a de la actividad y de ellos
menos de la mitad alcanzé a trabajar satisfactoriamente en la parte b.
Esta observacion permite conocer el desarrollo del PLV de los
estudiantes.

Reportamos relaciones de subida, tanto graficas como analiticas,
entre f” y f, que era uno de los objetivos de la actividad, ampliando,
reforzando, fortaleciendo el esquema sefalado en Testa (2004). A su vez,
en algunos casos se observan estas relaciones teniendo en cuenta
derivadas sucesivas, concibiendo f”’ como derivada de f”.

En cuanto a las relaciones de bajada, se constatan relaciones graficas
de f’ a f” al momento de responder a la pregunta planteada en la parte b,
indicando por ejemplo que si existiera f’ tal que f/(x) < 0 para todo x real,
entonces deberian existir puntos de inflexién en f que no se
corresponden con la f”’ dada. Otro argumento a destacar en este sentido,
consistié en observar que para que f’ cumpla con la condicién descrita
debe existir una asintota horizontal. Esto implicaria que las pendientes de
las rectas tangentes a la gréfica de f’ tiendan a cero cuando x tiende a

infinito, y esto entra en contradiccién con la gréfica de f” proporcionada.
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Hasta aqui lo que hace al reporte y comentarios de la experiencia llevada
a cabo con estudiantes de profesorado de matematica en el IPA, en una
primera instancia. A modo de cierre, observamos que
independientemente de que el abordaje tradicional no contempla las
cuestiones sefialadas en este trabajo, al realizar la secuencia muchos
estudiantes pudieron establecer nuevos vinculos asi como también
reforzar los ya existentes. Esto nos da la pauta de que propuestas como
esta podrian implementarse desde ensefianza secundaria promoviendo

un mayor desarrollo del PLV de los estudiantes.

OTRAS INSTANCIAS DE APLICACION DE LA SECUENCIA

Con la intencién de divulgar esta experiencia, las actividades fueron
propuestas en otros ambitos con la participacion de estudiantes de
profesorado de matemadtica y de profesores titulados.

En esas ocasiones surgieron resoluciones que permitieron destacar la
potencialidad de la actividad en cuanto al desarrollo del PLV.

Solo a modo de ejemplo sefialaremos las siguientes. En la parte b de Ia
actividad 2, hubo quienes justificaron la imposibilidad de construir las
funciones solicitadas, considerando para ello el signo de la derivada
tercera, deducido a partir de las tangentes de la grafica de f”. Tanto para
los valores de x mayores que 2 como para los menores que -3 el signo de
f’”’ es positivo. Esto permite afirmar que la concavidad de f en esos

intervalos es positiva (f”’ es la derivada segunda de f’) y no presenta
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puntos de inflexidn, requisito imprescindible para poder construir las f y
f’ solicitadas.

A partir de otras reflexiones complementarias, al resolver la parte a de
la actividad 2, es posible afirmar que cualquiera sea la grafica correcta
que de f’ se haya construido, su minimo absoluto se presenta cuando su

abscisa es -5.

Para ello se considera que j}"(x)dx:f’(4)—f’(—5)>o (es el area
-5

comprendida por la grafica de f’ entre -5y 4), por lo que f(4)>f'(-5).

Al analizar las potencialidades que tienen este tipo de actividades en
la construcciéon y el fortalecimiento del PLV de los estudiantes,
reforzamos nuestra conviccidn de que es posible, pero ademads necesaria,
la implementacidn de esta u otras propuestas similares tanto en nivel

medio como terciario.
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Resumen

El uso de cuentos e historias como recurso para la ensefianza de la matemadtica es
sugerido desde distintas voces. En este trabajo se recogen algunas de ellas, la
fundamentacién que esbozan y la forma en que entienden su inclusién en la ensefanza.
Se presentan dos cuentos que surgieron en el desarrollo de los cursos de Did4ctica Ill de
la especialidad Matematica en 2014 y 2015, y el aprovechamiento diddctico que puede
realizarse en el trabajo con estudiantes de ensefianza secundaria.

Palabras clave: cuentos como recurso didactico, ensefianza de la matematica.

Abstract

Using tales and stories as a resource for teaching mathematics is suggested from
different voices. This paper presents some of them, their theoretical basis and how they
understand their inclusion in education. We present two stories that emerged in the
development of the course of Didactics Il of mathematics teaching in 2014 and 2015, and
the educational use that can be made in working with secondary school students.

Keywords: stories as a teaching resource, teaching mathematics.

INTRODUCCION

Eduardo Galeano dice:

Y los dias se echaron a caminar. Y ellos, los dias, nos hicieron. Y asi
fuimos nacidos nosotros, los hijos de los dias, los averiguadores,
los buscadores de la vida. Y si nosotros somos hijos de los dias,

nada tiene de raro que de cada dia brote una historia. Porque los
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cientificos dicen que estamos hechos de dtomos, pero a mi un
pajarito me contd que estamos hechos de historias. Y ahora les voy
a contar algunas de esas historias nacidas de los dfas. (Friera, 23 de

abril de 2012)

Y ahora les vamos a contar dos historias que nacieron de los dias de
trabajo del curso de la asignatura Didactica Il de la especialidad
Matematica, en los afios 2014 y 2015.

La primera de las historias que presentamos fue narrada oralmente en
clase a alumnos de primer afio del ciclo basico y, a partir de ella, se
plantearon preguntas con el objetivo de trabajar en ciertos asuntos
matemadticos. La recepcion de los estudiantes fue muy positiva,
observamos que apenas se daban cuenta de que se habia comenzado a
contar una historia, la escucha se hacia presente de inmediato. Se
captaba su atencion como con ningun otro recurso de los que son
habituales en la clase de matematica. Se observd también un
involucramiento con la ldgica interna de la historia que habilité el
razonamiento matemadtico en ese contexto y la resolucién de situaciones.

Este articulo presenta distintas perspectivas tedricas que proponen el
uso de cuentos o, mds en general, el uso de historias como recurso para
la ensefianza de la matematica. Este uso se fundamenta en un hecho que
caracteriza el aprendizaje de todos los seres humanos: es Unicamente a

través de historias que damos sentido al mundo.
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EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA LAS HISTORIAS S CUENTAN

A continuacién presentamos una revisidn bibliografica de articulos que
proponen el uso de cuentos e historias como recurso para ensefiar. Los
documentos de Egan (1994, 2005) refieren al uso de historias en todas las
asignaturas del curriculo. Los restantes articulos que reportamos en esta
seccién, se enfocan, particularmente, al uso para la ensefianza de Ila
matematica.

Egan (1994) afirma que la escucha habitual de cuentos puede
estimular el desarrollo de destrezas cognitivas. Cuando los nifios dan
sentido a narraciones cada vez mas complejas, necesitan elaborar un
sentido cada vez mads fino de las relaciones de causalidad. Sefiala que
aprenden a resolver problemas y a formular y reformular hipétesis al
recibir nueva informacidn. A su vez, los nifios toman conocimiento de un
espectro amplio de emociones humanas y de formas de reaccionar ante
ellas. Por eso, sostiene que una buena narracién estimula la empatia y
promueve la vida emocional. Egan, siguiendo a Ted Hughes (1977), dice
que los cuentos funcionan como “pequefias fabricas de comprensién”
pues las nuevas revelaciones de sentido ensanchan continuamente las
imagenes y los modelos.

En particular, sobre la ensefianza de la matematica plantea que la
presentacion de los conceptos matematicos ha sido deshumanizada pues
se ocultan los origenes, las situaciones y los problemas que motivaron el
surgimiento de ciertos cdlculos matematicos. Entonces, si a través de los
cuentos mostramos a los estudiantes que un determinado calculo,
procedimiento o técnica “es una solucién concreta a cierta esperanza,
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intencion, temor o cualquier otra cosa de cardcter humano, podrdn
incluir la técnica en cuestién en un contexto significativo” (Egan, 1994,
pp- 105-106).

Egan (2005) sefala que en las historias aparecen conflictos, por
ejemplo, entre el bien y el mal, el valor y la cobardia, el miedo y la
inseguridad. Los personajes y acontecimientos dan forma concreta a esos
conflictos. Estos pares opuestos tienen dos caracteristicas
fundamentales: en primer lugar, son abstractos; y en segundo, son
afectivos. Permiten entonces que los nifios manejen conceptos
abstractos a partir de situaciones concretas.

Este autor afirma que para hacer mds atractivo y accesible el
contenido, debemos organizarlo en funcién de conceptos abstractos
opuestos. Esta afirmacidn de Egan se fundamenta en que el uso de
opuestos en los cuentos de hadas es una caracteristica que da cuenta de
“la manera en que los nifios ordenan su mundo [... ] dividiendo todas las
cosas en opuestos” (Bettelheim, 1976, p. 74, referido en Egan, 2005, p.
171).

Egan (2005) realiza una fantdstica observaciéon que pone en vilo el
criterio para disefiar los documentos curriculares de las distintas

asignaturas. El dice:

Evidentemente, no es la familiaridad con la experiencia cotidiana lo
que hace atractivos para los nifios los cuentos y su contenido. [...]
la tesis de Jarolimek de que el curriculum se debe construir sobre lo
que el nifio conoce no toma nota de que el nifio también «conoce»

conceptos  binarios como amor/odio, angustia/seguridad,
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coraje/cobardia; y que por esos conceptos profundos y afectivos
cualquier contenido se vuelve asequible y hace correspondencia.
La clave para que los nifios puedan aprender no estd en las simples
asociaciones con lo que ya conocen. Observamos todos los dias
que bosques medievales, galaxias lejanas, brujas, gigantes,
guerreros espaciales entran en una correspondencia inmediata y
viva con los intereses de los nifios porque encarnan unos

conceptos afectivos abstractos. (pp. 173-174)

Schiro (2004) fundamenta la importancia de las historias desde dos
puntos de vista: el cultural y el del individuo.

Desde una perspectiva cultural, el autor sostiene que las historias,
tanto orales como escritas, son utilizadas por todas las sociedades para
mostrar a sus integrantes la forma en que estas entienden el mundo.
Citando a Smith (1990), Schiro afirma que las historias contadas en el
marco de cierta cultura, ensefian a sus miembros las interpretaciones que
son propias de esa cultura, por ejemplo, quiénes son los héroes o las
heroinas. Las historias constituyen un medio para que las personas
puedan explorar el mundo en que viven y conectarlo con sus propias
historias que estan enmarcadas en un determinado contexto social.

A nivel del individuo, Schiro sefala, siguiendo a Wells (1986), que el
contar historias no es una accidén intencional o deliberada de nuestra
mente sino que es la forma en que nuestra mente funciona pues es la
manera en que damos significado a nuestras vidas y al mundo que nos
rodea. Smith (1990, referido en Schiro, 2004) asegura que las historias
que construimos son la Unica manera en que podemos dar sentido al
mundo, a la literatura y al arte; constituyen la manera en que podemos
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percibir, concebir y crear, la forma en que la imaginacién trabaja. No es
necesario que nos indiquen que debemos construir una historia para
comprender esto o aquello pues es lo que naturalmente las personas
hacen.

En relacién a la ensefianza de la matemadtica, Schiro (2004) dice que el
uso de historias permite que los estudiantes se proyecten en ellas y
hagan propios los problemas matematicos a resolver. También habilitan a
que los alumnos se vinculen afectivamente con los personajes vy
situaciones que aparecen. La narracidon oral de historias para ensefar
matematica potencia el entendimiento y el desarrollo de la imaginacidn.
Los personajes, sus caracteristicas, los problemas que enfrentan y las
acciones que realizan, ofrecen ejemplos especificos en los que los
estudiantes pueden actuar directamente o Vvisualizar a otros

desarrollando acciones en procura de arribar a una resolucién:

En parte, esto significa que los nifios son capaces de comprender
mejor cuando, en el contexto de situaciones narrativas especificas
(o historias) la matematica a ser aprendida esta relacionada a
acciones concretas de una persona identificable y a sus

explicaciones sobre esas acciones. (p. 53)

Goral y Meyers (2006) afirman que la narracién oral de cuentos actta
como catalizadora de los aprendizajes matematicos. Sefialan que es una
herramienta versdtil y que habilita oportunidades de escucha, de
discusion grupal, de lectura y de escritura, que sumadas contribuyen a
una comprension mas profunda de las ideas matematicas. Agregan que
cuando los nifios escuchan historias, son capaces de crear imagenes
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mentales que conectan la matemdtica con experiencias personales
significativas. Raines e Isbell (1994) (referido en Goral y Meyers, 2006)
sostienen que la narracién oral de cuentos es mas personalizada que la
lectura pues el narrador puede tener contacto visual con quienes lo estan
escuchando y puede, al mismo tiempo, realizar ajustes en su discurso e
introducir aclaraciones, o los elementos que considere necesarios, para
facilitar la comprensién por parte de la audiencia. Estas autoras
implementaron un proyecto de trabajo que utilizaba la narracién oral de
cuentos como medio para ensefiar la matematica en la escuela primaria.
Concluyen que el uso de historias fue de ayuda para que los estudiantes
profundizaran en su comprensién del sistema de numeracién posicional,
debido a que pudieron establecer vinculos entre la historia y sus
experiencias personales. Agregan que la narracién oral de cuentos es una
técnica pedagdgica que permite enriquecer el entendimiento de
conceptos matemadticos abstractos.

Marin (2007) nos habla sobre el valor de los cuentos para la
ensefianza de la matemadtica en el nivel infantil. Sefiala que los cuentos
cautivan a los niflos y que por su estructura secuencial-lineal pueden ser
recordados facilmente. Favorecen el desarrollo de habilidades
intelectuales basicas como la abstraccidn, la intuicidn, la imaginacion, la
observacion y la memorizacion con comprension. Ella dice que los
cuentos son herramientas para lograr el aprendizaje que nos permiten
presentar los conocimientos matematicos en contexto y habilitan un
trabajo matemadtico que fomenta el desarrollo de las competencias

matematicas bdsicas: pensar y razonar, comunicar, modelar, resolver
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problemas, representar y utilizar el lenguaje formal y técnico de las
operaciones.

Balakrishnan (2008) estudia de qué manera las historias pueden ser
usadas para la ensefianza en el nivel secundario desde las perspectivas de
Zazkis y Liljedahl (2005) y de Egan (1994, 1997, 2005). En su tesis
demuestra que las historias comprometen a los estudiantes en el uso de
su imaginaciéon para estudiar conceptos matematicos. Ademas, las
historias se vinculan con las emociones de los alumnos y por ello
encuentran un lugar significativo en el mundo de los estudiantes.
Asegura que conceptos que son abstractos se hacen mas accesibles
cuando son presentados a través de narrativas y que, a su vez, estas
incrementan las posibilidades de interaccidn entre docente y alumnos,
facilitando asimismo la comunicacidn de ideas matematicas por parte de
los estudiantes. Agrega que se logra una mejor comprension de los
conceptos matematicos, se avanza en los procesos de generalizacion y
en la adopcidn de nuevas perspectivas para mirar un problema. El uso de
historias por parte de los estudiantes permite que estos usen sus propias
palabras para aportar explicaciones y avanzar luego hacia expresiones
mas formales del conocimiento.

Zazkis y Liljedahl (2009) afirman que ellos cuentan historias en la clase
de matemdtica para lograr un entorno de imaginacién, emocion y
pensamiento. También para hacer que la matematica sea mas disfrutable
y que merezca ser recordada: ‘“Contamos historias en la clase de
matemadtica para comprometer a los estudiantes en una actividad
matemdtica, para hacerlos pensar y explorar, y para ayudarlos a
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comprender conceptos e ideas.” (p. ix). Estos autores sostienen que las
historias, tanto en ensefianza primaria como en el nivel secundario,
pueden aportar el elemento humano a conceptos o ideas que son
considerados aridos; aportan una perspectiva novedosa y un cambio a la
forma usual en que se presenta el trabajo en la clase de matemdtica
(breves explicaciones del profesor, seguidas de ejemplos y a
continuacién resolucién de ejercicios similares a cargo de los alumnos).
Las historias renuevan las propuestas de clase y fomentan una atmdsfera
creativa.

Albool (2012) realizé un estudio de metodologfa cuantitativa con dos
grupos de estudiantes de cuarto afio escolar. Compard los resultados
alcanzados en el aprendizaje de un grupo en el que se utilizé la narracién
de historias como metodologia de ensefianza con otro grupo que fue
utilizado como grupo testigo. Los resultados a los que arribé muestran
que el recurso de utilizar historias como método de ensefianza
incrementd la comprensién de conceptos relativos a fracciones. Los
estudiantes mostraron mayores habilidades para la resolucién de
problemas matematicos. Sefiala que estos resultados bien pueden ser
atribuidos al hecho de que las historias promueven el desarrollo de la
imaginacion de los estudiantes. En consecuencia, recomienda el recurso
de contar historias como medio para ensefiar. Asimismo sefiala que este
hallazgo deberia ser tenido en cuenta para la elaboracion de los
documentos curriculares y el desarrollo de politicas educativas.

Cho y Hong (2015) describen précticas de ensefianza, tanto a nivel de

primaria como de ensefianza secundaria, basadas en la intuicién
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matematica de los estudiantes, utilizando la narraciéon de historias.
Sefialan que las historias aportan contextos del mundo real que permiten
que los estudiantes utilicen su conocimiento intuitivo y sus experiencias
personales para comprender conceptos matematicos.

En sintesis, el uso de cuentos o de historias como recurso para la
ensefianza es sugerido desde una diversidad de autores. Como se habra
apreciado, la mayoria de las experiencias provienen de la escuela primaria
y en trabajos mds recientes, como Balakrishnan (2008), Zazkis y Liljedahl
(2009) y Cho y Hong (2015), se reflexiona sobre su uso en el nivel
secundario también. Es a este nivel educativo al que queremos aportar

en el presente trabajo.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Zazkis y Liljedahl (2009) proponen un marco metodolégico de seis fases
para la elaboracién de un cuento o una historia para la ensefianza de la
matematica. Lo exponemos a continuacion:

(1) Identificar el foco. Esto refiere a lo que se desea ensefar: un concepto,
un método, una unidad tematica, aplicaciones de la matematica, etc.

(2) Identificar el problema. Esto significa pensar en la situacién
problematica que permitird el abordaje de lo que se ha definido en (1). Y a
su vez, pensar cOmo ese problema puede ser presentado a través de un

cuento o historia.
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(3) Identificar la historia. Un elemento esencial a considerar es el
contexto emotivo en el que se presenta la historia. Debe ser motivador,
inolvidable y permitir el desarrollo de la imaginacion del estudiante.

(4) Organizar la forma en que se presentard el problema. Debe tenerse en
cuenta lo que puede motivar a los estudiantes a comprometerse con lo
que se narra o lee. Los autores sugieren la formulacién de preguntas a
medida que se va desarrollando el cuento o iniciar frases que los
estudiantes deban completar a medida que se avanza en la narracion de
Ia historia.

(5) Extender o variar la situacién problematica inicial. Contar la historia no
es suficiente, luego se debe dar paso a la resolucién de problemas o de
tareas que capitalicen el uso de la historia.

(6) Conclusidn, cierre. Puede analizarse la relacién entre lo que se ha
estudiado y la historia o cuento que fue narrado. También puede
proponerse a los estudiantes que escriban una nueva historia que dé
continuacion a la expuesta o que inventen nuevos problemas
relacionados.

Complementamos estas fases con una técnica propuesta por Rodari
(2013) que nos ha resultado muy Util para la construccion de historias y
que confiamos puede ayudar a los docentes al desarrollo de las fases (2)
y (3)-

Gianni Rodari sugiere una técnica «ejecutiva» para elaborar historias
con contenido matemadtico. Dice que, “si un personaje se llama «sefior
Alto», tiene en el nombre su destino, en su naturaleza tiene sus aventuras

y sus desgracias”. Agrega que el Sr. Alto:
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. representard una cierta unidad de medicién, un punto de vista
sobre el mundo, con sus ventajas y desventajas: lo vera todo desde
mas arriba que los demds, pero tendra problemas para entrar en
lugares bajitos... Se prestara a hacer de simbolo, como cualquier
otro juguete, cualquier otro personaje. En el camino podrd perder
sus origenes matematicos y adquirird otros significados: y entonces

serd necesario seguirlo hasta donde llegue [... ]. (2013, pp. 132-133)

DOS EJEMPLOS

El cuento que presentamos a continuacidon fue escrito utilizando la
técnica «ejecutiva» de Rodari (2013) expuesta en la seccién anterior.
Como foco matematico tiene el concepto de muiltiplo, que ya habia sido
trabajado con los estudiantes, y posibilitar el surgimiento de multiplo

comun y de algunos criterios de divisibilidad.
El sefior Mdltiplo y la sefiorita Cinco'

Les voy a contar la historia de un sefior que tenia un apellido rarisimo.
Lo llamaban senor Multiplo, ;vaya apellido! Quizds ustedes no lo
saben, pero a veces los apellidos terminan definiendo el destino de
las personas. Yo conoci a un médico que era de apellido Visceras. Y
tuve una profesora de matematica de apellido Ocho. Y a este Sr.
Mudiltiplo del que les hablaba, también lo condené su apellido, porque

tenia todo tipo de manias relacionadas con él.

! Escrito por Cristina Ochoviet.
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Mudiltiplo vivia en la calle Arquimedes 1020, y como1+0+2+0 =3,
resulta que toda su vida estaba condicionada por el nimero 3. Por
ejemplo, solamente tomaba dmnibus cuyo nimero fuera un multiplo
de 3, y si ninguin multiplo de 3 lo llevaba a su destino, hacia tantos
trasbordos como fuera necesario. Pero eso si, ni un pie ponia en otro
tipo de dmnibus. jMenudo problema tenia este sefior!

Otro problema que se le presentaba era al momento de pagar una
cuenta. El pretendia que el monto a pagar fuera un mdaltiplo de 3 y si
no lo era, como de menos nadie le queria cobrar, pagaba de mds
redondeando a un mdiltiplo de 3; pero eso si, lo menos posible. ;Qué
loca era su vida!, ;:no? Los comerciantes que lo conocian estaban
siempre encantados de recibirlo. ;;:Cémo no iban a estarlo si casi
siempre les pagaba de mds?!

Mds o menos, él iba llevando bien su vida con todas estas manias
relacionadas al nimero 3, pero, como todo en la vida, a veces nos
surge algun inconveniente que nos desestabiliza. Resulta que un dia,
mientras Sr. Mdltiplo sacaba la cuenta de cudnto tenia que pagar por
la cena en un restaurante, se distrajo cuando pasé, justo a su lado,
una chica a la que se le cay6é un panuelo en el piso. El Sr. Mdltiplo, a
quien le gustaba ser multiplicadamente amable, recogié el pafnuelo,
se pard, hizo una reverencia a la sefiorita y le entregé su panuelo.

Ella, luego de agradecerle, le pregunté: “;Con quién tengo el
gusto?”, y él le respondié: “Sr. Multiplo, para servirla”. Ella le

contestd: “Encantada, soy la Srta. Cinco”.
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Una cosquilla le recorrié todo el cuerpo porque ella era realmente
hermosa y se apurd a preguntarle: “Seforita, ;desea sentarse en esta
mesa a tomar un café conmigo?”

Ella pensé unos segundos, titubed, y muy despacito le preguntd al
mozo que justo pasaba a su lado: “;Qué niimero tiene la mesa de este
sefor?” “Quince”, le contesté el mozo. Entonces ella le contesté a Sr.

Multiplo: “Acepto su invitacién”.

Hay una pregunta inmediata que surge: ;por qué la sefiorita Cinco
aceptd la invitacion? Si bien hay explicaciones subjetivas que el alumno
puede presentar, como por ejemplo, que 15 termina en 5, pensamos que
la estructura previa de la historia, en la que la condicién de muiltiplo de 3
condiciona la vida del sefior Multiplo, permitird, también, que los
estudiantes recurran a la idea de que 15 es multiplo de 5 para dar
respuesta a la pregunta planteada. Asi, 15 es multiplo de 3 (alli estaba
sentado el sefior Mdltiplo) y también es multiplo de 5. El trabajo
matematico al que da lugar este cuento es inmenso, algunas preguntas
que pueden responderse desde la Idgica interna de la situacidn planteada
son: ;(Por qué el Sr. Multiplo aceptd sentarse en la mesa ndmero 152 Si el
restaurante tiene 50 mesas, ;en qué otras mesas se podrian haber
sentado la Srta. Cinco y el Sr. Mdltiplo? ;Qué lineas de dmnibus podria
tomar el Sr. Mdltiplo? Si la Srta. Cinco y el Sr. Mdltiplo quisieran viajar
juntos, ;qué lineas de dmnibus podrian tomar? Si la Srta. Cinco y el Sr.
Mdltiplo se fueran a vivir juntos, ¢;te parece que la Srta. Cinco aceptaria
mudarse a la casa del Sr. Mdltiplo? ;Por qué? Si quisieran mudarse a una

nueva casa, ;qué direccidn podria tener? Presenta algunos ejemplos.
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A su vez, esta historia puede dar lugar a la creacién de otras por parte
de los estudiantes, pensando en problemas que podria enfrentar esta
peculiar pareja, o bien dando lugar al surgimiento de otras, con
personajes condicionados por sus propiedades matematicas.

A continuacién presentamos otro cuento’ cuyo foco matematico
estuvo en el trabajo con inecuaciones, mas especificamente, con la
posibilidad de modelar una situacién a través de una inecuacidén. Para la
elaboracién de la historia se siguieron algunas de las recomendaciones
aportadas por Zazkis y Liljedahl (2009): se identificé el foco matematico,
se cred un contexto que entendemos sera de interés para los estudiantes
por la presencia de un héroe que no solo salvé a su pueblo sino que va a
emprender un viaje para salvar a su familia, se incluyé la presencia de
imagenes que invitan a imaginar, hay presencia de conflictos y de

emociones.
La familia Tsuka’®

Hace muchos, muchos afos atrds, en una lejana aldea al norte de Asia
ubicada en la ladera de una montana, vivia una familia muy numerosa
y querida por todos los pobladores. Eran conocidos como los Tsuka,
que era el nombre de uno de sus integrantes: un héroe de guerra que
gracias a su valentia y sus excelentes estrategias de batalla, mantuvo
a salvo a la aldea de los asedios de tribus enemigas, que después de
muchas derrotas terminaron desistiendo de sus ataques. Una vez que

la aldea estuvo segura, Tsuka volvié a dedicarse a la vida familiar.

? Inspirado en el cuento El fruto maravilloso de José Antonio Martin (2000).
* Escrito por Andrés de Acevedo.
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Vivia en una choza junto a su esposa, sus cinco hijas y sus tres

hijos. EI mayor colaboraba con Tsuka en las tareas de caza, mientras

que las hijas y los nifos pequenos se dedicaban al cultivo y al cuidado

de la casa.

Un dia, una de las hijas contrajo una enfermedad al ser picada por

un raro insecto. Rdpidamente se contagiaron sus hermanos y su

madre, pero no asi Tsuka y su hijo mayor pues se habian alejado de la

aldea por dos o tres dias en busca de alimentos.

Al regresar, el chamdn de la aldea los estaba esperando para

darles la noticia de lo que habia ocurrido. Les dijo que solo existia una

baya capaz de curar a su familia y que era muy dificil de conseguir

puesto que Unicamente crecia en la cima de la montana. Ademds,

algunos de los miembros de las tribus enemigas que habian sido

derrotados, se dispersaron y vagaban por la montafia. Esto agregaba

un peligro mds.

Sin dudarlo un momento, Tsuka y su hijo mayor se marcharon en

busca de las bayas sanadoras. Tras largos y agotadores dias de

busqueda, encontraron lo que tanto deseaban. Llenaron un saco con

las bayas y emprendieron el viaje de regreso a la aldea.

En el camino fueron interceptados por dos guerreros de una tribu

enemiga que al ver que portaban esas bayas tan valiosas, decidieron

quedarse con parte del cargamento. Para evitar represalias

posteriores, proponen a padre e hijo un trato: tomar la mitad de las

bayas que llevaban en el saco a cambio de dejarlos pasar. Tsuka

analizd la situacidn y con el tnico deseo de llegar lo antes posible a su
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casa, aceptd el trato. De todas formas, le quedarian suficientes bayas
para curar a su familia. La particion se realizé sin inconvenientes e
inmediatamente continuaron el camino de vuelta a la aldea.

Después de este incidente rogaron a los dioses que nadie mds se
cruzara en su camino y apuraron al mdximo la marcha dentro de los
limites que sus cuerpos cansados le imponian. Poco antes de llegar a
la aldea, a Tsuka se le cayé el saco con bayas y, al recogerlas, no se dio
cuenta de que habia perdido seis.

Ya en casa, el chamdn le dio una baya a cada miembro de la familia

y todos pudieron finalmente curarse.

Hay una pregunta que puede plantearse de inmediato y que podria
formularse de la siguiente forma: ;Con cudntas bayas pudieron haber
llenado el saco originalmente Tsuka y su hijo?

Podemos responder esta pregunta utilizando el método de inversion
hindd que consiste en “desandar lo andado”; admite también un trabajo
de modelizacion que da lugar al trabajo con inecuaciones.

Habia ocho personas enfermas en la familia y todas se curaron. De
forma que al menos, Tsuka y su hijo mayor, lograron salvar esa cantidad.
Como en el camino se perdieron seis, ocho mas seis son catorce y, como
entregaron a los guerreros la mitad del cargamento, podemos inferir que
el saco tenia como minimo 28 bayas. Una carga superior seria solucion
del problema. Como presumimos que la cantidad de bayas era par dado
que no hubo inconvenientes para realizar la particién, cualquier nimero
par mayor o igual que 28 es una posible respuesta a la pregunta

planteada.
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Si se inicia con los estudiantes un proceso de matematizacién de la
situacidn, surgen, al menos, dos formas distintas de realizarlo. En un caso
podemos representar con una variable el nimero de bayas que llegaron a
la casa de Tsukay, en el otro, la variable puede representar el nimero de
bayas que colocaron originalmente en el saco.

En el primer caso, si llamamos b al nimero de bayas que llegaron a la

casa tenemos que:

Lenguaje coloquial Lenguaje simbélico

b es mayor oigual a 8 que es la

>
cantidad de familiares enfermos b=8
b+6> 8+6
Se cayeron seis bayas antes de llegar a esto es
la aldea
b+6 >14

2X(b+6) > 2X14
El doble de esta cantidad habia
- esto es
originalmente en el saco

2 X(b+6) > 28

El nimero de bayas tomadas de la cima de la montafa fue una
cantidad par, mayor o igual que 28. El proceso realizado es una
generalizacion del razonamiento empleado al desandar lo andado.

Analicemos ahora el problema, si b representa la cantidad de bayas

con las que llenaron el saco en la cima de la montafia.
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Lenguaje coloquial Lenguaje simbdlico

Cantidad de bayas recogidas
inicialmente

Cantidad de bayas luego de ser b
atacados

Cantidad de bayas luego de perder b
seis 2

Condicidn que debe cumplirse dado
que se curaron todos los integrantes ;—6 28
de la familia

Al resolver esta inecuacién se concluye que la cantidad b de bayas
tomadas de la cima de la montafa es cualquier ndmero natural par mayor
o igual a 28. Entendemos que la condicién de ndmero natural par de esa
cantidad estd presente en la historia pues se trata de bayas y se dice que
no hubo obstaculos para realizar la particidon.

Por supuesto que podria analizarse junto a los estudiantes cdmo se
hubiera realizado la particidn si el nimero de bayas hubiera sido impar y
se los podria invitar a elaborar conjeturas o agregar la resolucion de ese
conflicto a la historia.

Con este anadlisis los alumnos podrdn tomar conciencia de que
podemos elegir la variable de diferente forma para dar respuesta a una
situacidn y apreciar las complejidades que supone una u otra eleccién.
También estd presente el transito entre lenguaje coloquial y lenguaje

simbdlico, aspecto ineludible en el aprendizaje del dlgebra en este nivel.
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La historia presentada permite al docente continuar trabajando con
ella en situaciones matematicas, por ejemplo, solicitando a los
estudiantes que sugieran cambios en el trato que ofrecieron los
guerreros a Tsuka, o cambiando la integracién del nimero de miembros
de la familia o el nimero de bayas que quedaron perdidas por el camino.
Todas estas situaciones llevaran a nuevos procesos de matematizacion
que involucran nuevas formulaciones y comprensiones sobre las acciones

desarrolladas.

REFLEXIONES FINALES

Intentamos en este trabajo aportar a los docentes algunas ideas para
emprender la experimentacién de este recurso de enorme potencial para
la ensefianza de la matematica. Estamos seguros de que serd una forma
muy gratificante de ensefiar y de aprender, que motivard a profesores 'y a
estudiantes por igual.

Nos despedimos con las hermosas palabras de Graciela Montes:

Contar, volver a contar no es un gesto menor, afloja las soldaduras,
introduce una cufia en lo establecido. Parte de lo que la escuela
tendria que ofrecer hoy es la ocasidn de contar. No pienso en
grandes historias fantdsticas, en relatos prestigiosos, no sélo en
eso sino, mucho antes, en el relato minimo. Una ocasién de contar.
Una pequefia brecha. Que le den a uno la palabra y le insuflen

confianza en poder contar. (24 de setiembre de 2003)

Y como ella dice, “Animese: cuente una historia”.
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PERIODICIDAD EN EL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
URUGUAYO: UNA PUESTA APUNTO Y UNA PROPUESTA

MARCELO ASTORUCCI, GISELA DA CUNHA, ALEJANDRA HERGATACORZIAN,

VERONICA MOLFINO, MARIA NOEL ZUNINO

Resumen

En este trabajo presentamos un andlisis de algunos aspectos del discurso matematico
escolar uruguayo relativo al tema periodicidad, en particular en el nivel medio. A partir de
él, disefiamos una propuesta de un posible abordaje del tema pensada para un libro de
texto de primer afio de educacién media superior o tecnoldgica. La misma atiende a los
resultados de una investigacion que presenta una socioepistemologia del aspecto
periédico de las funciones.

Palabras clave: periodicidad, discurso matematico escolar, prediccion.

Abstract

This paper presents an analysis of some aspects of the uruguayan school mathematical
discourse on the topic periodicity, particularly at the secondary level. We designed a
proposal for a possible approach to the subject in a first year of high school education or
technology textbook, based on that analysis. It heeds the results of a research that
presents a socioepistemology of the periodic aspect of functions.

Keywords: periodicity, school mathematical discourse, prediction.

INTRODUCCION

Este trabajo surge a partir de una actividad planteada en el marco de la
asignatura Andlisis del Discurso Matematico Escolar, de cuarto afio de la

carrera de profesorado de matemadtica en el Instituto de Profesores
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Artigas. Una parte de la consigna de dicha actividad consistia en
seleccionar un texto del nivel medio que abordara el tema periodicidad de
funciones, analizar la seccién correspondiente y presentar una
reelaboracion de la misma basada en lo expuesto en Buendia (2006). La
seleccién de esta tematica fue incentivada por la constatacién de que en
Uruguay ocurre lo mismo que lo denunciado por Buendia (2006) para
otros contextos: el tema periodicidad es abordado en cursos de
enseflanza media superior como una caracteristica de las funciones
angulares y no como un tema en si mismo, independiente de aquellas. En
este trabajo pretendemos brindar herramientas para un redisefio del
discurso matematico escolar (dme), mediante la presentacién de una
alternativa para el abordaje del concepto de periodicidad en libros de

texto.

PERIODICIDAD EN EL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR URUGUAYO

Buendia (2006) sostiene que el dme sobre el concepto de periodicidad ha
sido tradicionalmente vinculado exclusivamente al estudio de las
funciones angulares y la trigonometria. Ello hizo que nos cuestionemos
sobre qué es lo que ocurre en el dme uruguayo. En concreto, pusimos
atencién a la manera en que se sugiere abordar el tema periodicidad
desde los programas de educacidn secundaria y técnico profesional.
Analizamos también dos libros de texto de uso difundido en el curso de
primer afio de bachillerato (15-16 afos de edad) correspondiente al grado

4 de educacién secundaria.
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Programas

Los programas de matematica en los que encontramos el tema
periodicidad o funcién periédica son el de primer afio de educacién media
superior (EMS) de educacién secundaria (ANEP, 2010) y varios
correspondientes al primer afio de educacién media tecnolégica (EMT)
de diferentes orientaciones: turismo, administracion, electroelectrdnica,
electromecdnica, electromecdnica automotriz, termodindmica (ANEP,
2004 ayb).

En el programa de primer aflo EMS (plan 2006), Unico de educacién
secundaria en el que aparece el tema, encontramos que la periodicidad
se estudia como una caracteristica de las funciones angulares (seno,
coseno, tangente), en la unidad del mismo nombre.

Entre los programas de EMT, que corresponden al plan 2004,
podemos hacer algunas distinciones:

- En la orientacidn agraria se encuentra como una caracteristica a estudiar
dentro de las funciones trigonométricas.

- En las orientaciones agricola ganadero, turismo, administracion,
informatica, electromecdnica, electromecanica  automotriz vy
termodindmica, la periodicidad se presenta como una propiedad de las
funciones y sus gréaficas y, como una competencia a desarrollar, la
observacidn de la periodicidad de una funcion a partir de su grafica. En la
orientacidn electroelectronica del mismo plan con actualizacidon del 2006,
se prescribe ademds de lo mencionado anteriormente para las otras

orientaciones, la definicidon de funciones periddicas.
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Podemos decir entonces que el tema periodicidad, en las
orientaciones mayoritariamente elegidas por los estudiantes, aparece
como un tema supeditado a funciones angulares (recordemos que la
mayoria de los estudiantes de ese nivel optan por realizarlo en
secundaria). Solo en los programas de algunas de las orientaciones de
caracter tecnoldgico aparece el tema como caracteristica o propiedad

que puede cumplir una funcidn real de cualquier tipo.

Libros de texto

Dado que los programas en los que encontramos el tema son
correspondientes al primer afio de EMS o EMT, decidimos analizar dos
textos correspondientes a ese nivel. Uno de ellos es Mikrakys de cuarto
ano (primer afo de EMS o EMT) (Gallo,Haniotis, Mufiz, Silvera, 2004).

El tema se presenta en el Capitulo 7 ‘Funciones angulares’. Estas se
definen como aquellas funciones en las que existe una relacién entre las
medidas de los dngulos y los nimeros reales.

Aqui se presenta el circulo trigonométrico y se incluye la notacién de
las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente.

A continuacidn se aclara que dado un nudmero real del conjunto
imagen de una funcién angular, existen infinitos angulos que se
corresponden con él en el dominio de ella. A partir de esta observaciony
mediante la presentacion de un diagrama se va introduciendo la idea de
periodicidad.

Luego se desarrolla un planteo que termina concluyendo con la

definicién de funcidn periddica, que se define de la siguiente manera:
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Definicion:
f es una funcién periddica de periodo p (p real positivo) siy
solo si f(x) = f(x+p) (Vx), xe D(f)

A continuacién de la definicién, se aclara que las funciones angulares
anteriormente definidas son funciones periddicas y se resaltan las
expresiones de las funciones siendo x un dngulo en grados o radianes.
Posteriormente se sefiala que las funciones angulares no son biyectivas;
la no inyectividad ya fue mostrada. A lo largo del capitulo se realizan
pruebas que confirman la no sobreyectividad (considerando R como
codominio). Vemos que aqui no aparecen ejemplos y no ejemplos, sin ser
los mencionados de las funciones angulares. Lo que hacen los autores es
definir directamente y mostrar con el circulo trigonométrico que la
definicién se verifica en funciones angulares, pero no se ejemplifica con
otro tipo de funciones periddicas. Después de lo planteado estudian las
funciones trigonométricas y fundamentan mediante argumentos
graficos, su periodicidad. Ello solamente para las funciones seno, coseno
y tangente.

El otro texto analizado es Matematica 4 de Ochoviet y Olave (2011). En
él también observamos que el tema funcién periédica queda supeditado a
su caracter de propiedad de las funciones angulares. El texto presenta el
tema funciones angulares, comienza con la funcién seno mostrando su
representacion grafica y sus principales caracteristicas, recorrido,
maximos, minimos y que los valores de la funcién se repiten cada 360°,
muestra su forma algebraica y menciona que las funciones que cumplen
esa Ultima caracteristica se llaman periddicas. La misma presentacién se
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realiza para la funcién coseno y tangente. No presenta no ejemplos del
concepto de periodicidad ni algun tipo de fendmeno extramatematico
que presente un comportamiento periddico.

La definicién de periodicidad no figura en forma explicita, sino que
define periodicidad en el caso particular de la funcién seno: “como los
valores de la funcidn se repiten cada 360° ciclicamente, se cumple que:
sen(x +360) = sen(x), por esto la funcidon seno se denomina periddica y
su periodo es 360°” (Ochoviet y Olave, 2011, p.110).

En sintesis, en ambos textos no se le da al concepto de periodicidad
un estatus de objeto matematico a aprender o institucionalizar, sino que
se presenta como una caracteristica que surge a partir del estudio de las
funciones trigonométricas. Dadas las recomendaciones del programa de

primer afio de EMS, era esperable esta presentacidon en los textos.

ASPECTOS TEORICOS: SOCIOEPISTEMOLOGIA DE LO PERIODICO

En Buendia (2006) se presenta una investigacién sobre el aspecto
periddico de las funciones, enmarcada en la Socioepistemologia como
perspectiva tedrica. En ese marco, una epistemologia de précticas (o
socioepistemologia) es considerada la descripcién del desarrollo de un
concepto a partir de las practicas que le dieron origen y favorecieron su
construcciéon social, atendiendo a aspectos cognitivos, culturales,
histdricos e institucionales. En particular, la socioepistemologia de lo

periédico es una descripcién epistemoldgica de cdmo se origina y
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desarrolla el saber periodicidad pero atendiendo a la practica social que
interviene en ese desarrollo: la prediccidn.

El interés del hombre por los fenédmenos naturales periédicos, como
el comportamiento repetitivo de los cuerpos celestes, ha contribuido al
desarrollo de la ciencia y, en particular, estos fendmenos “han sido el
puente entre la practica empirica y la teoria de la prediccién.” (Buendia,
2006, p. 234). Este interés estuvo presente incluso desde las primeras
civilizaciones, como la babilénica o la egipcia, pero es recién en el siglo
XVIII que se hace relevante la caracteristica periddica de las funciones
trigonométricas.

Segun la autora, esta relevancia se puso de manifiesto mediante el
interés por la descripcién analitica de movimientos. Euler, quien
establece formalmente la periodicidad como una caracteristica de Ila
funcidén seno, centrd su estudio en la descripcién de un movimiento que
ocurria a través del tiempo (movimientos osciladores armdnicos), en
particular, la prediccidn de la posicidn para un tiempo determinado.

Vemos entonces que la construccién del conocimiento parece ser el
resultado del transito continuo entre disciplinas, reconociendo priacticas
involucradas en ellas y dotando de un contexto significativo a la
construccién del conocimiento matematico (Buendia, 2006). En
particular, la practica que la autora detecta como generadora y
normativa de la construccion del concepto de periodicidad es la

prediccién.

59



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

En relacién a los aspectos cognitivos, Buendia (2006) pone atencién a
dos elementos vinculados al reconocimiento de lo periddico por parte de
los estudiantes: la dualidad proceso-objeto y la dualidad local-global.

Shama (1998) reporta que estudiantes de nivel medio reconocen a lo
periddico como un proceso y no como un objeto. Esto los conduce a
reconocer fendmenos como periéddicos que en realidad no lo son,
transfiriendo propiedades del proceso al producto. Esto es, identificar
cualquier patrén o repeticion como periddico, surgiendo el término
“cuasi” periodo atendiendo solo a la repeticion que se presenta en la
variable independiente. Plantea que resulta importante entonces, para
determinar el cardcter periddico de una funcién que modela el
comportamiento de  determinado  fendmeno, observar el
comportamiento de ambas variables (dependiente e independiente).

Dreyfus y Eisenberg (1983), investigando cédmo estudiantes
universitarios manejaban ciertas caracteristicas de las funciones, entre
ellas la periodicidad, dan cuenta de la necesidad de mostrar una
visualizacion global de la informacién geométrica para determinar -a
partir de la representacién grdfica de una funcién- si esta es o no
periddica. Por otra parte, Cordero y Martinez (2002) advierten que para
predecir es necesario tanto identificar el estado inicial de una funcién
(caracterizacién local) como su comportamiento (caracterizacion global);
“la periodicidad es una representacion integral que estd caracterizada
por lo local y lo global en una relacién dialéctica” (Buendia, 2006, p. 238).

A partir de estos insumos tedricos proponemos una alternativa a los
abordajes tradicionales de la periodicidad en los libros de texto.
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UNA PROPUESTA ALTERNATIVA: ;QUE NOS APORTAN ESTAS ACTIVIDADES?

Proponemos una secuencia de actividades disefiada para incluir en un
libro de texto del mismo nivel que los analizados, esto es, primer afio de
EMS o EMT.

Reconociendo que la practica social que genera el concepto de
periodicidad es la prediccidn, proponemos una alternativa para abordar
el concepto en si mismo y no como caracteristica de cierto tipo de

funciones solamente.
Un poco de historia...

El hombre, a lo largo de la historia, ha sentido la necesidad de
predecir, por ejemplo, dentro de cudnto tiempo saldrd el sol
nuevamente en determinado lugar a una hora determinada, o
cudntos latidos realiza el corazén en un tiempo prefijado. Asi fue
descubriendo cémo el universo estd lleno de ondas y vibraciones,
tanto al mirar a lo lejos a las galaxias, como al explorar lo muy
cercano, el interior de los dtomos, la luz, el sentido, la electricidad, el
electromagnetismo, los rayos X. Estos descubrimientos son utilizados
en artefactos de nuestra actualidad como la radio, el radar, el

microscopio, la resonancia magnética, los celulares, entre otros.

Proponemos comenzar con el texto anterior para ofrecer una breve
resefia histdrica (teniendo en cuenta que es un texto pensado para
estudiantes de entre 15 y 16 afios) sobre la necesidad del hombre de
predecir determinados fendmenos y la importancia que tuvo esta
practica en la evolucién de artefactos tecnoldgicos. Si bien es un
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abordaje simple, buscamos, por un lado, poner en evidencia el vinculo
entre la prediccién y la periodicidad contemplando los aspectos
culturales e histdricos relacionados con el concepto de funcién periddica.
Por otro lado, consideramos que esta resefia favorece una ruptura con la
concepcidon de la periodicidad como una propiedad exclusiva de las

funciones angulares que vive en el dme uruguayo.
Actividad 1

Consideremos la hora entre las 0 y las 24. Si ahora son las 2 horas,
dentro de 24 horas, ;:qué hora serad? ;Y dentro de 34? Si llamamos h a

la funcién “qué hora es”, tendriamos que h(0) = 2.

Completa:
= Dentro de 24 horas serdn las por lo que h(24) es igual a .
= Dentro de 34 horas serdn las por lo que h(34) es igual a .

Representa grdficamente la funcion “qué hora es” (h) en un intervalo
P q

de tiempo de 60 horas, tomando como valor inicial la hora 2.
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24

22

20

Luego de realizar la grdfica: ;Puedes determinar qué hora serd dentro

de 59 horas y 15 minutos? Completa:

h(__ )=

Aln solo teniendo la representacién grdfica en un periodo acotado,

¢podrias predecir la hora que serd dentro de 7852 horas?

¢Cada cudntas horas la funcién repite su comportamiento? ;Cémo

llamarias a ese lapso de tiempo? ;Cdmo le llamarias a este tipo de

funciones?

Esta actividad propone comenzar el tema en un contexto

extramatemadtico, a través de la funcion “qué hora es”, generando la

necesidad de precisar el comportamiento de cada variable (tiempo -

distancia) en el marco de la practica de prediccién como generadora del

conocimiento de la periodicidad.
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Actividad 2
PARTE |

a. Dada las siguientes grdficas correspondientes a funciones de
dominio R, continua, si es posible, su trazo.

b. Observa tus respuestas y compdralas desde la grdfica1ala 4.

1.
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A\

PARTE I
Observando la grdfica correspondiente a una funcién de dominio R,

indica si es posible un valor aproximado de la imagen de x = 13 y

X =095.

—2n “n o ™

.
:
K
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PARTE 11l
a. Dadas las siguientes grdficas, continua, si es posible, su trazo.
b. Observa tus respuestas y compdralas desde la grdfica1a la 3.

1.

v

v
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v

P

PARTE IV

Observando la grdfica correspondiente a una funcién de dominio R,
indica si es posible un valor aproximado de la imagen de x = 13.
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PARTEV

a. Considerando las partes Il y IV, ;en cudl crees que fueron mds
precisas tus predicciones? ;Por qué?

b. ;:Qué relacidn tiene lo observado en esta actividad con lo analizado

en la actividad 1 sobre la funcién “qué hora es”?

En la actividad 2 se pretende trabajar con distintas funciones reales,
reconociendo que la dualidad local-global nos permite predecir el
comportamiento de una funcidn si esta es periddica. Dadas diferentes
graficas, el estudiante debe continuar, de considerarlo posible, su trazo, y
observar y comparar los resultados. En aquellas en las que no cuenta con
los suficientes datos globales sobre el comportamiento de la funcidn,
aunque si cuenta con datos locales en una parte, verd mas dificil Ia tarea
que en las restantes. Se pretende entonces que en la parte |, al contar
gradualmente con mdés informacién del comportamiento global (y
tratarse de una funcién periédica), el estudiante pueda continuar con una
grafica que se vaya aproximando a la deseada, lo cual no es posible en la
parte Il (dado que el comportamiento de la funcién no es periddico).

Por otra parte, la intencidn en las partes Il y IV es que el estudiante
intente predecir cudl serd la imagen para determinados valores de x,
segun una funcién, desde su registro grafico. Al apreciar que esa
prediccion es posible en la parte Il pero no en la IV, la prediccidon operaria
como generadora del concepto de periodicidad. En la parte V se pretende
apreciar que cuando sabemos que la funcién es periddica, tenemos mds

datos y por tanto podemos predecir cudl serd la imagen de un elemento
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del dominio en esas funciones, ain cuando dicho elemento no figura en

la vista gréfica. Esto no sucede cuando la funcién no es periddica.
Actividad 3

a. Completa:

Denominamos funcién periédica a una funcién que

cumple

Denominamos periodo a

Sivolvemos sobre la actividad 1, tenemos que...

= ;Es h una funcién periddica?

Si, pues h(1) =h(25) = = 3. Andlogamente para cualquier valor de
X.

= ;Cudl es el periodo p de h?

p = 24 horas pues h(x) = h(x+24).

b. Indica cudl(es) de las funciones de la actividad 2 es (son)

periddica(s) y justifica. En caso de que lo sean, indica el periodo.

La actividad 3 opera como una instancia de institucionalizacion del
conocimiento. En la parte a el docente a cargo tiene la oportunidad de
generar un debate que conduzca a que el grupo consensue un significado
para el concepto de periodicidad. Dependera del grupo y del docente la
forma en que se exprese la definicién y el o los registros (verbal,

simbdlico, grafico) que se empleen. En la parte b se propone utilizar el
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consenso al que se ha arribado para determinar si las funciones vistas en

las actividades anteriores son o no periddicas.
Actividad 4

A continuacién se presentan algunas funciones dadas por su
representacion grdfica y otras por su expresién analitica. Determina
para cada caso si se trata de una funcién periédica o no periddica.

Justifica tu respuesta. En caso de ser periddica, indica su periodo’.

Distancia
5

Tiempo

' Las gréficas de esta actividad son algunas de las que se presentan en el anexo
de Buendia (2006).
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Distancia
5
4
3
2
14
3 4 [ 8 10 - 13
Tiempo
Distancia
1
4
3
2
1
2 4 G B 0 12
Tiempo
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d.

Distancia

2 1 6 8 10 Tiempo

e. e:R—>R/e(x)=6

f. f:R—>R/f(x)=(2x)" +1
—2X+18i —4<x<2

g g:[-4,14)>R/g(x)= 2X+3Si2<x<8

2x+25 Si 8<x<14
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Actividad 5

a. Esboza la grdfica de una funcidn periddica.

b. Esboza la grdfica de una funcién de periodo 4 cuyas imdgenes

pertenezcan al intervalo [-6,6].

Las actividades 4 y 5 estan disefiadas para que el estudiante
desarrolle la capacidad de visualizar a la periodicidad como un objeto y

no solo como un proceso. Por ejemplo, la funcidn representada en la
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parte 4a puede ser vista como periddica “porque tiene un
comportamiento repetitivo”, por un estudiante que estd considerando a
la periodicidad solamente como un proceso dindmico de “repeticién”.
Sin embargo, si se tiene en cuenta la definicién consensuada se
constatard que no es periddica.

Asimismo, en la actividad 5 el docente puede evaluar si el estudiante
pone en juego la condicién de objeto en la construccién de una funcién
periddica o si solo la ve como una funcién que debe tener un
comportamiento dindmico “repetitivo”, esto es, como un proceso.

En sintesis, consideramos que este ejercicio de andlisis de la
periodicidad en el dme y reelaboracién de un texto para abordarlo como
tema explicito puede aportar a una reflexién de la comunidad escolar
sobre el tema. Por un lado, porque ponemos en evidencia que la
periodicidad es una caracteristica interesante a atender en cualquier
funcién, no solamente en las angulares. El reconocimiento de fenédmenos
periddicos es importante para el desarrollo de la ciencia: si un fenémeno
se modela mediante una funcién periddica, serd mas facil predecir su
comportamiento en el futuro.

Por otro lado, consideramos importante, ya sea en el estudio de las
funciones angulares como en el estudio de otras funciones periddicas,
que los diversos actores involucrados en la ensefianza de la matematica
reconozcan la importancia de identificar a la periodicidad como un objeto
y no solo como un proceso, asi como aprovechar la dualidad local-global
para el disefio de actividades y para comprender las producciones de los

estudiantes.
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TAREAS ENFOCADAS A SIMILITUDES Y DIFERENCIAS COMO
MOTOR PARA EL APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA:
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Resumen

Las tareas que requieren considerar similitudes y diferencias entre objetos matematicos u
otras entidades tienen un enorme potencial para el aprendizaje de la matemadtica.
Presentamos y ejemplificamos tres nuevas categorias en este tipo de tareas: tareas de
particularizar y generalizar, tareas de proponer un objeto matemdtico y tareas de
formular preguntas para identificar un objeto matematico.

Palabras clave: disefio de tareas, similitudes y diferencias, tareas de final abierto.

Abstract

Tasks that require considering similarities and differences between mathematical objects
or other entities have a great potential for the learning of mathematics. We present and
exemplify three new categories of this kind of tasks: tasks that require particularizing and
generalizing, tasks that require proposing a mathematical object and tasks that require
formulating questions in order to identify a mathematical object.

Keywords: task design, similarities and differences, open ended tasks.

INTRODUCCION

Este trabajo surge en el marco del curso de la asignatura Aportes
metodoldgicos para la ensefianza de la matematica en la formacién de

profesores, correspondiente al tercer semestre del Diploma en
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Matematica que desarrollan en conjunto la ANEP y la UdelaR. En esta
asignatura se abordaron diversos trabajos de investigacion que reportan
los diferentes factores que inciden en el desempefio de los docentes de
matematica en el aula y la estrecha relacién con los ambientes de
aprendizaje del periodo de formacién. A partir de esa informacién se
propusieron trabajos de disefio o redisefio de situaciones de ensefianza
para la formacion de profesores que atendieran a los resultados
provenientes de la investigacion. De uno de los trabajos realizados en
este curso, y su posterior discusidn colectiva, surge la propuesta que
presentamos en este articulo.

Nos abocaremos al disefio de tareas para la clase de matematica,
desde la Optica de Zaslavsky (2008). Esta autora propone tareas
enfocadas en similitudes y diferencias entre objetos u otras entidades
matemadticas como actividades centrales para el desarrollo del
pensamiento matemadtico. En este tipo de tareas distingue tres
categorias: tareas de clasificacién, tareas de considerar alternativas y
tareas de comparar y contrastar. Nosotros sugeriremos tres nuevas
categorias: tareas de particularizar y generalizar, tareas de proponer un
objeto matemdtico y tareas de formular preguntas para identificar un

objeto matematico.
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LA IMPORTANCIA DE LAS TAREAS

La planificacidon de una clase de matemadtica supone la eleccién de los
ejercicios, problemas o tareas que luego se propondrdn a los estudiantes
para favorecer el aprendizaje de un concepto o procedimiento.

Hiebert y Wearne (1997), siguiendo a Doyle (1983, 1988), dicen que “lo
que los estudiantes aprenden estd en gran parte definido por las tareas
que se les ofrecen” (p. 395). De aqui la relevancia de situarse en el disefio
de las tareas -0 de su transformacidn a partir de tareas tomadas de libros
de texto, de manuales o de otras fuentes- para lograr el mayor
aprovechamiento de ellas.

Las tareas que se proponen a los estudiantes no generan por si solas
aprendizaje sino que inciden las condiciones en que se las plantea, la
forma en que se abordan, el contexto en que se desarrollan, las
interacciones que estdn previstas, los recursos y materiales, etc. (Watson
y Mason, 2007; Liljedahl, Chernoff y Zazkis, 2007). Por ello, “La eleccién
de las tareas matematicas para la clase por parte de los docentes y la
manera en que se pide a los estudiantes que se aproximen a ellas,

determinan la calidad de la matematica en la clase” (Guberman y Leikin,

2013, p. 36).

CONSIDERACIONES TEORICAS

Zaslavsky (2008) sostiene que la atencidon a las similitudes y las

diferencias es un principio fundamental a tener en cuenta en el disefio de
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tareas. Las tareas que recomienda esta autora fomentan el establecer
conexiones y comparaciones en un ambito de trabajo colaborativo en
pequefios grupos. Propone tareas que requieren, fundamentalmente,
clasificar y comparar, son de final abierto en el sentido de Zaslavsky
(1995), permiten que los alumnos tomen decisiones en base a criterios
personales y disponibles, son poco directivas en el sentido de que el
docente no impone una forma de abordarlas ni existe un resultado
predeterminado al que arribar. Son tareas cuyo analisis tomara diferentes
direcciones dependiendo de las decisiones de los estudiantes.

Zaslavsky (2008) plantea tres tipos de tareas enfocadas a similitudes y
diferencias: (1) tareas de clasificacion; (2) tareas de considerar
alternativas; (3) tareas de comparar y contrastar.

En referencia a las tareas del tipo (1), Zaslavsky afirma que la actividad
cognitiva de clasificar es una capacidad natural que ayuda a estructurary
clarificar lo que percibimos, a realizar distinciones y reducir la cantidad de
memoria necesaria para tratar mera informacién. Agrega que la actividad
de clasificar tiene un rol vital en el pensamiento humano.

Las tareas que la autora denomina “de clasificacién’ consisten en una
propuesta en la que se entregan 20 o0 30 tarjetas, cada una con un objeto
o entidad matematica dada en alguno de sus registros de representacion
(pueden ser todas impresas en una hoja o recortadas como tarjetas
independientes) y los estudiantes deben clasificarlas de todas las formas
posibles de acuerdo a los criterios que ellos deseen. Se les solicita que
hagan explicito el criterio y que detallen las categorias que surgen a
partir de este. Los estudiantes deben registrar las distintas clasificaciones
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que surgen de acuerdo a cada criterio. Este trabajo se realiza en
pequefos grupos y luego se trabaja en una puesta en comun con todo el
grupo.

Segun la autora se pueden clasificar: objetos matematicos (funciones,
ecuaciones e inecuaciones, figuras geométricas, entre otros) y también
problemas matematicos.

Desde el punto de vista didactico, Zaslavsky (2008) destaca que lo
importante de este tipo de tareas es que no hay una respuesta correcta y
que no importa llegar a una sola respuesta. Por este motivo, este tipo de
tareas promueve una vision mas subjetiva de la matematica.

Las tareas del tipo (2) requieren comparar una serie de alternativas.
Por ejemplo: comparar posibles soluciones a un problema, comparar
enunciados que describen un concepto, comparar pruebas de una
proposicidn. Las proposiciones matematicas pueden ser comparadas en
términos de su validez, equivalencia, etc. Las pruebas de una proposicidn
considerando si son correctas, incorrectas o de acuerdo a preferencias
personales.

Zaslavsky (2008) observa que la matemdtica es mirada
frecuentemente como una disciplina en la que hay una sola respuesta
correcta para todo problema que sea resoluble y que no tiene espacio
para visiones subjetivas. Este tipo de actividades que ella sugiere son de
final abierto y pueden ayudar a construir una vision mds humanista de la
matematica pues las tareas dan lugar a las preferencias personales y no

solo a cuestiones relacionadas a lo correcto. Ademas, por la forma de
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trabajo en la clase que sugiere, los resultados son socialmente
construidos o rechazados.

En las tareas del tipo (3) se presentan dos o mas objetos y se
pregunta: ;En qué son similares? ;En qué son diferentes? Se solicita hacer
una lista con similitudes y diferencias, tantas como se pueda, discutirlas y
reflexionar sobre ellas. El disefio requiere que tengan caracteristicas
comunes y otras diferentes. Este tipo de tarea anima a los estudiantes a
examinar los objetos con libertad sin predisponerlos a un tipo de mirada
o dirigirlos a un lugar en particular. Mientras analizan similitudes y
diferencias con el objetivo de comparar, los estudiantes podran realizar
calculos, por ejemplo, pero estos estardn al servicio de la indagacidn,
serdn utilizados como herramientas y no serdn usados porque el profesor
lo demanda sino que surgen como elementos utiles para explorar una
situacidn. Estas tareas son abiertas en el sentido de que es posible
abordarlas entrando por diferentes lugares y desde las estrategias que
cada alumno decida desplegar. Ademas, sefiala Zaslavsky, privilegian el
desarrollo de la comprensién por sobre la obtencidn de resultados o

productos.

NUEVAS CATEGORIAS EN LAS TAREAS ENFOCADAS A SIMILITUDES Y DIFERENCIAS

En el curso de posgrado para profesores de matematica en el que surgid
este trabajo, una de las actividades consistié en crear o identificar en la
literatura de matematica o matematica educativa categorias de tareas

que cumplieran el principio general de atender a similitudes y diferencias
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segun Zaslavsky (2008) pero diferentes a las propuestas en ese articulo.
En esa instancia, la propuesta de crear nuevas categorias surgié por una
doble motivacion. Por un lado, las docentes del curso de posgrado
entendieron que una forma de evaluar la comprensién del marco podia
consistir en la creacidn de nuevas categorias. Por otro, esta consigna
funcioné a manera experimental para testear si la lista propuesta por
Zaslavsky era exhaustiva o si, en efecto, se trataba de un listado de
ejemplos posibles. La practica de la enseflanza en este curso de
posgrado, nos permitié comprobar lo segundo y, a partir de ello, abrir la
bldsqueda hacia nuevas categorias. Esto tiene un enorme potencial en
tanto estas actividades son de gran ayuda para el aprendizaje de la
matemadtica y, ademas, posibilitan el desarrollo de la creatividad de los
docentes, abriendo una puerta hacia la imaginacién de nuevas categorias
posibles. A partir de las actividades creadas en el marco del curso de
posgrado y de su posterior discusién en el grupo surgieron las siguientes

categorias.

Tareas de generalizar y particularizar

Proponemos una nueva categoria para las actividades enfocadas a
similitudes y diferencias que denominaremos tareas de generalizar y
particularizar. Esta fue identificada en un texto de geometria para
formacion de profesores de matematica (Dalcin y Molfino, 2014) y
enriquecida a partir del andlisis grupal bajo el marco de Zaslavsky (2008).

Las tareas de generalizar invitan a atender propiedades de uno o mas

objetos matemdticos particulares y proponer que los alumnos
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investiguen si conjuntos de objetos, que incluyen al particular, conservan
la o las propiedades originales. Asimismo, se pretende que el estudiante
investigue si el argumento utilizado para validar una cierta propiedad se
puede mantener al considerar un conjunto de objetos mas amplio.

En las tareas de particularizar, partiendo de una situacién o problema
se recurre a un caso particular para realizar ciertas conjeturas y brindar
argumentos para la misma. Asimismo, se analiza si los argumentos dados
para el caso particular son validos en el contexto original, que abarca
familias de objetos mas amplias. Este tipo de tarea puede resultar
especialmente util para la resolucién de un problema: cuando se hace
dificil abordar el problema para una familia dada de objetos, puede
pensarse en su particularizacién a una familia mas reducida que cumple
propiedades particulares (Polya, 1965). En una segunda instancia se debe
analizar si la manera en que se resuelve el problema para la familia
particular de objetos matematicos es adecuada para la familia que la
contiene.

Las tareas de generalizar y particularizar favorecen el aprendizaje de
los estudiantes pues estimulan su razonamiento, permiten trabajar de
manera fluida conceptos y propiedades, desarrollan el vinculo entre
distintos conocimientos matemadticos, promueven la elaboracidn de
conjeturas, fomentan la busqueda de argumentos para validarlas, invitan
-mediante el trabajo colaborativo- a la construcciéon del conocimiento
matemdtico en el aula vy, finalmente, fortalecen el razonamiento

inductivo asi como el deductivo.
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Esta nueva categoria de tareas se enmarca en las tareas de atencién a
similitudes y diferencias reportadas en Zaslavsky (2008) pues demandan
la comparacién entre dos o mds familias de situaciones u objetos
matemadticos, el andlisis de sus propiedades y la formulacién de
conjeturas que relacionen las propiedades comunes a ambas familias de
objetos. Ademéds, son tareas de final abierto en tanto dan lugar a que los
estudiantes formulen distintas conjeturas. En consecuencia, distintas
respuestas son posibles, asi como diferentes formas de ingresar a la
situacion dada y de proceder al momento de generalizar o particularizar.

Las tareas de generalizar y particularizar no estan contempladas en las
tres categorias propuestas en Zaslavsky (2008) pues requieren que el
estudiante, partiendo de ciertas propiedades y una determinada familia
de objetos matematicos, construya otras familias de objetos que las
verifiquen. El proceso de busqueda de similitudes y diferencias se
desprende del proceso de resolucidn del estudiante en la construccién de
esas familias de objetos matematicos, mientras que en las tareas de
clasificar, comparar y contrastar o de considerar alternativas, los objetos
matematicos en los cuales el estudiante trabaja ya estdn dados en la
consigna.

Para llevar a la clase este tipo de tareas proponemos el trabajo en
pequefios grupos con posterior puesta en comun. De esta forma las
actividades adquieren un mayor potencial en lo que refiere al surgimiento
de diferentes caminos para su resolucién. Ademds, la validacién de

conjeturas requerirda de consensos que son propios de una clase de
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matematica entendida como comunidad de trabajo colaborativo. El rol
del docente sera el de guia y organizador del trabajo.

A continuacidn se expone una tarea de generalizar y particularizar. El
objetivo consiste en desarrollar conjeturas sobre la suma de angulos de
un poligono estrellado. Estd basada en una actividad tomada de Dalcin y
Molfino (2014), material de referencia para el curso de geometria de

primer afio del profesorado de matematica.

1. ¢Es constante la suma de los dngulos marcados para cualquier

estrella de cinco puntas?

En caso afirmativo, ;cudnto vale dicha suma? ;Por qué?
Te sugerimos pensar en el caso particular en que la figura es un

pentdgono regular estrellado (pentalfa).
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La respuesta que encontraste pdra este caso, ;es vdlida como
respuesta a la pregunta original? ;Y el argumento que utilizaste para
explicarlo?

2. ;Cémo podrias generalizar el resultado al que llegaste en la parte 1

a otros poligonos?

Analizando el proceso de resolucién de la actividad, creemos que la
misma se enmarca dentro de las tareas de atencidn a similitudes y
diferencias. Una posible estrategia de trabajo a llevar a cabo por parte de
los estudiantes para dar respuesta a la parte 1 de la actividad es la de
particularizar, explicitado en la sugerencia. En esta instancia podran
identificar ciertas regularidades, realizando un trabajo de busqueda de
diferencias y similitudes, para asi poder elaborar un argumento que
permita responder la primera pregunta. En la parte 2 de la actividad se
pretende, nuevamente a través de un proceso de busqueda de
diferencias y similitudes, investigar y conjeturar qué sucede con la suma
de los angulos de otros poligonos. La actividad invita a los estudiantes a
pensar en diferentes poligonos que verifiquen la propiedad de la parte
anterior, sean estrellados o no. Se pretende explorar diferencias y
similitudes tanto en lo que refiere a la solucién del problema como al
razonamiento empleado para la argumentacion de esta en cada uno de

los conjuntos de objetos.
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Tareas de proponer objetos matematicos

La segunda categoria que proponemos agregar a las tareas enfocadas
a similitudes y diferencias son las tareas de proponer objetos
matemdticos. Surgid como idea original del subgrupo de trabajo
conformado para la realizacién de la actividad del curso de posgrado.
Bajo este titulo se presentan tareas de final abierto en las que los
alumnos son invitados a proponer un objeto matematico que mantenga
similitudes y diferencias con otro dado. Su resolucién promueve la
atencidon a ciertas caracteristicas de los objetos matemadticos que el
docente ha decidido involucrar y que estdn establecidas en la consigna
de la tarea. Su disefio requiere prestar especial atencién a que sea
posible la creacién de multiples objetos matemdticos que cumplan con
las condiciones establecidas (de similitudes y diferencias respecto a un
objeto dado); este requisito es importante para asegurar la existencia de
multiples respuestas correctas y mantener la caracteristica de problema
de final abierto propuesto por Zaslavsky (1995). Las tareas de proponer
objetos matematicos promueven la actividad cognitiva de clasificar, pues
requieren que el estudiante diferencie entre los objetos que cumplen
ciertas condiciones y los que no las cumplen, ayudando a estructurar el
conocimiento construido. Ademads, promueven la resignificacién de los
objetos matematicos en base a la atencidon a sus caracteristicas o
propiedades, favoreciendo la construccién de la nocién de familias de
objetos.

Para la resolucién de este tipo de tareas el estudiante deberd observar

cudles son las caracteristicas del objeto que se deben mantener para
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vincularlas con un conjunto de pardmetros que él puede manejar sobre el
objeto, extrayendo conjeturas y posteriormente relaciones entre ellos.

Asimismo, al decir de Zaslavsky (2008), estas actividades son
consideradas de ‘“bajo riesgo” ya que diferentes alumnos pueden
comenzar a trabajar desde diversas perspectivas y realizar aportes
legitimos utilizando sus conocimientos y habilidades.

Este tipo de tareas se diferencian de las de clasificacién o comparacién
pues en estas los objetos vienen dados, los estudiantes deben percibir las
propiedades de cada uno y clasificar los objetos en funcién de ellas. En
cambio, en las tareas de proponer objetos matemadticos se presenta un
objeto a los estudiantes y se les pide otro que sea similar en algunas
caracteristicas y diferente en otras. Esto orienta el pensamiento del
estudiante hacia la estructura de la caracteristica a considerar, para
buscar un objeto que tenga o no esa propiedad. La ausencia del objeto
cambia el foco de la tarea, en relacion a las de clasificacién o
comparacion.

A continuacién proponemos una tarea de proponer objetos

matematicos para ejemplificar el criterio presentado.
Trabajemos con la funcién f de R en R definida por
1 2
f(x)=—x>—2x* +3x—1.
3
1. Presenta una funcién g que tenga igual cantidad de puntos con

tangente horizontal que f pero mds de tres raices. Anota tus

observaciones y conclusiones.
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2. Presenta una funcién h que coincida con f en el signo de sus
derivadas primera y segunda. ¢Es posible que h esté acotada? Anota
tus observaciones y conclusiones.

3. Presenta una funcién p cuyas tangentes paralelas a la recta
y = 3x + 1 contengan estrictamente a las de f. Anota tus observaciones

y conclusiones.

La tarea propuesta es un problema de final abierto en el sentido de
Zaslavsky (1995) pues existen infinitas funciones que cumplen lo pedido.
Ademas, es posible responder a lo solicitado utilizando distintos registros
de representacién, por ejemplo, grafico y analitico. Es basada en
observar ciertas propiedades de un objeto matematico (tangente
horizontal, derivada primera nula, raices, acotacién, signo de su funcién
derivada, rectas tangentes, pendiente de una recta, pendiente de la recta
tangente) y modificarlo para que presente ciertas similitudes y ciertas
diferencias con el objeto dado, por lo que consideramos que sigue el
principio fundamental de atencidn a similitudes y diferencias.

Asimismo, esta tarea promueve la elaboracidn de conjeturas, la
bldsqueda de propiedades que sirvan como argumentos para justificarlas,
la resignificacion e interconexion de saberes, relacionando por ejemplo
los ceros de una funcién polinédmica con su derivada (parte 1). La parte 2
conduce a reflexionar sobre la relacidn entre el signo de las derivadas
(primeray segunda) de una funcién y la acotacién de la misma.

El disefio de la tarea promueve la necesidad de replantearse las

hipdtesis consideradas para dar solucidn al problema, rompiendo con
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practicas comunes como asumir la continuidad de la funcidn si este no es
un dato dado en el problema.

Por ser una tarea de final abierto que se planteara en una dindmica de
pequefios grupos con una posterior puesta en comun, se promovera el
desarrollo de las habilidades argumentativas de los estudiantes, de

trabajo colaborativo y de validacién social de las producciones.

Tareas de formular preguntas para identificar un objeto matemédtico

Por ultimo, presentamos otra categoria de actividades que también se
basan en el principio general de atender a similitudes y diferencias. Esta
categoria fue presentada en un taller dictado por la Dra. Ochoviet al que
asistieron algunas de las profesoras cursillistas, quienes la retomaron
para compartir en la discusién grupal generada a partir de la actividad
propuesta en el curso de posgrado.

Este tipo de tareas consiste en descubrir un objeto matematico por
medio de preguntas que sean respondidas con si o no. Promueven la
visualizacion matematica en el sentido de Zimmermann y Cunningham
(1991), esto es, el proceso de formar imagenes (mentales o con lapiz y
papel o con la ayuda de la tecnologia) y usar esas imagenes para el
descubrimiento y entendimiento matemdtico. Estas tareas también
fomentan el andlisis de las propiedades de los objetos matemadticos y su
uso, con el objetivo de identificar un objeto matemadtico dado a través de
alguna de sus representaciones (por ejemplo, estd dado mediante una
figura pero no podemos verla) pero que no es directamente accesible

para quien lo tiene que descubrir. Estas tareas permiten profundizar el
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conocimiento de las propiedades y su rol en la matematica, pues es a
través de ellas que se devela el objeto. Para ello, es necesario asociar
conceptos con categorias, aspecto que segun Zaslavsky (2008) esta en el
“corazén del aprendizaje” (p. 1). Llevar adelante esta asociacion en
forma eficaz, requiere identificar similitudes y diferencias entre
diferentes objetos segun distintos criterios, para poder ir reuniendo un
conjunto de propiedades que permitan caracterizar un objeto o bien
permitan descartarlo para comenzar a pensar en otro posible. Este tipo
de tareas no esta considerado en las tareas propuestas por Zaslavsky
(2008), por lo que entendemos contribuye a ampliar la categorizacién de
tareas de atencidn a las similitudes y diferencias propuesta por la autora.

A continuacién presentamos un ejemplo de una tarea que requiere
formular preguntas para identificar un objeto.

Esta tarea es presentada a través de un juego. Cada estudiante del
grupo recibe la representacion de una figura geométrica que es colocada
en su espalda de forma tal que él desconozca qué figura tiene. El objetivo
del juego es que cada estudiante descubra qué figura geométrica tiene
pegada en la espalda. Para lograrlo los estudiantes deberan recorrer el
salon caminando (que se ha despejado de mesas vy sillas) e interactuar
con sus compafieros (que si pueden ver la figura que los otros
compaferos llevan en su espalda) formuldandoles preguntas con la
consigna de que solo pueden ser respondidas con si 0 no. Es importante
que pregunten a distintos compafieros pues no todos son capaces de ver
lo mismo (esto depende del conocimiento y criterio de cada uno), de aqui

que ante la misma pregunta, dos compafieros puedan responder distinto.
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Esto puede llevar a confusiones por momentos, pero también desafiara
al alumno para que este trate de afinar sus preguntas con el objetivo de
develar la mayor informacién fidedigna que le sea posible sobre la figura
que tiene pegada en su espalda. Se estipula ademas en la consigna que
cada alumno llevard un registro de las preguntas realizadas y sus
respuestas y que se contabilizard la cantidad de preguntas formuladas
para descubrir su figura geométrica; esto tiene por objetivo fomentar
que las preguntas sean formuladas inteligentemente, esto es, que se
considere alguna estrategia para minimizar la cantidad de preguntas y se
profundice el conocimiento de las propiedades de la figura geométrica
en cuestidn. Luego de que todos los alumnos han descubierto su figura,
se realiza una puesta en comun donde cada alumno debe explicar cual
figura cree que tiene en la espalda y por qué. Esta instancia es
sumamente rica para todo el grupo y para el docente porque permite
apreciar cdmo estos alumnos pusieron en juego su conocimiento de las
propiedades y los criterios a los que apelaron para tomar decisiones.

Una variante de esta tarea para ser realizada en equipos consiste en
que el docente elige una figura geométrica, aporta alguna informacién
sobre ella que acote la busqueda (por ejemplo que es un cuadrildtero) e
indica a los estudiantes que organizados en equipos de 4 o 5 elaboren
una serie de preguntas -que puedan ser respondidas con verdadero o
falso- con el propdsito de identificar qué figura geométrica selecciond el
docente. En este caso las preguntas no serdn respondidas una a una, sino
que cada equipo debe planificar toda una serie de preguntas, lo cual

promueve que se consideren todas las alternativas posibles en cuanto a
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qué cuadrildtero se podria haber elegido. Finalmente, se realiza una
puesta en comun, donde se podrdn comparar estrategias y discutir cudles
son las ventajas de una u otra.

Si bien la tarea propuesta no es de final abierto (Zaslavsky, 2005) pues
el objeto a develar es dado, hay un punto muy interesante que deseamos
plantear y es que lo que es abierto son los conjuntos de preguntas que
los alumnos pueden utilizar para descubrir un mismo objeto. Por
ejemplo, un estudiante podria disefiar un conjunto de preguntas basado
en el paralelismo de los lados opuestos de un cuadrildtero mientras que
otro estudiante podria elaborar un conjunto de preguntas basado en las
amplitudes de los dangulos opuestos, es decir, series distintas de
preguntas. Todas ellas llevan a dar una solucién al problema, por lo que

son todas ellas conjuntos de preguntas apropiadas para resolver la tarea.

A MANERA DE CIERRE

En este trabajo compartimos tres nuevas categorias, diferentes a las
presentadas por Zaslavsky (2008), que surgieron en el contexto de una
actividad propuesta en un curso de posgrado y en su posterior discusion
grupal. Son tareas enfocadas a considerar similitudes y diferencias entre
objetos u otras entidades matematicas y que Zaslavsky considera
fundamentales para promover aprendizajes.

Los ejemplos brindados aportan materiales para repensar nuestras
clases de matematica y asimismo plantean la invitacion a los docentes y
estudiantes de formacidn docente a emprender el camino creativo que
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conduzca a nuevas categorias que, en este marco, contribuyan al

aprendizaje de nuestros alumnos.
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Resumen

La evaluacion es esencial en la actividad profesional del docente pues le proporciona
informacién acerca de los procesos de ensefianza y de aprendizaje, tanto sobre cada
estudiante como en lo colectivo y le permite volver sobre el proceso y eventualmente
realizar cambios. En la practica de evaluacidn, el disefio de las tareas constituye una parte
fundamental, ya que estas evidencian qué aspectos del trabajo de la clase son mds
valorados por el docente. Presentamos algunos ejemplos de tareas disefiadas para
evaluaciones que pretenden mover el foco desde el sefialamiento de aciertos y errores
hacia una interaccién de didlogo con los estudiantes.

Palabras clave: tareas de evaluacidn, informacién, aprendizaje.

Abstract

Assessment is essential in teaching profession because it provides information about the
teaching and learning processes, about each student and about the group, it also allows
teachers to go back to those processes and eventually make changes. Within the practice
of assessment, tasks design is a key part as it shows which aspects of class work are more
valued by the teacher. We present some examples of assessment tasks that pretend to
move the focus from the marking of successes and failures toward a dialogic interaction
with students.

Keywords: assessment tasks, information, learning.
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INTRODUCCION

Este articulo surge de un trabajo realizado con estudiantes del curso de
Didactica Il de la especialidad matemdtica del Profesorado
Semipresencial. Plantea el disefio de tareas de evaluacidn como
escenario para el estudio de la evaluacién, ya iniciado en los afios
anteriores.

Con este foco se planted a los estudiantes, a partir de la lectura de
algunos documentos (Burkhardt, 2007; PROCIENCIA, 1986; Schoenfeld,
2007), el disefio de tareas de evaluacién para un tema que estuvieran
trabajando en su clase de prdctica y su posterior implementaciéon en
clase.

A continuacidon se describen los conceptos principales de los
documentos analizados, para situarnos en el marco en el que se

disefaron las tareas de evaluacion.

ALGUNOS ELEMENTOS A TENER EN CUENTA EN EL DISENO DE TAREAS DE EVALUACION

Los documentos analizados (Burkhardt, 2007; PROCIENCIA, 1986;
Schoenfeld, 2007) coinciden en que la evaluacién no consiste solo en
aplicar pruebas y calificarlas de acuerdo a un puntaje, como se entiende
habitualmente. La evaluacién, como todo proceso educativo, estd
impregnada de los intereses y puntos de vista de los diferentes actores
involucrados en ella. Por ejemplo, si consideramos las evaluaciones que

un docente realiza en su clase, la informacién y la interpretacidn de sus
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resultados no es la misma para el profesor que para los estudiantes o la
direccidn del liceo.

De los muiltiples puntos de vista, aqui tomaremos en cuenta el del
docente y el de los estudiantes. En relacién a los docentes, tanto
Schoenfeld (2007) como Burkhardt (2007) plantean que la evaluacién
deberia ayudar a los profesores a comprender lo que los estudiantes
saben, y a planificar nuevas estrategias para que superen las dificultades
detectadas. En relacién a los estudiantes, establecen que las
evaluaciones deberian servirles para determinar lo que saben y lo que no
saben, y que las mismas deberian ser y ser sentidas justas por parte de
los alumnos.

Burkhardt (2007) plantea que el tipo de evaluacién viene delimitado
por la consideracién de ciertas cuestiones, y la respuesta que se dé a
cada una. Entre ellas se encuentran:

- cudl es el objetivo de la evaluacidn;

- qué actores toman informacion de ella;

- cudles aspectos del aprendizaje se valoran mas, y por tanto se evaltan;
- cudndo y con qué frecuencia se realiza la evaluacion;

- qué consecuencias trae para las diferentes personas involucradas.

En PROCIENCIA (1986) se realiza un andlisis similar, y ademas
encontramos una clasificacién de los tipos de evaluacién, basada en la
clase de informacién que se busca con ella. Asi, la evaluacién puede ser:

- Diagndstica: se busca informacion acerca del nivel inicial de los alumnos.

Se propone antes de iniciar el trabajo con un tema, o con el curso, y sus
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resultados permiten orientar la tarea en cuanto a sus objetivos y forma
de trabajo.

- Formativa: se realiza para verificar la marcha del proceso didactico y
poder realizar cambios a la planificacion. Se propone durante todo el
desarrollo del curso.

- De sintesis: tiene la funcién de asignar una calificacién totalizadora a
cada alumno que represente la proporcién de los objetivos logrados. Se
propone al final de una unidad, de un conjunto de actividades o de un
curso. Permite decidir la aprobacién del curso o parte considerada del
mismo.

Para los autores de PROCIENCIA (1986) la evaluacién también puede
tener una funcién motivadora, asi como deberia resultar una experiencia
de aprendizaje, caracteristica que también senalan Burkhardt (2007) y
Schoenfeld (2007).

En lo que sigue nos centraremos principalmente en el tipo de tareas
que proponen algunos autores, basdndose en ciertos principios que
entienden debe cumplir la evaluacién. Para esto, describiremos el marco
que se presenta en Burkhardt (2007), desarrollado por The Mathematics
Assessment Resource Service, llamado Framework for Balance. Este marco
amplia, segin Burkhardt, lo que se tiene en cuenta al disefiar un test, ya
que incluye la dimensién fases de resolucién de problemas, asi como la
dimensidn tipos de tareas. Usualmente solo se procura un balance en la
dimensién de contenidos, mientras que el formato suele ser de ejercicios

cortos que solo requieren transformacién y manipulacién. Se trivializa la
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habilidad para formular un problema y no se evaltan la interpretacidn, la
evaluacidn critica y la comunicacién de resultados.

Si bien las apreciaciones de este autor se refieren a la educacion
matematica en Estados Unidos y el Reino Unido, consideramos que las
caracteristicas del disefio de tareas de evaluacién que sefiala estan
presentes en las que habitualmente se proponen en Uruguay. Por lo
tanto consideramos importante sefialar estos aspectos y analizarlos
criticamente como un paso inicial en el abordaje de esa dimensién de la
evaluacion: el disefio de las tareas.

Acerca del tipo de tareas, en A Framework for Balance se describen
como posibles los siguientes tipos: de planificacién (los estudiantes
deben organizar o planificar cierta actividad a llevar a cabo), problemas
no rutinarios (por ejemplo, la generalizacién de patrones), tareas de
evaluacién y recomendacién (en las que es preciso evaluar entre varias
opciones y decidir a favor de una), de representaciéon de informacién
(que implican un cambio de registro de representacion), tareas de
investigacion (dentro o fuera de la matematica), ejercicios técnicos,
definicién de conceptos.

El foco de la tarea, en tanto, puede estar:

- En la matematica pura: la tarea implica tratar con objetos y estructuras
matemadticas de forma directa.

- En la aplicacidn ilustrativa de la matematica: el foco sigue siendo una
idea matemdtica pero esta se plantea a través de una situacion realista o
pseudo-realista. Si bien su objetivo es evaluar la comprensiéon de la

matematica, permite evaluar el conocimiento sobre modelos.
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- En una actividad de la vida real. El foco de atencién esta en generar un
nuevo conocimiento del mundo fuera de la matematica. Requieren la
integracion de habilidades matemadticas y no matematicas. Pueden
contener datos insuficientes o superfluos.

Burkhardt (2007) establece que las tareas de evaluacién deberian
promover que todos los estudiantes que han trabajado
responsablemente en un buen curso hagan progresos significativos al
realizarlas. Al mismo tiempo que los mds capaces se sientan desafiados y
que puedan realizar las tareas de evaluacidn sin la ayuda que se presenta
en una tarea de la clase. Para esto plantea la conveniencia de proponer
tareas abiertas o exponencialmente graduadas, que permitan aumentar
la generalidad, complejidad y/o la abstraccidn.

A continuacidon presentamos algunas de las tareas de evaluacién
disefiadas por los estudiantes de profesorado en el marco de esta

actividad.

ALGUNAS TAREAS DE EVALUACION DISENADAS

Tarea 1
Organiza tu viaje

Para las vacaciones de verano, tu y tus compaferos han decidido
organizar un viaje a algun lugar del Uruguay.
d. Con la ayuda del mapa elijan tres lugares a los que les gustaria

viagjar.
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b. ;Quiénes realizardn el viaje? ;Qué medios de transporte pueden
llevarlos a cada lugar elegido?

c. Calculen el tiempo que les llevaria llegar a cada destino, contando
todas las paradas o desvios que decidan realizar, y los distintos
medios posibles de transporte.

d. ;Cudnto les costard el transporte para el viaje? ;Cudnto tendrd que

pagar cada uno?

Esta tarea se disefid para proponerse en un curso de primer afio del
ciclo basico de educacién secundaria. Serd la primera tarea a proponer
durante el estudio del tema proporcionalidad y, a la vez, se utilizard como
evaluacién diagndstica. Como se establece en PROCIENCIA (1986), una
evaluacién puede cumplir varias funciones. Entre ellas, la funcidén
motivadora, que pensamos tendrd esta situacion para los estudiantes. Se
enmarca en el tipo investigaciones abiertas, ya que la actividad supone
que los estudiantes tomen decisiones, se planteen preguntas y las
respondan, busquen datos de la vida real y los organicen. Si bien no se
trata de una tarea de matemadtica pura, sino que es una tarea auténtica de
acuerdo al foco, consideramos que permitird poner en juego aspectos
importantes vinculados al concepto de proporcionalidad y de los que se
vinculan con él. Al mismo tiempo, los estudiantes mostrardn su grado de
desarrollo en habilidades no mateméticas, asi como la integracién con
otras disciplinas. Creemos que el hecho de que los estudiantes tengan
que buscar los datos, en lugar de que se los proporcionemos en una
tabla, favorecerad el acercamiento a la actividad matematica, por ejemplo,

al tener que manipular y organizar esos datos.
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La tarea se propone para trabajar en grupos pequefios (no mas de
tres integrantes), y los estudiantes tendran que entregar el registro
escrito de sus actividades. La evaluacidn se centra en la actividad surgida
de la interaccién en los grupos, pues creemos que dicho intercambio
hace propicia la recuperaciéon de conceptos y estrategias que en lo
individual pueden olvidarse. Las preguntas que los estudiantes realicen
en el transcurso de la actividad y las interacciones del docente con ellos,
nos permitirdn evaluar en forma mas personal los conocimientos de cada
alumno. Buscamos informacién que nos permita conocer los
conocimientos y estrategias que utilizan los estudiantes en relacidn a la
planificacién de unidad que hemos realizado. La informacidén que resulte
de la actividad motivara la modificacidn o no de dicha planificacidn.

Al inicio de la actividad se les entregara la consigna y un mapa del
Uruguay. Se permitird el uso de computadora y celular para realizar las
busquedas necesarias, asi como las operaciones o graficas que decidieran
realizar.

La parte c de la tarea es la central en cuanto a los conocimientos sobre
proporcionalidad. Como se pide que los estudiantes consideren
diferentes medios posibles de transporte para cada lugar elegido y que
para cada uno, con las paradas que decidan realizar, calculen el tiempo
del viaje, es posible que los estudiantes decidan recurrir a una tabla para
presentar los resultados. Ademads, es esperable que recurran a la regla de
tres, o al uso de la proporcionalidad tanto en el trabajo con escalas en los
mapas, como en los calculos de distancias y tiempos. Otro aspecto que
nos proponemos evaluar es si los estudiantes trabajan con técnicas
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aditivas y de recuento, o si utilizan estrategias multiplicativas, o ambas,
en sus razonamientos sobre razones y proporciones (Godino y Batanero,

2002).
Tarea 2

Dado el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas:

3a-b=9

4b—2a=-16
a. Agrega una nueva ecuacién al sistema para que el mismo tenga
solucidén Unica. Representa grdficamente las tres ecuaciones y la
solucién del sistema.
b. Agrega una ecuacién mds al sistema original para que no tenga
solucidn.
¢. Presenta un nuevo sistema de dos ecudciones lineales con dos
incégnitas, utilizando una de las ecuaciones del sistema original, de

forma que el nuevo sistema de ecuaciones tenga infinitas soluciones.

Esta tarea fue disefiada para evaluar el tema Ecuaciones lineales con
dos incégnitas. Sistemas de ecudaciones lineales con dos incégnitas. Esta
inspirada en los problemas planteados en Ochoviet y Olave (2009).

Podemos decir que es un problema no rutinario y de final abierto
(Zaslavsky, 1995), que posibilita a los estudiantes, para resolverlo, tomar
sus propias decisiones, poniendo en marcha distintos procedimientos o
estrategias. Pensamos que esto otorga confianza a los estudiantes en su

proceso de construccidn del conocimiento matematico.
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Se pretende indagar qué conocimientos ponen en juego los
estudiantes para construir sistemas de tres ecuaciones con dos
incégnitas teniendo en cuenta su conjunto solucidén. Estd pensada como
evaluacidn de sintesis, luego de haber trabajado el tema en el curso.

Se busca evaluar el trabajo de los estudiantes con las parejas solucién
y no tanto con los métodos de resolucién, de acuerdo a lo planteado por
Panizza, Sadovsky y Sessa (1999). De todos modos, el procedimientoy la
eleccién del método mas conveniente para la resolucién de los sistemas
también serdn evaluados.

Para poder encontrar la ecuacién pedida en la primera parte, los
estudiantes necesitan conocer la solucidn del sistema, aunque no se les
pide que utilicen ningin método para ello (podrian incluso resolverlo por
ensayo y error). La ecuacién que agreguen, para la que tienen infinitas
posibilidades, debe tener como solucidén la del sistema original, y para
optar por una tendran que utilizar el concepto de solucién. Podrian
agregar una ecuacion equivalente a una de las dadas, en cuyo caso no
necesitarian conocer la solucidn. Se agrega el registro grafico para
evaluar la comprensidn de la interpretacion gréfica de las ecuaciones y de
la solucién del sistema.

La segunda parte implica que los estudiantes consideren ecuaciones
que han desechado en la parte anterior. De alguna forma, aparece aqui el
objeto ecuacién y una clasificacion de las ecuaciones (no solo de los
sistemas) en el sentido de poseer o no determinada solucién.

En la parte c de esta tarea también se pide la construccién de un sistema
a partir de la solucidn, pero en este caso el foco estd puesto en el hecho
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de que dos ecuaciones tienen el mismo conjunto solucidn si y solo si son

equivalentes.
Tarea 3
d. En GeoGebra y usando el deslizador p, representa la funcién de

expresion:

k(X)Z X+2

X+p
b. Modifica el valor de p en el deslizador y anota tres diferencias y

tres similitudes que encuentres entre las diferentes grdficas que

obtienes.

Esta tarea es del tipo de atencién a similitudes y diferencias
(Zaslavsky, 2008) y podemos considerarla un problema no rutinario en
cuanto a los tipos de actividades de evaluacidn descritas anteriormente.
Al buscar similitudes, los estudiantes estardn considerando patrones que
pueden permitirles generalizaciones. Y al encontrar diferencias entre las
graficas y por tanto entre las funciones que los definen, estardn
clasificando el objeto funcién racional, aunque de forma particular, en
base a determinados criterios. Se apela ademds a la creatividad del
alumno, que deberd tomar sus propias iniciativas, para luego poder
realizar la tarea.

Consideramos que el planteo inicial de la tarea en el registro grafico,
permitird a los estudiantes analizar ciertas propiedades desde un
enfoque inicialmente visual, asi como las caracteristicas de las curvas

representadas. Entre ellas, pensamos que pueden usar como criterio
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clasificador su simetria (respecto al eje y al origen), las coordenadas de
los puntos de corte de la grafica con los ejes coordenados, o los
intervalos donde la funcién es creciente, decreciente o constante.
Pueden analizar si el signo de las imagenes se mantiene, si cambia la
concavidad, el crecimiento, si alguna asintota queda fija o si siempre
varian. Esta busqueda les permitird volver sobre los conceptos
estudiados.

La tarea estd pensada como una evaluacién formativa y se realizard
durante parte de una clase. Se propondra para trabajar en parejas
usando GeoGebra, cada pareja entregara al profesor un archivo con sus
producciones en este software y un informe escrito con las similitudes y
diferencias encontradas. La tarea serd propuesta luego de haber
trabajado varios ejemplos de funciones racionales y su comportamiento,
y de haber introducido los conceptos de dominio, ceros, asintotas, tanto
en el registro analitico como tabular y grafico, con papel y 1apiz y también
usando GeoGebra. Con esta tarea se pretende evaluar en qué grado los
estudiantes han integrado los conceptos estudiados, asi como la forma
en que las variaciones analiticas producen cambios en la grdfica y
viceversa. Usaremos la informacién que nos reporte esta evaluacién en la
segunda parte de la unidad, en la que abordaremos la resolucién de
ecuaciones racionales. Se tendrd oportunidad de volver sobre los

conceptos vistos al estudiar las funciones.
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REFLEXIONES FINALES

En este trabajo hemos puesto la mirada en la evaluacién como parte
inseparable del proceso educativo y componente fundamental de su
desarrollo, concibiéndola como fuente de informacién para las decisiones
a tomar por el docente en ese proceso.

Volvamos sobre una de las preguntas formuladas por Burkhardt
(2007) en relacion a la evaluacion: “;Qué aspectos del desempefio
matemdtico son importantes y deberian ser evaluados?” (p. 77). En
relacién a esto, el autor sostiene que las tareas especificas de evaluacion
muestran la intencién vinculada a dicha pregunta, ya que un mismo
conocimiento puede evaluarse con tareas muy diversas y el tipo de tarea
permite conocer cudles son los aspectos valorados por quien la disefa.

Durante el tiempo de trabajar un tema en la clase se realizan
diferentes actividades. El docente plantea problemas, da explicaciones,
realiza preguntas. Los estudiantes resuelven problemas, estudian en un
texto, analizan enunciados. En el momento de proponer una evaluacidn,
el docente pone en juego, conscientemente o no, aquellos aspectos que
valora del conocimiento matematico y de las metacogniciones vinculadas
con él. Ellos impregnan las tareas disefiadas.

Pensamos que las tareas que aqui se presentan, que pueden integrar
una evaluacién diagndstica, formativa o de sintesis, incorporan
elementos que deben valorarse en relacidn al aprendizaje de la
matematica. Usualmente no son tenidos en cuenta en las actividades de
evaluacidon. Entre ellos, la posibilidad de movilizar distintos recursos y

estrategias por parte de los estudiantes y, ain mas, la habilitacién a dar
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diferentes respuestas, igualmente correctas. Es claro que para usar este
tipo de tareas para evaluar el aprendizaje de cierto tema, es necesario
que en el desarrollo del mismo se trabaje de manera similar, es decir, que
se valoren de forma balanceada los conocimientos y los procesos
matematicos, que se promuevan practicas como establecer conjeturas,
cuestionar las afirmaciones de los demads y las propias, y fundamentar lo
que se afirma. Si bien en este trabajo no hemos abordado los posibles
criterios de calificacién de las tareas al momento de implementarlas,
pensamos que el caracter abierto de las mismas puede modificar la
habitual practica de evaluacidn consistente en solo poner cruces vy tildes,
o calificar como ‘“correcto” o “incorrecto” el trabajo de nuestros
estudiantes. Creemos que es imprescindible establecer una interaccion
de didlogo con ellos, también en el momento de evaluarlos, sobre todo
en lo que respecta a la devolucidn que realizamos de la evaluacidn.
Finalmente, tomando el punto de vista de los estudiantes, creemos
que las tareas propuestas permiten que la instancia de evaluacidn

también lo sea de aprendizaje.
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DISENO DE TAREAS DE APRENDIZAJE CON EL MODELO 3 UV

ANDRES DE ACEVEDO, CRISTINA OCHOVIET, DANIEL TORRES

Resumen

Presentamos el disefio de tres tareas que involucran el uso del dlgebra a nivel de segundo
afio de ensefianza secundaria. Se utilizé como marco el Modelo 3UV. A su vez, cada una
de las tareas es planteada en el contexto de una historia.

Palabras clave: disefio de tareas, dlgebra, uso de historias, ensefianza secundaria

Abstract

We present the design of three tasks that involve the use of algebra at the second year of
the secondary school. The 3UV Model was used as a framework. In turn, each of the tasks
is raised in the context of a story.

Keywords: task design, algebra, storytelling, secondary school

INTRODUCCION

En este trabajo presentamos un conjunto de tareas disefiadas en base al
Modelo 3UV (Trigueros y Ursini, 2003; Ursini y Trigueros, 2006).
Analizamos cada una de ellas para evidenciar qué estrategias podrian
emplear los alumnos para abordarlas y a ello sumamos los aspectos de la
variable que entran en juego de acuerdo al modelo que da marco a la
propuesta.

Las tareas atraviesan el trabajo con ecuaciones, con patrones y con
funciones pensando en un segundo afio de ensefianza secundaria. Se

buscé que en ellas entraran en juego los distintos aspectos de la variable
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resefiados en el modelo marco. Ademds, son planteadas a través de

historias (Zazkis y Liljedahl, 2009; Cho y Hong, 2015)

MARCO TEORICO

El marco tedrico a utilizar es el Modelo 3UV (tres usos de la variable)
(Trigueros y Ursini, 2003; Ursini y Trigueros, 2006). En dicho modelo las
autoras sefialan que en la ensefianza del dlgebra elemental, los aspectos
mds usados del concepto de variable son: como una incégnita, como un
numero genérico y como variables en una relacién funcional.

Segun Trigueros y Ursini (2003) a la variable como incégnita podemos
verla representada como una incégnita en una situacion particular o en
una ecuacion. El simbolo mediante el cual se representa es simplemente
como el de una incdgnita en una ecuacién. Para comprender este uso de
la variable es necesario reconocer la presencia de algo desconocido que
puede ser determinado usando la informacidn que tenemos disponible
en el problema planteado. Por otra parte, es necesario también ser capaz
de representar entidades desconocidas en forma simbdlica y de plantear
expresiones algebraicas que describan las relaciones existentes entre los
datos del problema. Estos datos estarian relacionados a través de
ecuaciones que el estudiante deberd ser capaz de manipular
algebraicamente para encontrar los valores de la incdgnita y verificar que
son correctos realizando la sustitucién correspondiente.

Ursini y Trigueros (2006) consideran que para resolver problemas que
involucran a la variable como incégnita es necesario:
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1 Reconocer e identificar en una situacion problematica la
presencia de algo desconocido que puede ser determinado
considerando las restricciones del problema.

[2 Interpretar los simbolos que aparecen en una ecuacién como la
representacion de valores especificos.

I3 Sustituir la variable por el valor o los valores que hacen de la
ecuacién un enunciado verdadero.

I4 Determinar la cantidad desconocida que aparece en ecuaciones
o problemas, realizando las operaciones algebraicas o aritméticas.
I5 Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una

situacion especifica y utilizarlas para plantear ecuaciones. (p. 7)

Trigueros y Ursini (2003) afirman que a la variable como nimero
genérico podemos verla representada en métodos generales o reglas que
se deducen de patrones numéricos, geométricos o de familias de
problemas similares. La podemos interpretar en simbolos como una
generalizacién en expresiones algebraicas o en la expresién de métodos
generales. Para comprender este uso de la variable es necesario poseer
habilidad para reconocer patrones y encontrar o deducir reglas
generales. Ademas resulta fundamental poder distinguir los aspectos
invariantes de los que son variables. Una habilidad fundamental consiste
en ser capaz de introducir simbolos para representar proposiciones
generales, reconocer un simbolo como representando un objeto
indeterminado y manipular expresiones (desarrollar, factorizar, etc.).

Ursini y Trigueros (2006) consideran que para resolver problemas que

involucran a la variable como niimero genérico es necesario:
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G1 Reconocer patrones, percibir reglas y métodos en secuencias y
en familias de problemas.

G2 Interpretar un simbolo como la representacion de una entidad
general indeterminada que puede asumir cualquier valor.

G3 Deducir reglas y métodos generales en secuencias y familias de
problemas.

G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la variable simbdlica.

G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales. (pp. 7-8)

Para entender a las variables en una relacién funcional, Trigueros y
Ursini (2003) destacan la necesidad de reconocer situaciones donde esté
presente la correspondencia entre variables y la variacién. La informacidn
puede provenir de diferentes registros como tablas, graficas,
expresiones analiticas o el lenguaje verbal. En cada uno de estos tipos
diferentes de registro el estudiante debe ser capaz de reconocer
correspondencias entre variables y reconocer cémo la variaciéon en una
de ellas incide en la otra. Reconocer una relacién significa ver que cada
variable puede tomar diferentes valores dependiendo del intervalo en
que la relacién esta definida. La habilidad de los estudiantes a la hora de
determinar la correspondencia entre las variables se refleja en la
habilidad de calcular imdgenes y preimdgenes. Como al calcular
preimagenes necesitamos plantear ecuaciones, vemos cdmo las
diferentes concepciones de la variable estdn entrelazadas entre si.

Por otra parte, la habilidad de trabajar con variacion se puede

observar en la capacidad del alumno a la hora de determinar intervalos o
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al estudiar el crecimiento de una funcién, su signo, sus extremos
relativos, etc.
Para resolver problemas que involucren a la variable en una relacién

funcional, Ursini y Trigueros (2006) consideran que es necesario:

F1 Reconocer la correspondencia entre variables relacionadas,
independientemente de la representaciéon utilizada (tablas,
graficas, problemas verbales, expresiones analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependiente, dados los
valores de la independiente.

F3 Determinar los valores de la variable independiente, dados los
valores de la dependiente.

F4 Reconocer la variacién conjunta de las variables involucradas en
una relacién funcional, independientemente de la representacion
utilizada (tablas, gréficas, problemas verbales, expresiones
analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacién de una de las variables,
dado el intervalo de variacién de la otra.

F6 Simbolizar una relacidn funcional, basados en el andlisis de los

datos de un problema. (p. 8)

FUNDAMENTACION DE LA UTILIZACION DEL MODELO 3 UV

Ursini y Trigueros (2006) sostienen que un estudiante alcanza un
pensamiento algebraico maduro solo cuando es capaz de usar la variable
de manera flexible (es decir, cuando son capaces de comprender los tres

usos de la variable y transitar entre ellos). Sin embargo, son conscientes
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de que el concepto de variable es dificil, y por tanto se proponen
investigar si los estudiantes logran alcanzar esta comprensién a medida
que progresan en el estudio de las matematicas universitarias o no.

Los resultados de la investigacién concluyen que conforme los
estudiantes progresan en los cursos de matemdtica avanzada, su
pensamiento algebraico no se desarrolla como se podria esperar. En
problemas sencillos, independientemente del nivel escolar de los
estudiantes, estos son capaces de integrar los diferentes usos de la
variable. El problema radica en actividades ligeramente mds complicadas,
en las cuales intervienen pardmetros o requieren de la simbolizacién de
una expresion: son muchos los estudiantes que estando en secundaria o
al iniciar sus cursos universitarios, recurren a procedimientos aritméticos
en lugar de utilizar el dlgebra. Y mas preocupante es aun que los
problemas considerados complejos resulten un reto prdacticamente
insuperable para casi todos los estudiantes independientemente de su
nivel escolar.

Esto genera un gran problema ya que esa falta de habilidades
algebraicas bdsicas no es tenida en cuenta en el nivel terciario y los
cursos de matematica que se dictan en los cursos universitarios necesitan
de un pensamiento algebraico maduro que incorpore una buena
comprension de la variable y la habilidad de usar sus diferentes facetas.

Como solucién a esta problemdtica, las autoras proponen que en
todos los niveles escolares deberia considerarse la inclusiéon de
problemas en los que aparezcan los tres usos de la variable de manera
integrada. Ademas, afirman que es necesario que el aprendizaje haga
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referencia a contextos diversos en vista de que fuera del contexto de la
clase, los estudiantes no son capaces de establecer las asociaciones
necesarias para utilizar su pensamiento algebraico. También mencionan
la importancia de que los alumnos comprendan los conceptos en
profundidad de modo tal que sean capaces de comprender las
posibilidades que estos les brindan y sus limitaciones. Para Ursini y
Trigueros (2006) esta problematica reside, en parte, en que tanto los
programas de estudio como los textos escolares no enfatizan en la
integracion de los distintos usos de la variable y sostienen que este
deberifa ser un aspecto a ser atendido, si se desea mejorar la ensefianza

del dlgebra.

DISENO DE TAREAS CON EL MODELO 3 UV

A continuacién presentamos tres tareas y su analisis. Si bien el Modelo 3
UV guid el disefo para explicar los usos de la variable que intervienen en
cada tarea, también se recurrid al uso de historias como recurso didactico

(Zazkis y Liljedahl, 2009; Cho y Hong, 2015).

;De vacaciones!

Una clase de liceo decide realizar un paseo de fin de afio. El papd de
uno de los alumnos acepta llevarlos en su émnibus y que ellos definan
el destino. Lo unico que ese papd pide a los estudiantes es que ellos se

encarguen de poner al dmnibus la cantidad de combustible necesario
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en funcidn de la distancia que quieran recorrer. Cada cinco kilémetros
recorridos el dmnibus gasta un litro de combustible.

1. A Matias le gustaria viajar a Rivera y sabe que queda a una distancia
de 420 kildmetros. ;Cudnto combustible necesitardn para viajar?

2. Romina propone visitar Rocha y sabe que para llegar precisan de 42
litros de combustible. ;Cudl es la distancia que quiere recorrer?

3. Sabiendo que se gastan entre 70 y 90 litros de combustible, ;qué

rango de distancias pueden recorrer?

Analisis de la tarea empleando el modelo 3UV

1. En una primera instancia el estudiante debe ser capaz de reconocer
la correspondencia existente entre la cantidad de kildmetros que se
desean recorrer y la cantidad de combustible que se utilizara para ese
viaje (F1). Ademds, debera reconocer que se encuentra frente a un
problema en el que tiene que determinar una cantidad desconocida de
litros de combustible (I1). Luego, para responder la pregunta, deberd
determinar el valor que toma la variable dependiente (cantidad de litros
de combustible) dado el valor de la variable independiente (cantidad de
kilémetros recorridos) (F2). Luego el estudiante puede dividir la cantidad
de kildmetros entre cinco y obtendra la cantidad de litros de combustible
que es necesaria para el viaje (F2, 14).

2. El estudiante deberd reconocer la correspondencia existente entre
la cantidad de kildmetros a recorrer y la cantidad de litros de combustible
(F1). Luego, se espera que el estudiante determine el valor de la variable

independiente dado el valor de la variable dependiente (F3). Para ello el
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estudiante debe reconocer la presencia de algo desconocido que puede
ser determinado (I1) y después determinar la cantidad de kilémetros
conociendo la cantidad de litros de combustible, multiplicando esta
cantidad por cinco (F3, 14).

3. Para responder esta pregunta primero se debe reconocer la
correspondencia entre las variables relacionadas (F1). También es
necesario que se observe la variacion conjunta de las variables
involucradas (F4). Posteriormente, se requiere determinar el rango de
una variable conociendo el rango de la otra variable (F5). Para ello, el
estudiante debe determinar el valor de la variable independiente dado el
valor de la variable dependiente (F3); debe reconocer la presencia de
algo desconocido que puede ser determinado (I1) y después determinar
la cantidad de kilémetros conociendo los litros de combustible,
multiplicando cada cantidad dada por cinco para obtener los extremos

del intervalo de variacién (F3, 14).

Las cercas de Pueblo Pequeno

Tom Cercador ha construido todas las cercas de madera de pueblo

Pequerio.
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Para construir una cerca, Tom comienza colocando dos postes de

madera separados a una distancia de un metro y luego une ambos

postes con tres tablas de madera. Para continuar la cerca coloca otro

poste a un metro de distancia de uno de los postes verticales

anteriores y luego los conecta mediante tres tablas. Asi continua

hasta terminar la cerca.

Como todo habitante de pueblo Pequeio, Tom tenia sus manias. Un

dia la senora Balde le pidié a Tom que construyera la cerca de su casa.

Pero eso si, queria que Tom usara cuatro tablones horizontales en

lugar de tres, a lo que Tom contestd:

-Asi no es como se hace una buena cerca, las buenas cercas tienen

tres tablones horizontales en lugar de cuatro.

Y si un dia visitan pueblo Pequefio van a ver que la casa de la sefiora

Balde estd rodeada de una cerca de postes unidos por tres tablones y

no cuatro.

1. Si Tom tiene que construir una cerca de 3 metros, ;cudntas piezas

de madera (entre postes y tablones) necesita? ;Y si la cerca fuese de 4

metros de largo?

2. Un dia, charlando sobre Tom, el sefior Pico le dijo al senor Pala:

-El otro dia le consulté a Tom si podia construir una cerca de 53

metros de largo. ;Sabe qué fue lo que me contesté de forma

inmediata?

-No sé, yo una vez le pregunté si me podia construir una cerca de 6,5

metros y me dijo que solo construia cercas con largo natural.
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Naturalmente no tengo ni idea de lo que me quiso decir. Pero a usted,
{qué le contestd?

-Que iba a necesitar 213 piezas de madera. Luego le dije otro largo y
me contestd cudntas piezas y asi como cinco veces. Cuando le
pregunté cdmo calculaba la cantidad de piezas de madera que iba a
necesitar conociendo el largo de la cerca, me miré muy misterioso y
me dijo: “Eso es un secreto profesional”.

¢Puedes ayudar al sefior Pico y al sefior Pala a descubrir el secreto
profesional de Tom? En primer lugar, verifica que una cerca de 53
metros de largo efectivamente requiere de 213 piezas de madera.

3. Tom utilizé 805 piezas de madera en la construccién de una cerca.
;Cudntos metros tiene la cerca?

4. El sefior Pico de Loro, uno de los extranos vecinos de pueblo
Pequerio, le dijo al sefior Pala:

-Tom Cercador me construyd una cerca utilizando 311 piezas de
madera.

El sefior Pala luego de unos segundos sacudio la cabeza y le dijo:
-Usted se equivoca sefor Pico de Loro.

¢Cémo sabe el senor Pala que el sefior Pico de Loro estd equivocado?
5. La cerca de la casa de Tom estd formada por 485 piezas de madera.

(Cudntos tablones tiene? ;Y postes?

Anadlisis de la tarea empleando el modelo 3UV

1. Esta parte del problema es un preambulo de la parte 2. Tiene por

objetivo que los alumnos observen el patrén existente en la construccion
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de la cerca (G1). Aln asi, ya en esta primera pregunta el estudiante se
enfrenta a una situacidn problematica en la que debe reconocer la
presencia de algo desconocido (nimero de piezas de madera utilizados)
que puede ser calculado a partir del enunciado del problema (I1).

2. El estudiante debera deducir el patrén existente en la construccidon
de la cerca (G1) y de la relacion existente entre la cantidad de metros de
la misma y las piezas de madera necesarias para su construccion (F1).
Luego deberd plasmar mediante una expresion el patrén encontrado (el
secreto profesional de Tom) (G5), para ello deberd emplear un simbolo
que represente la cantidad de metros de la cerca (G2). A continuacién se
pide verificar la validez de los datos dados. Para ello, el alumno deberd
interpretar la relacidn existente entre los 53 metros de la cerca y las 213
piezas de madera empleadas (F1). En la expresién hallada debe realizar la
sustitucién de la variable por la cantidad de metros brindados (I3) y
mediante la realizacidn de las operaciones planteadas verificar que la
cantidad de piezas necesarias es efectivamente la dada (F2, 14).

3. El alumno ya ha trabajado en la parte 2 y ha deducido el patrén
existente en la construccién de la cerca (G1) y de la relacién existente
entre la cantidad de metros de la misma y las piezas de madera
necesarias para su construccion (F1). Ahora, el estudiante debe hacer uso
de esa relacidn entre la cantidad de piezas de madera y el largo de la
cerca para luego plantear la ecuacién 4n + 1 = 805 (I5). Debe manipular la
ecuacién anterior para obtener el valor de incégnita n = 201 (F3, 14) y
asociar el valor obtenido con la cantidad de metros que tiene la cerca de
largo (12).
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Las partes 4 y 5 repetiran esta secuencia en un principio, pero luego
serd necesario que el alumno emplee otras habilidades. Por ello, se
vuelven a describir los pasos anteriores para mayor claridad.

4. Esta parte del ejercicio requiere que el alumno se dé cuenta de que
el dato brindado es la cantidad de piezas de madera y que esta cantidad
depende de los metros que tenga la cerca de largo (F1). En segundo lugar
debe plantear la ecuacién 4n + 1= 311(I5).

Luego deberd manipular la ecuacién para obtener el valor de la
incégnita y asociarlo con la cantidad de metros (F3, 14). A continuacion se
requiere asociar el valor hallado con la cantidad de metros de la cerca (12)
pero el estudiante debe advertir que por las restricciones que el
problema le asigna a la variable independiente (la cantidad de metros
que puede tener la cerca es un nimero natural), es imposible que la cerca
mida 77,5 metros. Debe relacionar esta informaciéon con que los datos
dados por el personaje son falsos. Esto es, ninguna de las cercas
construidas por Tom utiliza 311 piezas de madera (F5).

5. En primer lugar el alumno debe reconocer la relacién entre Ila
cantidad de piezas de madera y el largo de la cerca (en metros) (F1).
Luego debe plantear la ecuacion empleando el dato dado sobre la
cantidad de piezas de madera: 4n + 1 = 485 (I5) y manipular la ecuacién
hasta obtener el valor de la variable, n = 121 (F3, 14). A continuacién se
requiere asociar el valor hallado n = 121 con la cantidad de metros de la
cerca (I2). Para averiguar cudntos tablones tiene la cerca el alumno
deberd plantearse cdmo se presentan los tablones y cual es su relacién

con el largo de la cerca (G1, G5, F1). Luego, debe sustituir el valor
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obtenido previamente n = 121 en la expresién hallada para obtener la
cantidad de tablones, realizando las operaciones planteadas (F2, 14). Para
determinar la cantidad de postes puede seguirse la misma secuencia que
para responder la pregunta anterior. Otra manera consiste en emplear la
relacion entre el dato dado (485 piezas de madera) y el dato obtenido en
la pregunta anterior (363 tablones) para hallar la cantidad de postes de
madera: 485 - 363 = 122, para ello el alumno tuvo que haber razonado que
la cantidad de piezas de la cerca es igual a la suma de la cantidad de
postes y tablas, y luego manipular esta relacién para obtener la cantidad

de postes (14).

Eljuego de Alejo

Alejo prende la computadora (consultando el reloj confirma sus
sospechas: en menos de una hora la cena va a estar lista) y comienza
a jugar a uno de sus juegos favoritos, en él interpreta al guerrero
Morg, El Poderoso. Para aumentar el poder de su personaje decide
comprarle una espada mdgica que vale 1780 monedas de oro (que se
abrevia mo), como las monedas que tiene su personaje no le alcanzan
se fija en el listado de misiones disponibles...

En primer lugar ayuda a los habitantes de un pequefo pueblo que
estaba siendo atacado por un gran dragén. Al vencer a la bestia
encuentra en su guarida 702 mo. No estd mal, piensa Alejo, que ve
que tardo 15 minutos en cumplir la mision.

Contento, Alejo sigue las indicaciones del juego que le sefalan volver

al pueblo. Al hacerlo el Alcalde del lugar lo convence de que done un
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tercio de todas las monedas de Morg (las que tenia y las que
encontrd) para la restauracién del pueblo. No tan contento, Alejo
mira su reloj, han pasado veinte minutos desde que comenzé a jugar.

Luego, Alejo guia fuera del pueblo a Morg que llega a una gran ciudad
que sufre una invasion de ratas del tamafo de un perro grande. El rey
de la ciudad ofrece una recompensa de 1490 mo al que derrote a las
ratas. Alejo, decidido a que Morg cumpla la misién, recorre con su
personaje toda la ciudad persiguiendo a los roedores stper
desarrollados y cuando no quedan mds ratas, el Rey le da la
recompensa prometida. Alejo mira el reloj, van cuarenta y tres
minutos de juego, del comedor se sienten los preparativos para la
cend.

Comprobando que tiene monedas de sobra para comprar la espada,
Alejo decide, antes de regresar a la ciudad donde inici6 la partida,
comprarle a Morg dos pociones de curar que valen 50 mo cada una.
Cuarenta y cinco minutos de juego y contando.

Por suerte para Alejo, Morg no se encuentra con ningun peligro en el
camino de retorno. Al llegar a donde venden la espada mdgica (van
cincuenta minutos de juego) la compra sin pensarlo dos veces y
comprueba en su inventario que le quedan 112 mo. Ve que en la tienda
ahora venden un escudo mdgico que vale 4000 mo, pero eso queda
para otro dia, la cena esta lista.

1. Al dia siguiente Alejo le cuenta las peripecias de Morg a su mejor
amigo Juan:

Alejo: - ... compré la espada y me sobraron 112 mo.
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Juan: - Muchos problemas para comprar la espada mdgica. ;Cudntas
monedas tenias al comenzar el juego?

Alejo intenta hacer memoria pero no logra acordarse. ;Puedes ayudar
a Alejo a determinar la cantidad de monedas que tenia al comenzar a
jugar? Realiza la verificacién del dato hallado.

2. Realiza una grdfica que indique cudntas monedas tenia Morg desde
que Alejo comienza a jugar hasta el minuto cincuenta y tres en que
graba la partida y cierra el programa para ir a cenar.

3. Disena una historia en la que exista un dato desconocido que el
lector debe averiguar y que para ello tenga que usar la siguiente

ecudcion: 2(x + 135) = 1046.

Andlisis de la tarea empleando el modelo 3UV

1. En primer lugar el alumno deberd darse cuenta que el dato faltante
puede obtenerse a partir de los datos brindados en el problema (1), una
vez que esto ocurra deberd comenzar la traduccidn del problema del
lenguaje coloquial al lenguaje simbdlico (I5) reconociendo que la
incégnita presente es un valor especifico (la cantidad de monedas
iniciales) (12). Una vez obtenida una expresién algebraica esta debera ser
manipulada para asi poder encontrar el valor de la incégnita (14). Luego
de encontrar la cantidad de monedas iniciales de Morg, el alumno debera

realizar la verificacién del valor encontrado sustituyéndolo en la ecuacién

original (13).
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2. El alumno deberd reconocer la correspondencia entre las variables

relacionadas (la variable independiente que es el tiempo de juego y la
variable dependiente que es la cantidad de monedas) (F1).
Para cada lapso de tiempo el alumno debera emplear los datos dados en
el enunciado y la cantidad de monedas halladas en la parte 1 para calcular
la cantidad de monedas en cada momento (14). El reconocimiento de los
lapsos de tiempo donde la cantidad de monedas permanece constante es
esencial para la construccién de la grafica solicitada (F5).

3. En esta parte del problema el alumno deberd interpretar las
operaciones y los valores numéricos que aparecen en la ecuacién dada
2(x + 135) = 1046 para dotarlos de un significado en el marco de la
situacidn que piensa plantear (11, 12, Inverso a I5).

Es muy factible que el alumno resuelva la ecuacidn para hallar el valor

de laincégnita (14).

REFLEXIONES FINALES

El Modelo 3UV es una herramienta muy valiosa para los docentes al
momento de disefiar tareas para el aprendizaje del dlgebra. El marco guia
el desarrollo del disefio permitiendo, mediante un analisis sistematico,
que los distintos usos de la variable se hagan presentes y que aparezcan
interrelacionados en las diferentes situaciones.

Esperamos haber contribuido a la comprensidn del marco y a su uso

para el disefio y analisis de tareas que involucran a la variable.
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MAS ALLA DE LA CONCAVIDAD: UN ESTUDIO SOBRE EL VALOR
NUMERICO DE LA DERIVADA SEGUNDA

ANA CLARA DiAaz, VERONICA MOLFINO

Resumen

Las relaciones entre los aspectos grafico y numérico de la derivada primera son
ampliamente estudiadas en educacién media y en el nivel terciario. No sucede lo mismo
con la derivada segunda, dichas relaciones son poco abordadas y practicamente
desconocidas por la mayoria de los estudiantes de ensefianza media. En este articulo
presentamos un estudio llevado a cabo en el afio 2014 con estudiantes de profesorado de
matematica. La motivacion fue tanto indagar sus conocimientos e impresiones sobre
estas relaciones gréficas y numéricas en torno al valor numérico de la funcién derivada
segunda, como promover nuevos significados al respecto. Se procurd poner en juego el
pensamiento y lenguaje variacional de los estudiantes mediante la realizacién de distintas
actividades, y la elaboraciéon y puesta a prueba de una conjetura. La perspectiva
socioepistemoldgica y el desarrollo tedrico propuesto por Tall y Vinner son el marco en el
cual analizamos los resultados obtenidos.

Palabras clave: andlisis, derivada segunda, pensamiento y lenguaje variacional, imagen y

definicidn del concepto.

Abstract

The relationships between graphic and numeric aspects of the first derivative are widely
considered in secondary and third level courses. Not so with the second derivative, these
relationships are poorly addressed and nearly unknown to most high school students.

In this paper we present a study conducted in 2014 with mathematics pre-service
teachers. The motivation was to investigate both their knowledge and views on these
graphs and numerical relationships around the numerical value of the second derivative
function, such as promoting new meanings about it. Efforts were made to bring into play

the students variational thought and language by conducting different activities and the
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development and testing of an hypothesis. The socioepistemological perspective and the
theoretical development proposed by Tall and Vinner are the framework we use to
analyze the results.

Keywords: calculus, second derivative, variational thought and language, concept image

and concept definition.

INTRODUCCION

Este estudio, realizado en el marco de la asignatura Analisis del Discurso
Matemdtico Escolar' (correspondiente al dltimo afio del profesorado de
matemadtica del Consejo de Formacién en Educacién y cursada en el
Instituto de Profesores Artigas (IPA)), surge motivado por la lectura de
los documentos Procesos de resignificacion del valor numérico de la
funcién derivada segunda: un estudio en el sistema escolar uruguayo
(Testa, 2006) y Pensamiento y lenguaje variacional en la introduccién al
analisis (Cantoral y Farfan, 1998). El objetivo propuesto consiste, a
grandes rasgos, en indagar sobre el significado grafico que los
estudiantes de profesorado de matemdtica del Instituto de Profesores
Artigas le otorgan al valor numérico de la funcién derivada segunda, a
partir de actividades que promuevan la reflexién sobre su influencia en la
“forma” de la grafica.

Proponemos ampliar el abordaje tradicional de la derivada segunda

(que pone atencién Unicamente a su signo y a su relacién con la

! Trabajo realizado por Ana Clara Diaz, Maria José Diaz y Leticia Elichirigoity, con
la orientacién de la profesora Verdnica Molfino, afio 2014.
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concavidad de la funcién original) proponiendo actividades que permitan
la obtencidn y puesta a prueba de una conjetura relativa a un posible
significado grafico que se le puede otorgar al valor numérico de la
derivada segunda. Buscamos de esa manera promover nuevas relaciones
entre los aspectos gréaficos y numéricos de la funcidn derivada segunda
asi como con los de la funcién original y su derivada primera y construir
nuevos significados sobre tales relaciones. La utilizacion de herramientas
informaticas (GeoGebra) resulta fundamental al momento de validar o
refutar la conjetura y nos permitird evidenciar que hay mas en juego que
Unicamente la concavidad al momento de construir significados para la

funcidn derivada segunda.

ANTECEDENTES

Nuestro principal antecedente lo constituye el trabajo de Testa (2006),
producto de su investigacidn en el marco de una maestria en Matematica

Educativa. En él, se propone investigar:

Cudl es el significado gréfico que asignan los estudiantes al valor numérico
de la funcién derivada segunda, cudl es el papel que juegan las
definiciones del concepto, y/o la imagen del concepto, al enfrentarse a
actividades que ponen en juego el valor numérico de la funcién derivada
segunda y cémo influye su Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV) al

trabajar en dichas actividades. (Testa, 2006, p. 160)

Segun la autora, el discurso matematico escolar (dme) tradicional en

torno al concepto de derivada fomenta un tratamiento meramente
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instrumental. El principal objetivo es que la derivada sea una herramienta
para poder representar funciones graficamente. Como consecuencia,
existe un abordaje del concepto que no fomenta otras perspectivas. No
se pone en juego el Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV) del
estudiante ni el valor numérico de la derivada segunda. Tampoco se
fomenta la interpretacion grafica de este valor.

Mads en detalle, la autora indica que en el tratamiento de las derivadas
sucesivas (de una funcién f) no se trabaja con derivadas de orden mayor
a 2 y que las relaciones de “bajada’’?, esto es, en el sentido f— ' — f”
son exclusivamente de tipo algebraico, mientras las de “subida” son solo
de tipo geométrico, ya sea f’— f (al considerar el signo de f’ para deducir
el crecimiento de f y su valor numérico para obtener la pendiente de la
recta tangente) como f’— f (de tipo geométrico, al considerar el signo
de f” para deducir la concavidad de f). También subraya que no aparecen
relaciones del tipo f”— f' ni f— f”.

Al proponer a los estudiantes distintas actividades vinculadas a la
funcién derivada segunda, una de las conclusiones a las que arriba Testa
(2006) es que los estudiantes no le dan un significado gréfico a su valor
numérico sino solamente al signo de este. En la investigacidon se pudo
observar que los estudiantes, en general, utilizan una imagen asociada al

concepto funcidn creciente o concavidad positiva o negativa para

2 . . . .

La autora denomina “relaciones de bajada” a aquellas en las que se vincula una
funcién con una de sus derivadas, de cualquier orden, en ese sentido. Las
“relaciones de subida” son aquellas que vinculan una funcidén con alguna de sus

primitivas, en ese sentido.
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resolver las situaciones planteadas, sin recurrir a las definiciones.
Concluye que el desarrollo del PLV de los alumnos permite enriquecer el
significado gréafico asociado al valor numérico de la funcién derivada
segunda, no solo en términos de concavidad positiva o negativa, como
algo estdtico, sino que se considera su variacion. Esto genera nuevos
conceptos que enriquecen su significado. Mds aun, cabe destacar que las
actividades propuestas por la autora enriquecen los significados de
conceptos ya conocidos por los estudiantes y permiten a su vez significar

nuevos, favoreciendo asi el desarrollo de su PLV.

MARCO TEORICO

Abordaremos nuestro andlisis desde la perspectiva socioepistemoldgica,
que se caracteriza por la problematizacién del conocimiento y considera
las siguientes cuatro dimensiones fundamentales en su construccién
como un sistema complejo: su naturaleza epistemoldgica (dimensién del
saber); los planos de lo cognitivo (procesos de aprendizaje del
estudiante); la dimensién didactica (los modos de transmisidn a través de
la ensefianza) y su dimensién sociocultural (el contexto y las practicas
sociales). Este ultimo plano es el que caracteriza esta perspectiva. “La
socioepistemologia, o epistemologia de las practicas sociales relativas al
saber, es una aproximacién tedrica de naturaleza sistémica que permite
tratar con los fendmenos de produccién y difusidn del saber desde una

perspectiva multiple...” (Cantoral, 2004, p.1)
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Dentro de este marco, vamos a considerar los aportes que nos brinda
la linea de investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional. Como
linea de investigacidn, Cantoral (2004) establece que el PLV se ocupa de
estudiar los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion de los
saberes matemadticos en relacidn a la variacion y el cambio, en el sistema
educativo y social en que se encuentra. En particular, indaga sobre tres
aspectos: el estudio de estructuras variacionales especificas desde un
punto de vista matemadtico, las funciones cognitivas que se desarrollan a
través del uso de conceptos y propiedades del cambio, y los problemas y
situaciones abordados y resueltos en el campo de lo social mediante las
estructuras variacionales. Seguin Cantoral (2013, p. 202), la expresidn
cambio, “se entiende como una modificacidn de estado, en tanto que el
vocablo variacién es una cuantificacién de dicho cambio”; por tanto la
construccién del concepto variacidn es considerada un proceso dificil y
lento, porque requiere de la integracion de distintos campos
matematicos, ademas de la comprensién de procesos matematicos
especificos.

El estudio del cambio sirve para concebir sus efectos en otros
fendmenos. Ante la incapacidad humana de predecir para observar el
resultado de los acontecimientos, se desarrollan algunas herramientas
para anticipar el comportamiento de sistemas complejos. De esta forma
la prediccién se torna como un mdvil que genera otras herramientas
fundamentales en el desarrollo y construccién de algunos resultados y

conceptos matematicos, como podria ser el estudio de la variacién y que
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al igual que este, se forma socialmente a partir de experiencias de
individuos y grupos sociales.

En relacidn a nuestra investigacion, podemos mencionar que la
derivada permite cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de Ila
variaciéon en fenédmenos de la naturaleza o de la practica, y que los
procesos de visualizacion y graficacién son indispensables en la
construcciéon del concepto de derivada. Cantoral y Montiel (2003)
conciben a la visualizacién no como el simple acto de ver o contemplar
una grafica —por ejemplo—; sino como “la habilidad para representar,
transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacién
visual en el pensamiento y el lenguaje del que aprende” (p. 694).
Sostienen que para visualizar es preciso utilizar nociones matemadticas
asociadas a los ambitos numéricos, graficos, algebraicos o verbales, asi
como el uso de un lenguaje coloquial o gestual para explicar ciertos
fendmenos. La graficacién, que desde la perspectiva mas difundida en el
medio educativo se entiende como “una técnica o conjunto de técnicas
que permiten bosquejar una grifica de una funcién en particular”, es
entendida por Cantoral (2013) “como una forma de tratamiento del
universo de formas gréficas asociadas a las funciones” (p. 203) y su
consideracion permite analizar cdmo los estudiantes perciben dicho
universo y qué cédigos utilizan para descifrar y procesar la informacién
visual que contiene.

Un punto importante a tener en cuenta al momento de analizar el PLV
es si los estudiantes han construido un universo de formas gréficas, es

decir, si consideran a la grafica de una funcién como perteneciente a una
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familia de graficas de funciones, ya sea polinédmica, racional, exponencial,
logaritmica, etc.

Por otro lado, siguiendo la linea propuesta por Testa (2006), también
tendremos en cuenta a nivel cognitivo, los aportes que realizan Tall y
Vinner (1981) en cuanto a los términos imagen del concepto y definicién
del concepto.

Los autores denominan imagen del concepto a aquella que incluye no
solo las “fotos mentales” sino también las “propiedades y procesos
asociados” a un concepto, esto es, usamos la imagen del concepto para
describir la estructura cognitiva ligada a dicho concepto. Es importante
recalcar el hecho de que la imagen del concepto es propia de cada
estudiante y que puede diferir de la imagen del concepto que posea otro
estudiante sobre el mismo concepto. Por ejemplo, “cuando escuchamos
la palabra “funcién” se puede recordar la expresidon y=f(x), se puede
visualizar la gréfica de una funcién, o pensar en funciones especificas
como y=x’, y =sen(x)” (Vinner, 1991, p. 68).

Para Tall y Vinner (1981), “la definicién de un concepto es un conjunto
de palabras que son utilizadas para explicar dicho concepto” (p. 2).
Puede ser una reconstruccidon personal de la definicion por parte del
estudiante, de esta manera la definicién pasa a ser personal, pudiendo
diferir de la definicién formal. Es la forma en la que el estudiante explica
mediante palabras su imagen del concepto.

Con respecto a la estructura cognitiva de un sujeto, Vinner (1991)
considera la existencia de dos ‘“celdas” diferentes, una celda para la

definicidn del concepto y otra para la imagen del concepto, asi como el
138



MAS ALLA DE LA CONCAVIDAD: UN ESTUDIO SOBRE EL VALOR NUMERICO ...

proceso intelectual de los estudiantes frente a situaciones problema que
el docente espera que realicen. Distingue cuatro casos que modelizan las
distintas formas en que el sistema cognitivo podria actuar al dar
respuesta a un problema:
Caso 1: Se consulta solo la celda de la definicion (deduccién puramente
formal).
Caso 2: Se evoca en una primera instancia la imagen del concepto, luego
se consulta su definicidon para, a partir de ahi, dar una respuesta
(deduccidn siguiendo un pensamiento intuitivo).
Caso 3: Se recurre en una primera instancia a la definicidon del concepto,
se realiza una interaccidn con la imagen de este, pero la respuesta es
dada a partir de su definicién (interaccién entre definicién e imagen).
Caso 4: Se consulta solamente la celda de la imagen del concepto para
dar una respuesta (respuesta intuitiva).

Ademéds, Testa (2006, p. 167) considera un nuevo tipo de respuesta
posible: “Caso 5: Se recurre en una primera instancia a la celda de la
imagen del concepto, se realiza una interaccién con la definicién pero la

respuesta es dada a partir de la celda de la imagen del concepto”.

LA SECUENCIA PROPUESTAY SU FUNDAMENTACION

La secuencia que realizamos consta de tres actividades. Con la misma
se pretende que el estudiante se cuestione el significado del valor

numérico de la funcién derivada segunda y su relacién con la
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representacion grafica de la funcién, evidenciando cual es su creencia al
respecto al realizar diferentes tareas.

Presentamos brevemente las actividades y el porqué de las mismas.
Actividad 1

a. Observa las siguientes grdficas de funciones de dominio R e indica

para cada una de ellas dos valores X, y X, que cumplan

fo)>[f (%)

.

-2

-3
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b. Para los valores indicados anteriormente completa con >, <0 =y

justifica tu respuesta:

foa) ()

c. [Qué relacién crees que existe entre el valor numérico de la funcién

derivada segunda para un cierto valor de x y la “proximidad” de la

grdfica de la funcidn f a su recta tangente en (x, f(x))?

Con la actividad 1a buscamos indagar la imagen del concepto que
poseen los estudiantes respecto al valor numérico de la derivada primera
y su relacién con la representacién grafica de la funcién. Al presentar de
forma intencional graficas de funciones polinédmicas, pero sin dar sus
expresiones analiticas, también buscamos estudiar si hay en los
estudiantes un reconocimiento de este tipo de funciones como parte de
una familia, por ejemplo al intentar hallar sus expresiones o el grado de la
funcidn derivada primera para contestar. En la parte b se quiere observar
la imagen del concepto que poseen respecto al valor numérico de la

141



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

derivada segunda y su relacién con la representacion grafica de la
funcidn. En la parte c se pretende evidenciar si existe en los estudiantes
un preconcepto establecido sobre la interpretacién grafica del valor
numérico de la derivada segunda, por medio de la realizacién de una
conjetura al respecto.

La conjetura esperada, que coincide con la esperada por Testa (2006),

es la siguiente:

El valor numérico de la funcién derivada segunda en x = a
determina la ‘“abertura” del grafico, o mds especificamente la
“proximidad” del grafico de la funcién f a su recta tangente en

(a, f(a)) en un entorno reducido de g, de donde si |f(a)>|g(a)

entonces el grafico de f estard mas alejado de su recta tangente en

x=a que el de g alasuya. (Testa, 2006, p. 192)
Actividad 2

A partir de la grdfica de la funcién f de dominio R, indica dos valores

X1 Y X,y que creas que cumplen:
1. f(x;) >0, f(x;) >0,
2. f'(x) <o, f(x)<o0,
3.f(x)>0,f(x) <0,

f(x)>
f (x>
f (x>

f(x.)
f(x.)
f(x.)
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Justifica ampliamente tu respuesta.

En la actividad 2 se busca que los estudiantes apliquen la conjetura
enunciada previamente en algunos de los distintos casos posibles
considerando simultdneamente el signo de la derivada primera y los
valores absolutos de los valores numéricos de la derivada segunda.
Optamos por pedir que trabajen con la grafica de una funcién polindmica

(en este caso de tercer grado).
Actividad 3

La grdfica de la actividad anterior corresponde a la funcién
f:R—>R/[f(x)=x>+2x* —3x.

Graficala en GeoGebra e investiga la validez de las respuestas dadas
en la actividad 2. Andaliza la validez de la respuesta dada en 1c con la

ayuda de un deslizador, ;sigue siendo la misma? ;:Por qué?

Con esta tercera actividad se pretende que los participantes se
replanteen la conjetura dada en la parte 1c, al pedirles que verifiquen lo

respondido en la actividad 2 utilizando herramientas informaticas y
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conociendo la expresion analitica de la funcidn presentada
anteriormente.

Llegado este punto se quiere generar un conflicto en relacién a lo que
se crefa previamente sobre el valor numérico de la derivada segunda y
ver si es posible generar nuevas relaciones entre los valores numéricos
de las derivadas primera y segunda en un punto, al enfrentar a los
participantes a un caso en que la conjetura esperada no se cumple.

Mas alld de los objetivos particulares que tenemos con cada una de las
actividades propuestas, también queremos ver de qué manera los
estudiantes relacionan las derivadas sucesivas: si las relaciones dadas son
“de subida” o “de bajada” y si se dan en un registro analitico y/o en uno

grafico.

ALGUNOS RESULTADOS OBTENIDOS EN LA INVESTIGACION

Esta misma secuencia fue aplicada a doce estudiantes del Instituto de
Profesores Artigas durante su clase de Didactica (en diferentes
subgrupos), con el permiso del docente. Algunos datos significativos
obtenidos en el andlisis de sus respuestas son los siguientes.

En cuanto a la funcién derivada primera, seis estudiantes recurren a
las rectas tangentes, otros seis utilizan su expresién analitica (asumiendo
que la funcion se corresponde con una polinédmica) para obtener su valor
numeérico y un estudiante realiza el estudio de signo de la misma.

En relacidn a la funcién derivada segunda, cinco estudiantes utilizan su
expresion analitica (asumiendo que la funcién se corresponde con una
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polinémica), cinco estudiantes recurren al estudio de su signo y/o hacen
referencia a la concavidad. Vemos que no estd presente el valor
numérico.

Con respecto a la elaboracién de conjeturas, solo un estudiante
elabora la conjetura esperada, cinco estudiantes elaboran conjeturas no
esperadas (entre ellas la opuesta a la esperada) y seis estudiantes no
conjeturan. Al poner a prueba las conjeturas, ocho estudiantes no logran
generar nuevas relaciones o mantienen su conjetura anterior (a pesar de
haberse enfrentado a casos en los que no se cumplia) y solo dos
estudiantes logran corregir sus conjeturas, uno en forma correcta y uno
en forma incorrecta.

En cuanto a la construccién de un universo de formas graficas, cinco
estudiantes recurren a la familia de funciones polindmicas para
responder a las actividades. Esto denota en ellos un dominio de esa
familia particular.

Por dltimo, Unicamente un estudiante habla de la derivada segunda
como la variacién de la derivada primera (lo que estaria evidenciando un
vinculo entre f’ y f” de tipo algebraico-grafico).

Observamos a partir del andlisis de las respuestas de los estudiantes
que en general la imagen del concepto que ha formado cada uno en
relacién al valor numérico de la derivada primera, es rica en aspectos
graficos, pero que esto no ocurre con la imagen del concepto del valor
numérico de la derivada segunda pues a lo Unico que se hace referencia
es a la concavidad de la funcién. Consideramos que esto puede deberse a

la manera en que estos temas se tratan en los cursos, lo cual es reflejado

145



ESTRECHANDO LAZOS ENTRE INVESTIGACION Y FORMACION EN MATEMATICA EDUCATIVA

en los programas y libros de textos segin lo observado en el analisis de
los mismos (esto fue parte del estudio realizado en el curso pero que no
incluimos aqui por razones de espacio).

En relacidn al PLV de los estudiantes, podemos concluir que si esta
presente en algunos estudiantes un universo de formas gréficas, en su
mayoria funciones polinédmicas, a las cuales pueden recurrir para resolver
situaciones. Consideramos que actividades de este tipo fomentan la
profundizacién en dicho conocimiento y en el desarrollo del PLV ya que
permitirian tratar con el cambio y la variacidn al trabajar con las funciones
derivadas.

A partir de lo observado en las respuestas a la ultima actividad,
observamos que a los estudiantes les cuesta romper con lo que ya saben,
recurren a cosas que conocen pero les cuesta generar conjeturas nuevas
0 poner a prueba las existentes. Una de las posibles explicaciones que
encontramos se centra en que probablemente su formacidn,
especificamente en este tema, estd mas centrada en la practica de la
algoritmia que en la produccién de conocimientos nuevos. Esto se

deduce del anadlisis del dme reportado en los antecedentes.

LUEGO DE LA INVESTIGACION

Posteriormente a la realizacién de esta investigacién, y a partir de la

misma, se presentd la misma secuencia de actividades en un taller en el
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marco del CUREM 5°. En este caso el taller fue pensado para docentes de
matemadtica. Es interesante destacar que surgieron discusiones muy
interesantes en cuanto a la derivada segunda como variacidon de la
derivada primera (aspecto casi inexistente en la investigaciéon con
estudiantes de profesorado) y también con respecto a las relaciones de
“subida” entre ellas (es decir, obtener datos algebraicos, analiticos o
graficos de f* a partir de f”). Se puso en evidencia el hecho de que no
solemos pensar en estas relaciones entre las derivadas ni en el valor
numérico de la funciéon derivada segunda, y por tanto tampoco
promovemos este tipo de discusiones en el aula.

Como extensidén posible del trabajo consideramos que esta secuencia
puede tener una segunda etapa, recurriendo a por lo menos dos
conceptos matemadticos relacionados al valor numérico de la funcidn
derivada segunda: el radio de curvatura y el polinomio de Taylor. En
ambos casos, son ambas derivadas (primera y segunda) las que estdn

involucradas y nos aportan informacién gréfica.
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«Estrechando lazos... .», volumen II: efectivamente, lo imposible ha dejado
de serlo para convertirse en un hecho natural.

¢ Como es que la vinculacion entre investigacion y formacion docente o
que la escritura y difusién de materiales conjuntos -docentes y estudiantes-
no han sido desde siempre tareas naturales? Paradigmas, lenguajes e
intereses distintos, rumbos distanciados confluyeron para poner un disfraz
de complicadas y dificiles a dichas tareas. Hoy, este texto, no solo es una
continuidad del trabajo realizado en el seno del Departamento de
Matematica del Consejo de Formacion en Educacion; es la intencionalidad
de crear, articular, difundir. Hoy, es ejemplo y rumbo.

Gabriela Buendia
Ciudad de México, Octubre 2015
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