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1. Introduccion

En el ambito de la matematica la forma de establecer la validez de una
proposicion es mediante una demostracion, entendida esta como una sucesién
de enunciados cada uno de los cuales es, o bien una definicidén, axioma o
teorema, o bien es derivado deductivamente de enunciados previos (Balacheff,
1998). Esto implica que la demostracion es una herramienta central en la
construccidon de la matematica y motiva la presencia de la demostracion como
topico en la ensefianza de esta asignatura tanto a nivel de la ensefanza media
como a nivel terciario, en particular en la formacién inicial de un docente de

matematica de ensefianza media.

Asi es recogido en varios de los programas de las asignaturas especificas del
curriculo del profesorado de matematica. Tomaremos como ejemplo los aspectos
referentes a la demostracion que son presentados en los programas de las
asignaturas especificas de primer afio del Profesorado de Matematica! publico de
Uruguay, ya que en esta investigacion pondremos nuestro foco de atencién en
las producciones de los estudiantes que ingresan a esa carrera. Tanto en la
fundamentacion como en los objetivos de los programas de las asignaturas
Fundamentos de la Matematica y Geometria se puede apreciar la preocupacion

por este tema, en la medida que se propone:

Brindar [al estudiante] fundamentos que favorezcan el abordaje y la
comprensién de otros conocimientos posteriores y el uso de un
lenguaje matematico adecuado, asi como también promover y
desarrollar capacidades de razonamiento légico deductivo. (DF y
PD, 2008, p. 6)

...[que los estudiantes] se inicien en la formalizacién algebraica, y
se familiaricen con el método axiomatico y la demostracion
rigurosa. (DF y PD, 2008, p. 6)

1 El Profesorado de Matematica publico en Uruguay tiene alcance nacional, se rige bajo un mismo
plan que esta vigente desde el afio 2008 y se desarrolla en la 6rbita del Consejo de Formacién en
Educacion.



[que el estudiante] incorpore procesos propios del quehacer
matematico como la resolucion de problemas, el reconocimiento de
invariantes, el razonamiento inductivo, analdgico y en especial el
deductivo, la formulacion de definiciones, la elaboracién de pruebas
y demostraciones, la generalizacion, la comunicacién. (DF y PD,
2008, p. 11)

...[que los estudiantes] logren usar apropiadamente algunos de los
hechos basicos de la teoria de conjuntos y de légica para la
formulaciéon y la demostracion de las propiedades mas importantes

de los sistemas numéricos. (DF y PD, 2008, p. 6)

Consideramos entonces que es necesario conocer cual es la situacion de los
estudiantes que ingresan al profesorado para tener elementos en los que basar
el disefio de una ensefianza que promueva la concrecion de los objetivos que se

plantean para estas asignaturas en torno a la demostracion.

Por otro lado, la ensefanza de la demostracion matematica ocupa un lugar
destacado en la investigacion en matematica educativa®? a nivel mundial.
En particular, la ensefianza de la geometria euclidiana en bachillerato vy
de la demostracién geométrica han sido objeto de numerosos estudios
a nivel internacional. Esta preocupacion creciente ha sido motivada (Hadas,
Hershkowitz y Schwarz, 2000) por tres razones fundamentales: el fracaso en la
ensefianza de la demostracion, el reconocimiento de que la actividad de
demostrar debe tener en cuenta las ideas de los estudiantes y la

aparicién de programas computacionales de geometria dinamica.

Si, como lo sugieren los estudios actuales en torno al aprendizaje y ensefianza
de la demostracion (Hanna y de Villiers, 2012), a la hora de ensefiar y

aprender la demostracion se deben tener en cuenta las ideas de los

2 Tal es asi que, desde el afio 1996 (ICME 8) se ha mantenido en ICME el grupo de trabajo en
torno a la demostracién. En Niss (1999) se reconoce a la demostracion como uno de los cinco
topicos mas relevantes para la investigacion en ese momento. Otro indicio de la importancia de la
tematica podria ser la inclusion de la demostracién como tépico independiente en los Standards
and Principles for School Mathematics (NCTM, 2000). Para hacerse una idea de lo prolifico que ha
resultado el campo de estudio basta consultar el International Newsletter on the Teaching and the
Learning of Mathematcial Proof “Proof, Preuve, Prueba” (www.lettredelapreuve.it/).
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estudiantes, se hace necesario conocer cudles son las ideas que estos
manejan en torno al tema y qué tipo de argumentaciones dan frente a

actividades de validacidon matematica.

Proponemos entonces realizar una investigacion en torno a la argumentacion
matematica (aqui pasamos de hablar de demostracion a argumentacion
matematica; estos y otros términos se retoman y precisan mas adelante) con
estudiantes del primer afo de profesorado de matematica que involucren
algunos topicos vinculados a las asignaturas Fundamentos de la Matematica y

Geometria.

Mas en especifico, nos interesa indagar las producciones de los estudiantes en
torno a actividades matematicas en las que estos se vean en la necesidad de
poner en juego sus propios argumentos frente a las actividades propuestas y
también explicitar qué argumentos les resultan convincentes a la hora de

analizar producciones realizadas por otros estudiantes.



2. Antecedentes

Con el objetivo de precisar los limites y alcances del problema de investigacion
reportaremos algunos trabajos que por sus objetivos de investigacion,
metodologia empleada o conclusiones a las que arriban, guardan relacién con la
tematica que nos proponemos abordar. Esto nos brindara un panorama general
de lo que se ha investigado en torno a este tema en Matematica Educativa y nos
permitird ubicar nuestro proyecto en relacidon a las investigaciones reportadas y

destacar los aportes que pretendemos realizar en el campo.

En la revision bibliografica hemos tenido en cuenta investigaciones que
involucran estudiantes tanto de bachillerato como de nivel terciario. Esto se debe
a que los estudiantes con los que trabajamos, si bien estan realizando cursos de
nivel terciario, son en general recién egresados de bachillerato. Pensamos que la
forma de trabajo de estos se basa mayoritariamente en su experiencia en ese
nivel. Otro aspecto que hemos tenido en cuenta para reportar los trabajos es el
tipo de actividades propuestas considerando tanto actividades en las que los
estudiantes tengan que elaborar argumentos para convencer como aquellas en

las que deben reconocer si un argumento presentado les resulta valido o no.

Muchos estudios se han realizado acerca de las concepciones de los estudiantes
acerca de como se establece la validez de los resultados matematicos y de la
presencia en los estudiantes de esquemas de argumentacidén externos, empiricos
y deductivos. Reportaremos a continuacion los que consideramos mas

relevantes.

Los trabajos de De Villiers (1992) y Mudaly y De Villiers (2000) muestran que
mas de la mitad de los estudiantes de Bachillerato basan sus conocimientos
matematicos en criterios autoritarios (es cierto porque lo dijo el profesor o

porque aparece en el libro) mas que en la conviccién personal.

Fischbein (1982) investigando como los estudiantes distinguian entre
demostracion empirica y formal, encontré que solo un 14,5% de los estudiantes

encuestados fueron capaces de aceptar una demostracion desarrollada de



acuerdo con un razonamiento estrictamente ldgico, sin necesidad de

comprobaciones empiricas adicionales.

Martin y Harel (1989), en una investigacion sobre esquemas personales de
demostracion matematica realizada con alumnos de magisterio, encontraron que
A\Y

mas de la mitad de los estudiantes aceptaban un argumento empirico-

inductivo como demostracion matematica valida” (p. 41).

Para cada proposicién, mas de la mitad de los 101 estudiantes aceptaron un
argumento inductivo como una prueba matematica valida. El 38% aceptd un
argumento deductivo incorrecto como si fuera matematicamente correcto para la
propiedad familiar. Para la propiedad no familiar el 52% aceptdé un argumento
deductivo incorrecto como si fuera matematicamente correcto. Alrededor de la
tercera parte de los estudiantes aceptdé simultaneamente argumentos inductivos

y deductivos como argumentos matematicamente validos.

Williams (1979, citado en Sekiguchi, 1996), en un estudio hecho con estudiantes
canadienses de 16-17 afios, encontré que al menos 70% no distingue entre
razonamiento inductivo y deductivo y por tanto no comprenden que la induccion
no siempre es adecuada para fundamentar las generalizaciones matematicas;
casi 80% no entiende el concepto de contraejemplo; y no encontré evidencia de

gue distinguieran que una afirmacion y su reciproco no son equivalentes.

Por otro lado, los estudiantes no reconocen la necesidad de demostrar lo que
consideran obvio (Gonobolin, 1954, citado en De Villiers, 1993; Williams, 1979,
citado en Sekiguchi, 1996), en especial si son teoremas que pueden establecerse
empiricamente o les resultan visualmente inmediatos. Estudiantes con poco o
ningun significado de la demostracion son mas propensos a considerar

argumentos empiricos (Healy y Hoyles, 1999).

En Ibanez (2002) se reporta una investigacién realizada en el ambito del
bachillerato que busca responder, entre otras preguntas, ¢Qué clase de pruebas
convencen a nuestros alumnos? ¢Reconocen los alumnos las demostraciones

matematicas?



Tomando el trabajo de Harel y Sowder como marco general adaptan la
clasificacion de estos a sus necesidades, eliminando las categorias innecesarias e
incorporando nuevas de acuerdo a su conveniencia para el estudio. En la
investigacién se observa que lo que constituye comprobacién y convencimiento
para los alumnos de bachillerato que participaron del estudio no es algo fijo y
determinado, sino variable. La variedad se manifiesta en la amplia gama de
esquemas de prueba exhibidos por los alumnos, en la abundancia de respuestas,
de una misma persona, que presentan rasgos de distintos esquemas de prueba y
en el escaso numero de alumnos que repiten el mismo esquema de prueba para
resolver distintos problemas.

Ibafiez (2002) concluye:

Los alumnos de este nivel se encuentran en un estado de
transicién bajo la influencia de distintos esquemas, no siendo
plenamente conscientes ni de sus diferencias ni de sus
limitaciones; y, por consiguiente, utilizan uno u otro segun las
peculiaridades de lo que se les propone o, incluso, emplean varios
al mismo tiempo. En consecuencia, no parece conveniente -en
principio- hablar del esquema de prueba de tal alumno, sino del
esquema que ha utilizado para resolver un problema

determinado. (p. 16)

Fischbein y Kedem (1982, citado en Martin y Harel, 1989) hallaron que muchos
estudiantes de bachillerato que estaban convencidos por pruebas deductivas aun
necesitaban verificacién empirica adicional. Esto sugiere que la activacién de los
marcos deductivo e inductivo puede ser requerida por parte de los estudiantes

para creer una proposicidon determinada.

Guerrero (2015) realiza un estudio cualitativo con seis estudiantes del segundo
semestre de la licenciatura de matematicas (Universidad de Zacatecas, México)
gue empezaban el curso de Geometria Moderna en donde las primeras semanas
se abordaba la Geometria Euclidiana. Busca analizar la racionalidad de los
estudiantes, en particular dar cuenta de lo que ellos valoran al construir su
conocimiento, en particular, en lo relativo a los procesos de validacién en

geometria en situaciones de conflicto cognitivo (este ocurre cuando los
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estudiantes se confrontan con datos u opiniones que contradicen sus
argumentos iniciales).

Sobre las preferencias y formas de proceder respecto a las figuras geométricas
de los estudiantes en situaciones de validacién, obtuvo los siguientes resultados:
« Los estudiantes conseguian realizar cierta manipulacién sobre la figura. Por
ejemplo, establecian trazos auxiliares e incluso realizaban ciertas configuraciones
sobre la figura. Sin embargo, sus respuestas se apoyaban en las propiedades
ostensivas de la figura.

« Los estudiantes recurrian al andlisis de casos particulares para validar su
respuesta. Por ejemplo, al andlisis de las propiedades ostensivas del ejemplo
prototipo.

« Los estudiantes lograban construir una cadena deductiva de argumentos, sin

embargo en ocasiones se apoyaban en propiedades ostensivas de la figura.

Los estudiantes al enfrentarse al conflicto cognitivo anteponian propiedades
ostensivas sobre las propiedades matematicas y en ocasiones evadian al
conflicto debido, entre otras cosas, a que es inusual tanto la situacion como la
expectativa de que sea resuelta por ellos. Sin embargo, durante los distintos
problemas que presentaban conflicto cognitivo, se observé que algunos alumnos

comenzaron a realizar nuevas manipulaciones a las figuras.

En Arellano (2013) se reporta una investigacién sobre la problematica que
enfrentan estudiantes de bachillerato para exponer argumentos que validen sus
procesos de razonamiento y solucidon al resolver un problema matematico. El
objetivo de la investigacién es identificar y describir los esquemas de prueba
presentes en los estudiantes a partir de sus respuestas. Entre las conclusiones a
las que arriba destaca que la mayoria de los estudiantes esperan la aprobacién
del docente ante cada procedimiento que hacen y perciben los problemas como
algo para resolver y no para justificar. Aventura que esto es consecuencia de las
practicas escolares. Mayoritariamente no trabajan con generalidades y recurren
a casos para validar sus respuestas, bastandoles en muchas oportunidades con
un solo caso. Muchos estudiantes no establecen una estrategia general para
resolver el problema. Afirma que han aprendido a ir trabajando por pasos

resolviendo lo que ven que se puede resolver y, en caso de obtener datos
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nuevos a través de ese proceso los dejan de lado o los guardan para ver si mas
adelante tienen alguna utilidad.

En cuanto a los esquemas de prueba presentes en los estudiantes, el autor
detectd los esquemas externo, empirico y deductivo, siendo el externo el que
menos aparece. En las dos actividades planteadas se evidencia, en general,
distintos esquemas de prueba e incluso sucede lo mismo en una misma

actividad.

Martinez Recio (2002) realiza un estudio con 429 estudiantes de primer afio de
universidad, con alguna asignatura de Matematicas en el curriculum. Como
resultado de ese estudio, identifica cuatro tipos basicos de esquemas personales
de demostracion matematica: argumentacion explicativa, argumentacion

empirico-inductiva, prueba deductiva informal y demostracion deductiva formal.

De acuerdo a este estudio un porcentaje importante de estudiantes acude
espontaneamente a argumentaciones empirico-inductivas para hacer
demostraciones matematicas. Es decir, como sistema de demostracion acude a
una comprobacién del enunciado en varios casos particulares, con intencion de

confirmar su cumplimiento de una forma generalizada.

Martinez Recio maneja como hipotesis que la mayoria de estudiantes de nivel
universitario puede llegar a aceptar, a partir de las explicaciones del profesor, las
demostraciones deductivas formales como formas mas elaboradas de
demostracion, pero en situaciones problematicas nuevas, en las que tienen que
poner en funcionamiento sus modos argumentativos espontaneos, una

proporcién importante de estudiantes, recurre a esquemas empirico-inductivos.

El porcentaje de estudiantes que resolvieron correctamente cada uno de los dos
problemas que les fueron propuestos no alcanzé el 50%. Ese porcentaje se
redujo hasta el 32,9 cuando se cuantificaron las respuestas conjuntas de los dos

problemas.

Martin y Harel (1989) realizan un estudio con estudiantes de magisterio, en su
segundo curso de matematica, donde estos deben juzgar la exactitud de

verificaciones inductivas y deductivas de propiedades familiares y no familiares.
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Para cada proposicion, mas de la mitad de los 101 estudiantes aceptaron un
argumento inductivo como una prueba matematica valida. El 38% aceptd un
argumento deductivo incorrecto como si fuera matematicamente correcto para la
propiedad familiar. Para la propiedad no familiar el 52% acepté un argumento
deductivo incorrecto como si fuera matematicamente correcto. Alrededor de la
tercera parte de los estudiantes aceptdé simultaneamente argumentos inductivos

y deductivos como argumentos matematicamente validos.

Refiriéndose a los argumentos inductivos y deductivos, sefalan que la
aceptacion de argumentos inductivos y deductivos como demostraciones
matematicas se encontré que no eran mutuamente excluyentes. Esto sugiere
que el marco inductivo, que se construyd en una etapa anterior al marco
deductivo, no es eliminado de la memoria cuando los estudiantes adquieren el
marco deductivo. Por otra parte, la experiencia cotidiana de formarse y evaluar
situaciones mediante el uso de evidencia para fundamentarlas o refutarlas sirve
para fortalecer el marco inductivo. De esta manera, como nuestros resultados lo
indican es que los marcos inductivos y deductivos coexisten en muchos

estudiantes.

Flores (2007) presenta los resultados de un estudio sobre las practicas
argumentativas de profesores de bachillerato en México, cuando se enfrentan a
actividades geométricas de construccion y validacion en un ambiente de
geometria dindmica. El estudio se hizo a través de un experimento de ensefianza
y muestra el desarrollo de dos de los profesores participantes en cuanto a sus
esquemas de argumentacién y sus practicas argumentativas. En el experimento

de ensefanza se evidencia un uso deficiente del razonamiento deductivo.

En el estudio detecta y propone un esquema de argumentacién factico en el que
el profesor hace un recuento de lo que hizo o repite los hechos evidentes de una
situacion a manera de explicacidon o justificacion de algun resultado. A menudo,

el profesor expone una serie de pasos como si fueran un algoritmo.

También amplia el esquema de argumentacién simbolico, donde se utilizan
conceptos poco claros o inventados que dan la apariencia de conocimiento con la

intencion de acercarse a los conocimientos y definiciones que han olvidado.
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Los profesores no presentaron esquemas de argumentacion autoritarios. Esto se
pudo deber a que las actividades del curso estuvieron encaminadas a formar

conjeturas y buscar su validacion.

En general, los esquemas de argumentacion que muestran los profesores, son
una combinacién de diferentes esquemas; esto muestra que todavia no hay
estabilidad, por lo menos en este punto, en los tipos de validacidn que adoptan

los profesores y que tienden a hacerse analiticos.

2.1. A modo de sintesis

Hemos encontrado que en ambos niveles el esquema de argumentacion que
predomina en los estudiantes es empirico (Fischbein, 1982; Martin y Harel,
1989; Fischbein y Kedem, 1982; Guerrero, 2015; Martinez Recio, 2002). En
base a esto pensamos que es muy factible que este esquema esté presente en
los estudiantes con los que trabajaremos. También hemos visto que en las
investigaciones de Martin y Harel (1989), Ibafiez (2002), Arellano (2013) vy
Flores (2007) se detectaron una variedad de esquemas en los estudiantes tanto
cuando trabajan en un mismo problema como cuando lo hacen en distintos
problemas. Esto nos puede ser atil a la hora de precisar los esquemas de

argumentacion en que nos basaremos para nuestro andlisis.

Todas las investigaciones reportadas fueron realizadas en otros paises y nos
aportan un marco de referencia general acerca de los esquemas de
argumentacién presentes en estudiantes en sus ultimos afos de bachillerato o

primeros ahos de estudios de nivel terciario.

Si partimos de la base de que entre los objetivos de la ensefianza de la
matematica, presentes en los programas de las asignaturas especificas del
profesorado de matematica, se plantea acercar a los estudiantes a las formas de
hacer, comunicar y validar en matematica, debemos conocer cdmo es concebida
por nuestros estudiantes para poder, a partir de esa informaciéon, generar

estrategias de trabajo que hagan posible la ampliacién de dicho conocimiento.
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Nuestra investigacion aportard conocimiento acerca de los esquemas de
argumentacién presentes en los estudiantes que ingresan al profesorado de
matematica. Consideramos que este conocimiento servira de insumo al colectivo
docente de formadores de profesores para tomar decisiones acerca de los
cambios a promover en la formacion inicial de profesores de matematica de

Uruguay.
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3. Objetivo

Si entre los objetivos de las asignaturas especificas del profesorado de
matematica estd el involucrar a los estudiantes en las actividades propias del
guehacer matematico, entre las que se encuentran las actividades de
argumentar y demostrar, a la hora de ensefiar y aprender la demostracién se
deben tener en cuenta las ideas de los estudiantes. Es asi que consideramos se
hace necesario conocer cuales son las ideas que manejan en torno al tema y qué
tipo de argumentos pueden ofrecer frente a actividades de validacidon
matematica y qué tipo de argumentos les resultan convincentes a la hora de

analizar pruebas realizadas por otros.
Por lo antes expuesto el objetivo de la presente investigacién es conocer los

esquemas de argumentacion presentes en estudiantes de primer afio de

profesorado de matematica del Instituto de Profesores Artigas.
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4. Consideraciones teodricas

En este apartado presentamos los referentes tedricos que tendremos en cuenta
para esta investigacion y el disefio del marco tedrico que nos permitird analizar
las producciones de los estudiantes de profesorado de matematica con los que

trabajamos y asi poder alcanzar nuestro objetivo.

4.1. Precisando términos

La Matematica Educativa, en el abordaje de la problematica en torno a la
demostracion, ha recurrido a términos como prueba, argumentacion,
fundamentacion, validacion, explicacién, justificacién, razonamiento,
razonamiento deductivo, etcétera. De esta manera se amplié la mirada sobre
una problematica que bajo el término demostracion hacia referencia

exclusivamente a cuestiones matematicas.

Procesos tales como explicar, razonar, argumentar, justificar, validar,
inferir, fundamentar, probar, demostrar y sus correspondientes
productos: explicaciones, razonamientos, argumentaciones,
justificaciones, validaciones, inferencias, fundamentaciones,
pruebas y demostraciones representan un vasto conjunto de
expresiones utilizadas en la investigacion sobre la produccion de

conocimiento en matematica. (Duarte, 2010, p. 44)

Sumado a esta diversidad de términos, ideas y conceptos a los que ha recurrido
o generado la Matematica Educativa, y que posibilitan ciertos solapamientos
entre ellos, debemos tener en cuenta los corrimientos y dificultades en Ia

precision de cada término debidos a la traduccion de un idioma a otro.

Precisamos a continuacion algunos términos que utilizaremos en la presente

investigacion.

Balacheff (1998, 2000) entiende explicacion, prueba y demostraciéon de la

siguiente manera:
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Explicacion es definida como las razones dadas para los “por qué” y dice que en
las explicaciones es la propia racionalidad del sujeto la que establece y garantiza

la validez de una proposicién.

Prueba es definida como una explicacién cuyo fin es establecer la veracidad de
un enunciado y que es reconocida y aceptada por un colectivo determinado en
un momento dado. “Es una explicacion que ha evolucionado mediante un
proceso social, trascendiendo al sujeto” (p. 12). Esta puede evolucionar o

cambiar con el tiempo y puede ser aceptada por un colectivo y no por otro.

Demostracion es una sucesion de enunciados cada uno de los cuales es, o bien
una definiciéon, axioma o teorema, o bien es derivado deductivamente de
enunciados previos. “"Se trata de una serie de enunciados que se organizan
siguiendo un conjunto bien definido de reglas” (2000, p. 13). La demostracion es
entendida asi como un tipo especial de prueba especifica en el campo del

conocimiento matematico.

Duval, por su parte, entiende la argumentacion de la siguiente manera:

La argumentacion es la produccion de razones que den sustento a una
afirmacion. Es “una forma de razonamiento natural que no se deja describir ni
evaluar segun los criterios légicos clasicos” (Duval, 1999, p. 3). “Es mas bien un
razonamiento ligado al uso del lenguaje natural que obedece a vinculos de
pertinencia y tiene como objetivo el convencimiento de los demas o de si mismo,
siendo por tanto muy cercano a las practicas discursivas espontaneas” (Arellano,
2013, pp. 12-13).

Entendemos que la nocion de explicacion de Balacheff y la de argumentacién de

Duval son equivalentes.

4.2. Esquemas de argumentacion

Sowder y Harel (1996, 1998) proponen una estructura con la cual pensar sobre

las justificaciones de los estudiantes. Introducen el concepto de esquema de
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argumentacion (proof scheme) de una persona como “lo que constituye el
autoconvencimiento y la persuasién para esa persona” (Sowder y Harel, 1998, p.
670). Entendemos que esta nocidn es equivalente a la de explicacion de
Balacheff y a la de argumentacién de Duval. Es por este motivo que proof
scheme lo tradujimos como esquema de argumentacién y no como esquema de
prueba o esquema de demostracién. La demostracién es el instrumento
matematico usado para validar una afirmacién y el esquema de argumentacién
de una persona refiere a la forma que toma el pensamiento de esa persona a la

hora de fundamentar una afirmacién matematica.

Las distintas categorias de esquemas de argumentacion que identifican estos
autores representan un estadio cognitivo, una habilidad intelectual en el
desarrollo matematico de los estudiantes y son derivadas de las acciones
realizadas por los estudiantes en procesos de validacion de proposiciones
matematicas. Los esquemas de argumentacion son una interpretacion sobre
estructuras cognitivas de pensamiento desarrolladas por las personas en la
direccién de elaborar una demostracion. La demostracion de una proposicidon
matematica puede pensarse como una serie de pasos ldgicos; sin embargo, si
pensamos en una persona intentando elaborar una demostracion tomamos
conciencia que intervienen otros factores mas alla de los estrictamente ldgicos:

averiguar, indagar, convencerse a si mismo y persuadir.

Estos autores organizan los esquemas de argumentacion en tres categorias:
esquemas de argumentacion externos, esquemas de argumentacién empiricos y
esquemas de argumentacién analiticos, con subcategorias para cada uno, como

se puede observar en el siguiente esquema.
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- Autoritarios
= Externos == Rituales

. Simbadlicos

= Perceptivos
Esquemas de P

argumentacion

= Empiricos =

— Inductivos

Transformacionales
— Analiticos -[

Axiomaticos

Cuadro tomado de Sowder y Harel (1998, p. 671)

Esquemas de argumentacion externos. En los esquemas de argumentacion
externos, tanto lo que convence al estudiante como lo que el estudiante puede

ofrecer para persuadir a otros tiene una procedencia exterior.

Esquema autoritario. Los estudiantes muestran un esquema de argumentacion
externo autoritario cuando creen que pueden confiar solo en un libro, una
afirmacion del profesor, o quizas la confirmacion de un companero de clase mas

avanzado, para justificar un resultado.

Esquema ritual. Se juzga la exactitud de un argumento solo por la forma del

argumento mas que por la exactitud del razonamiento involucrado.

Esquema simbdlico. Se da cuando los estudiantes consideran los simbolos como
teniendo una vida independiente de significado o sin ninguna relaciéon con las

situaciones en que surgen.

Esquemas de argumentaciéon empiricos. Los esquemas de argumentacion

empiricos se dan cuando las justificaciones son hechas solo en base a ejemplos.

Esquema perceptivo. Cuando los estudiantes llegan a conclusiones basados en
sus percepciones de uno solo u ocasionalmente varios bosquejos. También se

aprecia este esquema de argumentacién perceptivo cuando un estudiante trata
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de convencer a otro mostrandole un dibujo, algo muy frecuente al trabajar en

geometria.

Esguema inductivo. Cuando los estudiantes buscan convencerse a si mismos y a

otros evaluando una conjetura a través de uno o mas ejemplos.

Esquemas de argumentacion teodricos (o analiticos). Estos se dan cuando la

justificacion estd basada en deducciones ldgicas.

Esquema de transformacion. En la justificacién hay una preocupacién por los
aspectos generales de una situacion y se observa un encadenamiento de

proposiciones que permiten establecer la conjetura en general.

Esquema axiomatico. La justificacion estd hecha en base a cadenas deductivas

apoyadas en los elementos de un sistema axiomatico.

4.3. Tipos de pruebas

Balacheff (1998, 2000) introduce la nocidon de prueba diferenciandola de la
nocion de demostracion. Concibe a la prueba como una explicacién cuyo fin es
establecer la veracidad de un enunciado y que es reconocida y aceptada por un
colectivo. Esta puede evolucionar o cambiar con el tiempo y puede ser aceptada
por un colectivo y no por otro. Utiliza el término demostracion para hacer
referencia a una prueba con una forma particular: una sucesion de enunciados
cada uno de los cuales es, o bien una definicion, axioma o teorema, o bien es
derivado deductivamente de los enunciados mencionados. Balacheff propone
estudiar la demostracion desde el punto de vista de las practicas matematicas de
los estudiantes en el salén de clase centrando la atenciéon “en cédmo llegan los
estudiantes a la conviccion de la validez de la solucion propuesta” (Balacheff,
2000, p. 7).

A partir de un estudio empirico Balacheff (2000) propone una teoria sobre qué

deberiamos considerar valido en la clase de matematica, qué pruebas considerar

validas aunque no sean deductivas.
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Hace una distincidon entre pruebas pragmaticas y pruebas intelectuales,

identificando dos tipos en cada caso.

Empirismo ingenuo
Pragmaticas -[

Experiencia crucial

Pruebas

Ejemplo genérico
Intelectuales-[

Experiencia mental

Cuadro con los tipos de pruebas propuestos por Balacheff (2000) (elaboracién propia)

Pruebas pragmaticas. Se basan en el uso de ejemplos, en una accion o en

mostrar algo.

Empirismo ingenuo. Consiste en asegurar la validez de un resultado basandose
para su verificacién en algunos casos. Este tipo de prueba puede ser vista como

una forma inicial de generalizacion.

Experiencia crucial. Basa la validez de un resultado en la verificacién de un caso
especialmente elegido. Hay un avance en la generalizacién con respecto al
empirismo ingenuo en la medida que esta es reconocida y puesta a prueba en un

caso que se reconoce como general o extrafio.

Pruebas intelectuales. Se basan en formulaciones abstractas de las propiedades

involucradas y en sus relaciones.

Ejemplo genérico. La justificacion se basa en operaciones o transformaciones
realizadas sobre un ejemplo que es considerado como representante de una
clase. Las operaciones o transformaciones se hacen sobre un ejemplo pero

entendiendo que se podrian hacer sobre cualquier elemento de la clase.

Experiencia mental. La explicacién de las razones que fundamentan la validez de
la proposicién se basa en un analisis de las propiedades de los objetos en juego.
Estas propiedades no pueden ser testificadas por medio de sus representantes

sino que deben ser formuladas en su generalidad.
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Las acciones son internalizadas y separadas de los ejemplos especificos

considerados.

4.4. Una puntualizacidon necesaria

Si bien los trabajos antes mencionados de Sowder y Harel (1996, 1998) y
Balacheff (1998, 2000) son inicidticos y sefieros en el sentido de incorporar las
producciones de los estudiantes sobre la demostracion al ambito de la
Matematica Educativa, debemos tener en cuenta que son de naturaleza distinta:
los trabajos de Harel y Sowder “se mantienen dentro de una problematica de la
psicologia aplicada: atribuyen las respuestas de los alumnos al funcionamiento
de esquemas generales de la cognicion cuya diferenciacion se proponen

comprender” (Herbst, 2000, p. 193), mientras que los trabajos de Balacheff son

una teorizacién que busca los origenes cognitivos de la demostracion
pero que, sin embargo, entiende lo cognitivo no tanto en relacion a la
cognicién individual sino mas bien en relacion a las practicas
humanas asociadas con el funcionamiento de los conocimientos

matematicos en la clase. (Herbst, 2000, p. 193)

Consideramos que para el redisefio de la ensefianza de la demostracion el
trabajo de Balacheff (2000) es insoslayable en la medida que viabiliza una
propuesta alternativa a la reduccion psicolégica o légica del aprendizaje de la
demostracion, centrando la atencion en las practicas que se dan en el salén de

clase.

Lo que distingue a estos dos sistemas es el hecho de que el sistema
de Balacheff implica una secuencia genética mientras que el de Harel
y Sowder no parece estar interesado en dicha secuencia; su punto de
vista es mas de coexistencia o incluso de competencia entre
concepciones de demostraciones y argumentaciones en varios
campos de la vida humana (vida cotidiana y otras ciencias).
(Cabassut, Conner, Iscimen, Furinghetti, Jahnke, Morselli, 2012, p.
169)

23



Otra diferencia a destacar en los trabajos de los autores antes mencionados es
que los primeros, al realizar su estudio con estudiantes universitarios,
desarrollan mas los esquemas deductivos, dandole menos importancia a los
esquemas empiricos, mientras que Balacheff (2000) presta mayor atencién a las
pruebas empiricas en la medida que su estudio fue realizado con estudiantes de

ensefianza media.

Nuestro estudio, en la medida que no va a observar el funcionamiento de una
parte de un curso, ni siquiera de una clase, en torno a actividades matematicas
de demostrar, se orienta en la linea de trabajo de los estudios de Harel y Sowder
(1998). Del estudio de Balacheff (2000) nos limitaremos a tener en cuenta la

definicién de prueba y las caracteristicas de algunos de sus tipos de pruebas.

4.5. Marco teorico

En el intento de analizar las producciones de los estudiantes es que buscamos
unificar las categorias propuestas por Sowder y Harel (1996, 1998) y Balacheff
(1998, 2000).

Entendimos que este camino de demarcacién de un marco tedrico era pertinente

en la media que:

Sowder y Harel (1998, en Flores, 2007, p. 69) aclaran el caracter no definitivo
de su estudio: “Caracterizamos los resultados de esta investigacion como
exploratorios. El sistema de esquemas de argumentacion descrito aqui debe ser
validado por otros investigadores a través de multiples experimentos de

ensefianza realizados por instructores en diferentes instituciones.”

Debemos tener en cuenta que los esquemas de argumentacién propuestos por
Sowder y Harel (1998) son el resultado de un estudio realizado con estudiantes
universitarios y las proposiciones que tienen que fundamentar corresponden
muchas veces a cursos de algebra lineal, algebra abstracta, calculo, analisis
matematico. En el caso de Balacheff (1998, 2000), trabajando con estudiantes

de ensefianza media, su estudio se basa en la actividad de establecer un vinculo
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entre la cantidad de lados de un poligono y el nUmero de diagonales. En ambos

casos las observaciones se hacen sobre el desarrollo de cursos.

Nuestro estudio difiere en tres aspectos basicos con respecto a los estudios
recién mencionados:

i) los estudiantes considerados recién inician su formacidn como profesores de
matematica;

ii) los temas sobre los que se les propusieron actividades estan referidos a
geometria y aritmética, y

iii) no observamos las producciones de los estudiantes en situacién de clase sino

en dos momentos puntuales y trabajando individualmente.

Investigaciones como las de Ibafies (2002) y Marrades y Gutiérrez (2000)
reestructuran las clasificaciones de esquemas de argumentacidon (Sowder y
Harel, 1998) y de tipos de pruebas (Balacheff, 1998) de acuerdo a las

necesidades y particularidades de sus estudios.

Estas reestructuraciones de las categorias de estos referentes tedricos pareceria
ser una practica habitual en la Matematica Educativa como sostienen Cabassut
et al. (2012, p. 174): “Los sistemas de categorias tanto de Balacheff (1988)
como de Harel y Sowder (1998) han sido aplicados con algunas modificaciones

en una serie de estudios empiricos”.

Ibanes (2002, p. 13) sostiene que “Por un lado, no precisamos todas las
subclases que describen Harel y Sowder, por lo que se suprimen las

innecesarias. Y, por otro lado, nos conviene definir nuevas subcategorias...”.

De acuerdo a las consideraciones hechas en este capitulo y a las caracteristicas
de nuestro trabajo de investigacion, proponemos una clasificacion de los
esquemas de argumentaciéon, basada en tres categorias basicas -externos,
empiricos y deductivos- y sus respectivas subcategorias. Estas se pueden

observar en el siguiente esquema:
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Autoritario
— Externos 'l

Notacional

Perceptivo
Empirismo Ingenuo -E

Esquemas de Inductivo

Argumentacion " EmpiKicos

Experimento crucial

Con uso de ejemplos
ol Deductivos-l

Sin uso de ejemplos

Cuadro con esquemas de argumentacién usados en este estudio (elaboracién propia)

La descripcion de cada categoria y subcategoria estd basada en muchos
aspectos de los referentes tedricos descritos en los numerales anteriores.
Llegamos a estas categorias y subcategorias luego de un andlisis preliminar de

las producciones de los estudiantes.
Esquemas de Argumentacion Externos

En los esquemas de argumentacion externos, tanto lo que convence al
estudiante como lo que el estudiante puede ofrecer para persuadir a otros tiene
una procedencia exterior siendo esta fuente externa el Unico camino que tienen
para justificar un resultado. Esta clase de esquema puede ser causado por el tipo
de ensefianza que privilegia los productos acabados y no los procesos que llevan
a ese producto. En estos casos es el docente el que tiene un conocimiento para
ensefar y presenta a sus estudiantes un conocimiento acabado, el que figura en
los libros y el estudiante solo tiene que aprender a reproducirlo de tal forma que

se parezca lo mas posible a lo que sus docentes les proponen.

Autoritario

En los esquemas de argumentacion externos autoritarios los estudiantes confian
en lo que dicen los libros, el profesor, un compafiero mas avanzado o en su
memoria. Este esquema lo podemos reconocer en estudiantes que piden que se
les diga cdmo se hace la actividad que tienen que resolver y no se dan la

oportunidad de involucrarse en la tarea. Conciben a la matematica como un
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conjunto de verdades y muestran poco interés por el origen de esas verdades,
parecen no ver la diferencia entre intentar probarlo ellos o que les digan como
hacerlo. Ante una actividad tratan de buscar en sus apuntes si hay una similar y
no se ven a si mismos como posibles productores de argumentos. Pueden
reclamar porque “el método visto en clase no funciond” o pedir ayuda antes de
intentar abordar una actividad. Otros estudiantes pueden intentar involucrarse
en una actividad mientras esta no sea declarada teorema por el profesor. Una
vez etiquetado como tal, los estudiantes lo ven como una férmula, algo a lo que
hay que obedecer. Otra forma en que se manifiesta este esquema es cuando los
estudiantes reformulan con otras palabras lo que hay que demostrar pero sin ir

mas alla.

Notacional

Los estudiantes confian en la forma de la argumentacion mas que en la exactitud
de la misma y llegan a aceptar pruebas falsas por su apariencia, por su forma.
Por ejemplo, estudiantes que preguntan si algo es una prueba o no y dicen “me

convence pero tengo dudas de si lo es porque no se parece a una prueba”.

Dentro de este esquema también consideraremos las validaciones que se
sustentan en la forma simbdlica de los argumentos. Los estudiantes consideran a
los simbolos con “vida propia”, carentes de significado o sin relacion con el
problema. Usan simbolos sin entender bien su significado. Su principal

preocupacion es dar una respuesta aunque no entiendan bien de qué se trata.

También se puede reconocer este esquema ante situaciones en las que los
estudiantes apenas leen la letra de la propuesta y empiezan a manipular la

expresion simbdlica involucrada en el problema sin saber hacia dénde van.

También se puede observar en estudiantes que pueden argumentar
correctamente la validez de una prueba pero no la consideran tal porque su
explicacién “no incluye ninguna expresién simbdlica”, lo que les hace dudar de si
es prueba o no. En argumentaciones orales correctas dicen “no sé cémo

escribirlo”.
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Esquemas de Argumentacion Empiricos

Este esquema estd caracterizado por el uso de ejemplos como el principal
elemento de conviccidn. Los estudiantes conjeturan después de haber observado
regularidades en uno o mas ejemplos. Utilizan los ejemplos o relaciones
observadas en ellos, para justificar la verdad de su conjetura. Cuando la
conjetura estd incluida en el enunciado de un problema los estudiantes solo

tienen que construir ejemplos para comprobar la conjetura y justificarla.

Dentro de las argumentaciones empiricas distinguimos dos clases dependiendo
de la forma en que los estudiantes seleccionan los ejemplos: empirismo ingenuo

y experimento crucial.

Empirismo Ingenuo

La conjetura se justifica mostrando que es verdadera en uno o varios ejemplos
que, por lo general, son elegidos sin un criterio especifico. La comprobacién
puede implicar solamente la percepcién visual o medicién con instrumentos de
ejemplos (perceptual) o también puede implicar el uso de elementos

matematicos o relaciones encontradas en el o los ejemplos (inductivo).

Experimento Crucial

Dentro de este esquema encontramos aquellas conclusiones que surgen a partir
de un caso que el estudiante reconoce tan poco particular como le es posible. La
conjetura se justifica al mostrar que es cierta en un ejemplo especialmente
elegido por ser un caso extremo. Los estudiantes son concientes de la necesidad
de generalizacion por lo que optan por un ejemplo lo mas excéntrico como sea
posible aunque no lo consideran como representante de ningun otro caso.
Asumen que la conjetura siempre es cierta si se cumple en este ejemplo, la
justificacion se compone de verificacion experimental de la conjetura en el

ejemplo seleccionado.

Esquemas de Argumentacién Deductivos

Estan caracterizados por la descontextualizacion de los argumentos utilizados.

Se basan en aspectos genéricos del problema, operaciones mentales y
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razonamientos deductivos, todos con el objetivo validar la conjetura de una

manera general.

En caso de utilizar ejemplos, estos sirven de ayuda para organizar los
argumentos pero las caracteristicas particulares del ejemplo no se consideran en

la justificacion.

Dentro de los esquemas de argumentacion deductivos, basandonos en si hay
seleccion de ejemplos o no, distinguimos dos subcategorias: deductivos con uso

de ejemplos y deductivos sin uso de ejemplos.

Deductivos con uso de ejemplos

Es cuando se utiliza un ejemplo especifico para ayudar a organizar la
justificacion. Por ejemplo, es el caso en que las justificaciones se basan en
operaciones mentales que producen una transformacion del problema inicial en
otro equivalente. El papel de los ejemplos es ayudar a prever qué
transformaciones son convenientes. Las transformaciones pueden basarse en las
imagenes mentales espaciales, las manipulaciones simbdlicas o la construccién
de objetos. Las justificaciones son secuencias de razonamientos deductivos
derivadas de los datos del problema y axiomas, definiciones o teoremas
aceptados. El papel de los ejemplos es para ayudar a organizar los pasos de
dichas deducciones. También consideramos dentro de este esquema a aquellos
razonamientos en los que la justificacion se basa en un ejemplo especifico visto
como un representante caracteristico de su clase, y la justificacién incluye hacer
explicitas razones abstractas para validar una conjetura por medio de
operaciones o transformaciones en el ejemplo. La justificacion refiere a
propiedades abstractas y elementos o propiedades de la clase representada por
el ejemplo. Este tipo de esquema lo podemos ver en el trabajo de Al-Warizmi
donde para fundamentar la resolucién de un tipo de ecuaciones de segundo
grado recurre a una ecuacion particular y hace las transformaciones sobre ella

pero sobreentendiendo que es aplicable a toda la familia (Moreno Castillo, 2002).

Deductivos sin uso de ejemplos
Es cuando la justificacion se basa en operaciones mentales sin la ayuda de

ejemplos especificos, solo se mencionan los aspectos genéricos del problema en
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cuestion. La explicacién de las razones que fundamentan la validez de la
proposicién se basa en un analisis de las propiedades de los objetos en juego.
Estas propiedades no pueden ser testificadas por medio de sus representantes
sino que deben ser formuladas en su generalidad. Las acciones son

internalizadas y separadas de los ejemplos especificos considerados.
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5. Consideraciones metodoldgicas

En este capitulo describimos las acciones realizadas para concretar el objetivo
planteado en la investigacion. Haremos una descripcién de como se recolectaron
los datos y de los disefios finales de los cuestionarios propuestos. También
describiremos con qué estudiantes trabajamos, en qué condiciones fueron

propuestos los cuestionarios y el analisis a priori de los mismos.

5.1. Descripcion general

Para poder recabar informacién acerca de qué esquemas de argumentacién
tienen los estudiantes de primer ano de profesorado de matematica realizamos

una serie de acciones que pasamos a describir.

1) Explicitamos algunas ideas rectoras para la elaboracién de actividades.

2) Elaboramos un primer cuestionario de actividades con intenciéon de involucrar
al estudiante en las tareas de conjeturar y argumentar. Este cuestionario fue
propuesto en un grupo de primer afio —que designaremos grupo B-, en dos
horas reloj que nos cedié el profesor de Fundamentos de la Matematica. El
numero de estudiantes que habian asistido a la clase ese dia, a principios de
junio, fue 24. El cuestionario fue entregado en formato papel y las producciones
de los estudiantes fueron hechas en forma escrita. Al entregar la propuesta se
explicd en qué consistia y se les pidié expresamente que dejaran registrado todo
lo que habian pensado incluyendo los intentos fallidos. Se dejé claro que la
propuesta no tenia fines evaluatorios y que el interés radicaba en observar lo

que realmente pensaban respecto de cada una de las actividades.

3) Se realizdé un primer andlisis de las producciones de los estudiantes, referidas
al primer cuestionario. A partir de este primer analisis detectamos que el marco
tedrico que habiamos considerado no era el mas propicio para determinar los
esquemas de argumentacion de los estudiantes. Teniendo en cuenta lo anterior

adecuamos el marco tedrico.
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4) Elaboramos un segundo cuestionario con dos actividades con la intencién de
que el estudiante analizara diferentes pruebas referidas a un enunciado y

decidiera cual o cuales de ellas lo convencian o no.

El cuestionario fue propuesto al grupo B en horas cedidas por el docente de
Geometria, en el mes de agosto. De los 24 estudiantes que habian respondido al
primer cuestionario solo 12 estaban presentes. Segun el docente, muchos
estudiantes del grupo habian dejado de concurrir luego de los resultados del
primer parcial que habia sido realizado en el mes de julio. El cuestionario fue
entregado en formato papel y las producciones de los estudiantes fueron

realizadas en forma escrita e individual.

Consideramos que las respuestas de los estudiantes a este nuevo cuestionario
nos proporcionarian una mirada complementaria del fendmeno que nos
permitiria tener una idea mas profunda de como piensan en referencia a la
prueba en matematica. En la medida que un esquema de argumentacién de una
persona es “lo que constituye el autoconvencimiento y la persuasiéon para esa
persona” (Sowder y Harel, 1998, p. 670), buscamos tener una visidn
complementaria a la que nos brinda el primer cuestionario, que nos informa
acerca de los argumentos de persuasion a través de lo que el estudiante puede
ofrecer para convencer a otros. Este segundo cuestionario fue propuesto con el

objetivo de detectar qué argumentos convencen al estudiante.

5) Realizamos, en el mes de setiembre, entrevistas a la mayoria de los
estudiantes que habian trabajado en los dos cuestionarios antes mencionados.
Dichas entrevistas fueron audio-grabadas. Para realizar dichas entrevistas no se
establecié un protocolo especifico general ya que dependia de lo que cada
estudiante habia hecho en ambos cuestionarios. El objetivo de las mismas fue el
aclarar algunos aspectos que no nos quedaban claros ya sea por tratarse de
argumentos incompletos, o ausencia de argumentos o explicaciones
contradictorias, entre otras. Por lo tanto para cada estudiante que fue
entrevistado se realizé un cuestionario especifico pero no estructurado, dejando

abierta la posibilidad de preguntas que surgieran del didlogo que se estableciera.
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6) La investigacion realizada consiste en un estudio de casos y para interpretar
los casos se trianguld la informacion obtenida a través de los diferentes
instrumentos elaborados que se detallaran en este capitulo —primer cuestionario,
segundo cuestionario y entrevista-. Para cada estudiante que participé en esta
investigacién se tuvieron en cuenta todos los datos recogidos cruzando la

informacion e interpretandola a la luz del marco teorico.

Una vez analizados en base al marco teodrico los datos obtenidos a partir del
primer cuestionario, del segundo cuestionario y de la entrevista, creemos que
tendremos una vision robusta acerca de las practicas de los estudiantes a la hora
de generar los argumentos a través de las cuales pretenden persuadir a otros y
aquellos que convencen a dichos estudiantes al momento de analizar pruebas
realizadas por otros. Esta informacion nos permitira inferir el o los esquemas de
argumentacién presentes en cada estudiante de los seleccionados para realizar

el estudio de casos.

5.2. Ideas rectoras para la elaboracién de actividades

A la hora de disefiar las actividades tuvimos en cuenta las ideas rectoras que

mencionamos a continuacion.

Nos adscribimos a la concepcion de la matematica propuesta por Lakatos (1994)

en Pruebas y refutaciones:

... las matematicas informales y cuasi-empiricas no se desarrollan
mediante un monoétono aumento del nimero de teoremas
indubitablemente establecidos, sino que lo hacen mediante la
incesante mejora de las conjeturas, gracias a la especulacién y a la

critica, siguiendo la légica de pruebas y refutaciones. (p. 20)

Asumimos asi que la matematica no es un cuerpo estable de conocimientos sino
gue evoluciona mediante la triada conjeturas-pruebas-refutaciones. En la
matematica profesional lo central de la atencién estd puesto en la diada
pruebas-refutaciones (Lakatos lo ejemplifica en su libro a través del desarrollo

de la relacién entre caras, vértices y aristas en un poliedro). Consideramos que
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el desarrollo de la matematica escolar también puede concebirse mediante la
triada propuesta por Lakatos, pero haciendo hincapié en la diada conjetura-

prueba.

Demostrar es contrastar, poner a prueba los productos de nuestra
intuicién... Es obvio que no poseemos y probablemente nunca poseeremos
ningun criterio de demostracidn que sea independiente del tiempo, de la
cosa que ha de demostrarse o de la persona o escuela de pensamiento
que lo emplea. En estas condiciones, lo sensato parece ser el admitir que
no hay, generalmente, eso que se llama absoluta verdad (demostracién)
en matematicas, piense lo que piense el publico. (Wilder, 1944, en Saenz
Castro, 2002, p. 48)

En esta visién de la matematica y de la matematica escolar (que es lo que nos
interesa) pasan a jugar un rol importante las intuiciones de los estudiantes, sus
propias ideas al enfrentarse a una conjetura y sus propias formas de entender lo

que es fundamentar matematicamente una conjetura.

Todas las actividades disefiadas y propuestas a los estudiantes con los que
realizaremos el estudio estan planteadas en forma de pregunta. Esto fue hecho
asi con el objetivo de enfrentarlos a una situacion en la que inicialmente tuvieran
gue tomar una decisidon y a posteriori explicitaran los motivos por los cuales

dicha decisidon habia sido tomada.

Las investigaciones experimentales (Boero et al. 1996; Garuti et al.
1996, 1998; Mariotti, 2008) muestran que la prueba es mas
"accesible" a los estudiantes si se desarrollan actividades de
argumentacién para la construccion de una conjetura... Una
consecuencia didactica de este estudio es que los problemas
abiertos adecuados (Arsac et al., 1991) que requieren una conjetura
podrian ser utilizados para introducir el aprendizaje de la

demostracion. (Pedemonte, 2007, p. 25)

Este tipo de actividades son explicitamente contrapuestas a las de “Probar que...”

tan frecuentes en los textos de matematica usados en formacion docente y
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donde “la ensefanza de la matematica, despoja a los estudiantes de la
responsabilidad de considerar la verdad de sus afirmaciones” (Balacheff, 2000,
p. 5). “La ensefianza de la demostracion basada principalmente en un
aprendizaje ‘reproductivo’ (las demostraciones son simplemente presentadas a
los estudiantes, ellos no tienen que construirlas) parece ser infructuosa”
(Pedemonte, 2007, p. 25).

En el caso de las actividades de la primera serie propusimos actividades donde
formular una conjetura fuera un proceso ineludible antes de pasar a la
fundamentacion de la misma. Consideramos que este tipo de actividades son
mas acordes al desarrollo de la matematica como disciplina a lo largo de la
historia, donde un resultado antes de ser demostrado necesariamente debid ser
conjeturado. La formulaciéon de conjeturas en la ensefianza de la matematica es
un proceso que valoramos va junto y de forma inseparable con la elaboracion de
pruebas: se elabora una prueba para dar razones que fundamenten la certeza o
falsedad de una conjetura. Concibiendo asi la conjetura y la prueba creemos que
cada estudiante tiene la posibilidad de ‘hacer matematica’ en el mismo sentido
que la comunidad matematica, y mas en general como la comunidad cientifica

hace ciencia.

En el segundo cuestionario, si bien los estudiantes no tienen que conjeturar, el
enunciado de las actividades mantiene el caracter incierto de las mismas dado
que tienen que resolver si las pruebas que se les proponen son efectivamente

pruebas de las proposiciones o no.

No desconocemos el caracter social de la construcciéon de los conocimientos y en
especial de los conocimientos matematicos, pero en la medida que nuestro
estudio busca detectar los esquemas personales de argumentacion de los

estudiantes, los enfrentamos a abordar las actividades en forma individual.

Nuestro interés es detectar ‘lo que constituye el autoconvencimiento vy
persuasién’ para los estudiantes que ingresan al profesorado de matematica en
el Instituto de Profesores Artigas. Para ello optamos por disefiar actividades que

colocaran a los estudiantes en una incertidumbre inicial, que el punto de partida
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de la actividad matematica fuera una situacidon frente a la cual tuvieran que

tomar una decisién y que explicitaran las razones de su decision.

Otra caracteristica comun a las actividades elaboradas es que son actividades
relativamente breves, es decir que frente a una argumentacién deductiva no
tuviera un numero muy elevado de pasos deductivos (como en la actividad del
pentdgono) ni que habilitara a respuestas de un solo paso (como en los casos
del lugar de Tales o de la aplicacion de Bhaskara). En ambos casos las
actividades no nos permitirian asegurar producciones de los estudiantes acordes
a lo que queremos ver, como sucedid en varias de las actividades que
resefamos en el cuestionario exploratorio. La brevedad en las actividades
también fue buscada para que los estudiantes pudieran trabajar sobre las cuatro

actividades en la instancia en que se las propusimos.

Las cuestiones propuestas, que se referian a geometria y aritmética, buscamos
que no incluyeran resultados cuyas pruebas los estudiantes pudieran conocer de
su vida escolar. Con esto buscamos minimizar la presencia de esquemas de
argumentacion externos autoritarios y obtener respuestas del tipo ‘no recuerdo
como era la demostracion’. Si bien podria ser de interés detectar la presencia de
este tipo de respuestas, preferimos indagar sobre las fundamentaciones que
pudieran hacer los estudiantes por sus propios medios. Esto podria ser de mayor
interés a la hora de disefiar futuras tareas en los cursos de Geometria y

Fundamentos de la Matematica.

5.3. El primer cuestionario y su analisis a priori

Para el disefio de las actividades incluidas en este primer cuestionario se
tuvieron en cuenta los diferentes esquemas de argumentacion presentados en el
marco teodrico en la medida que cada actividad admite una variedad de pruebas
qgue representan dichos esquemas. Por otro lado se pensd en proposiciones que
fueran adecuadas a los conocimientos previos de los estudiantes y que,
presumiblemente, no se demostraron en los cursos de las asignaturas
especificas de primer ano. Ademas se cuidoé en la redaccién de las actividades no
pedir directamente una demostracién ni que se presente una prueba de las

proposiciones. De esta forma los estudiantes pueden poner en juego sus
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conocimientos, creencias e intuiciones a la hora de conjeturar y argumentar.
Pensamos que esto nos permitira reconocer los esquemas de argumentacion de
los estudiantes al enfrentarse a tareas que implican conjeturar y validar dichas

conjeturas.

Este cuestionario constd de cuatro preguntas, dos referidas a temas de
geometria y dos a temas de aritmética.

Cuestionario 1

Actividad 1

¢Se puede afirmar que “7n? + 3n + 4 es par” para todo n natural? Fundamenta
tu respuesta.

Actividad 2

Las rectas a y b son paralelas. El punto A varia en la recta a, el punto B varia en
la recta b y el punto C varia en la franja comprendida entre las rectas a y b.

¢Es constante la suma de los angulos marcados en la figura al variar los puntos
A, ByC?

a

Actividad 3
42 - 32 =
52 - 42 —

¢Puedes establecer una relacidn entre cada resultado y las bases de las
potencias respectivas? ¢Es una coincidencia?

Actividad 4

¢Existe un cuadrilatero con dos pares de lados consecutivos iguales y con todos
sus angulos distintos? ¢Por qué?

A continuacidon presentamos el analisis a priori de las actividades contenidas en

el cuestionario.

Actividad 1
¢Se puede afirmar que “7n?+ 3n+ 4 es par” para todo n natural?

Fundamenta tu respuesta.
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Esta actividad fue propuesta ya que puede ser resuelta de diferentes formas y
asi dar evidencia del esquema de argumentacion de cada estudiante. Ademas
puede implicar una primera instancia de elaboracién de una conjetura: ées par o
no? Puede ser resuelta reelaborando el enunciado planteando y luego utilizar el
método de Induccion Completa. En este caso el estudiante estaria presentando
un esquema de argumentacidon deductivo o uno externo de acuerdo a las
explicaciones que el estudiante presente. En caso de duda esta previsto aclarar
la situacién en una entrevista. Otra forma de aproximarse a la solucién puede
ser dando valores a n y verificando que el resultado es par. Si los valores
elegidos no presentan algun criterio se trataria de un esquema empirico ingenuo
-perceptivo o inductivo- y si se elige cuidadosamente el valor se trataria de un

esquema empirico experimento crucial.

También se puede abordar distinguiendo entre n par o impar y ahi, a partir de
propiedades bien conocidas por los estudiantes, concluir la paridad o no del

resultado. En este caso estariamos frente a un esquema deductivo.

Actividad 2

Las rectas a y b son paralelas. El punto A varia en la recta a, el punto B
varia en la recta b y el punto C varia en la franja comprendida entre las
rectas ay b.

¢Es constante la suma de los dngulos marcados en la figura al variar los

puntos A, By C?

Propusimos esta actividad pues consideramos que podia ser respondida de
muchas maneras distintas y eso nos permitiria inferir el esquema de
argumentacion de cada estudiante frente a esta actividad. Una prueba posible

puede consistir en medir los angulos A, B, C mediante semicirculo y sumarlos.
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Esta medicidon puede repetirse para otras posiciones de los puntos A, B y C.

Estariamos asi ante un esquema de argumentacion empirico inductivo.

Otra posible prueba: trazando una recta c paralela a las rectas a y b por el punto
C se puede recurrir a que los angulos PAC y ACS son iguales por ser alternos
internos entre paralelas, en forma analoga establecer la igualdad de los dangulos
QBC y SCB. De esta manera A + B + C = ACS + SCB + C = 360°. También
recurriendo a la paralela c se puede establecer la igualdad de los angulos TAC y
ACR, CBU y BCR por ser alternos internos entre paralelas. De esta manera A + B
+C=A+B+ACR+ RCB==A+TAC + B + CBU = 180° + 180° = 3600°.
También puede recurrirse a que PAC y ACR, asi como RCB y CBQ son
conjugados internos entre paralelas y por lo tanto suman 180° y de esta manera
concluir que A + B + C suma 360°. Cualquiera de estas tres pruebas revelaria
un esquema de argumentacién deductivo. Asumimos que el esquema de
argumentacién del estudiante sera deductivo si recurre a estas ideas sin
nombrar nuevos puntos para nombrar los angulos y los deja marcados en la

figura y explica los motivos en forma coloquial.

Otra posible prueba puede consistir en aproximar las rectas a y b,
manteniéndolas paralelas, y de esta manera observar que los angulos A y B
tienden a ser llanos (o nulos) y que el angulo C tiende a ser nulo (o 360°). Estas

pruebas mostrarian un esquema de argumentacion empirico perceptual.
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Trazando BD perpendicular a las rectas a y b se puede observar que los dngulos
ADB y DBQ son iguales por ser alternos internos entre paralelas. De esa forma la
suma de los angulos A, B y C es igual a la suma de los angulos interiores del
cuadrildtero ABCD, es decir 360°. Si BD no es perpendicular a a y b el
argumento se mantiene intacto pero suponemos mas factible que los estudiantes
recurran a considera el caso en que si es perpendicular en la medida que les
resulte mas claro ver de esta manera la igualdad de los angulos alternos
internos y también porque la perpendicular ha sido muy usada por ellos en su
vida escolar y por tanto es fuente de seguridad, de situacién conocida,
manejable, imaginable. Estas pruebas, como las siguientes, mostrarian un

esquema de argumentacion deductivo.

Otra posibilidad de prueba es considerando una perpendicular (u oblicua) PQ de
manera que se forme un pentagono ACBQP, cuya suma de angulos interiores es
constante y como la suma de los angulos P y Q es constante, entonces tendra
gue serlo la suma de los angulos A, B y C. En esta prueba se puede obtener el
valor de la suma de los angulos o probar que dicha suma es constante sin

obtener un valor para la suma.
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Otra prueba posible es trazando el segmento AB y considerando por un lado la
suma de los angulos interiores del tridngulo ABC y por otro la suma de los

angulos PAB y ABQ que son conjugados internos entre paralelas.

Si se prolonga AC hasta cortar a b en U, se forma un tridngulo CUB donde la
suma de los angulos CUB y UBC es igual al angulo C y el angulo CUB es igual al
TAC. TAC + A = 1809, UBC + B = 180%porloque A+ B + C=TAC + A + UBC

+ B = 360°. Una prueba analoga podria obtenerse prolongando BC.

Estudiantes que elaboraran algunas de estas pruebas revelarian un esquema de

argumentacién deductivo frente a la actividad.

41



Considerando A, B, C alineados en una perpendicular a las rectas a y b puede
concluirse que la suma de los angulos A, B y C es la suma de dos angulos rectos
y uno llano. A partir de esto puede sostenerse que siempre sera asi. Un
estudiante que elabore una prueba como esta estaria reflejando un esquema de

argumentacién empirico experimento crucial.

Actividad 3
42 - 32 =
52 _ 42 =

¢{Puedes establecer una relacion entre cada resultado y las bases de las

potencias respectivas? {Es una coincidencia?

Esta actividad implica necesariamente una instancia de formulacion de una
conjetura. Al hacer los calculos (42 - 32 =16 -9=7y52-42=25-16 =9) se
pueden pensar en distintas conjeturas: los resultados son impares consecutivos,
la suma de las bases es el resultado, las bases son naturales consecutivos, entre
otras. De acuerdo a las propuestas de conjeturas podemos inferir si se interpretd
o no la consigna, qué aspectos son relevantes para cada estudiante, etc. En el
caso que la argumentacion se base solo en ejemplos y de acuerdo a la forma en
que se seleccionen los ejemplos, puede tratarse de un esquema

empirico ingenuo o experimento crucial.

Si a partir de los ejemplos se plantea la conjetura en forma simbdlica, esto es,
(a+ 1)>-a%? =a+ 1+ ay se realizan transformaciones algebraicas estariamos
frente a un esquema deductivo con uso de ejemplo.

También estariamos frente a un esquema deductivo si se plantea la igualdad
a? - b? = (a + b)(a - b), con a mayor que b y consecutivos obteniéndose a? - b?

=a+b.
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Actividad 4
¢Existe un cuadrildtero con dos pares de lados consecutivos iguales y con

todos sus angulos distintos? éPor qué?

Esta actividad fue propuesta teniendo en cuenta que al afirmarse “cuadrilatero
con dos pares de lados consecutivos iguales” habilitaba a mas de una
interpretacion segun se considerara que los lados podian repetirse o no. En caso
que se interpretara como lados que no se repiten, las pruebas que consideramos

podian elaborar los estudiantes fueron las siguientes:

Construir un cuadrilatero teniendo en cuenta la igualdad de los lados y medir con
el semicirculo los dngulos y constatar que son iguales. Esta prueba reflejaria un

esquema de argumentacion empirico.

Dibujar un cuadrilatero teniendo en cuenta la igualdad de los lados, trazar la
diagonal que une los vértices de los angulos iguales y a partir de ahi, usando
que tridngulos con lados iguales tienen angulos iguales, concluir que el

cuadrilatero tiene un par de angulos opuestos iguales.

También partiendo de un cuadrilatero con dos pares de lados consecutivos
iguales trazar la diagonal que une los vértices comunes de los lados iguales y
mediante el tercer criterio de congruencia de triangulos concluir que dos dngulos
opuestos son iguales. Estas pruebas reflejarian un esquema de argumentacion

deductivo.

En caso que se interpretara la letra como lados que pueden repetirse

consideramos que podrian surgir las siguientes pruebas:
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Que se dibujara un cuadrado, un rombo, o ambos y a partir de ello se dijera que
tal cuadrildtero no existe en la medida que va a tener cuatro angulos iguales o
dos pares de 4angulos opuestos iguales. Esto reflejaria un esquema de
argumentacidon empirico perceptivo.

Otra posibilidad es que se construyera un cuadrilatero con sélo tres lados iguales
y basandose en la figura se dijera que los angulos son distintos porque asi se
ven. En este caso el esquema de argumentacién seria empirico perceptivo. Y si

los mide con un semicirculo seria esquema de argumentacién perceptivo.

En caso de construir el cuadrildtero indicando los pasos seguidos para
conseguirlo, por ejemplo: construir DA, construir el angulo DAB con una medida
prevista, ubicar B de forma que AB = DA, construir el angulo ABC con una
medida prevista, ubicar C de forma que CB = AB, consideraremos responde a un

esquema de argumentacién deductivo.

5.4. El segundo cuestionario y su analisis a priori

Este segundo cuestionario fue disefiado con el propdsito de complementar la
vision que nos habiamos ido formando a partir de las producciones de los
estudiantes frente al primer cuestionario. Aqui no se trata de enfrentarlos
directamente a una actividad matematica para que produzcan argumentos sino
de presentarles distintas pruebas de una misma proposicion para que las
analicen y expliciten cudl o cudles los convencen y cudles no. Las diferentes
pruebas que se les proponen corresponden a distintas formas de fundamentar
que son frecuentes en los estudiantes o que pueden resultarles convincentes.

Buscan ser un abanico amplio de pruebas que responden a distintos esquemas
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de argumentacién. Este segundo cuestionario nos brinda la posibilidad de incluir
argumentos falsos con una apariencia de demostraciéon matematica acorde a lo
gue suponemos han visto los estudiantes en su experiencia escolar. También nos
permiten incluir demostraciones perfectamente deductivas con una presentacion
inusual. Consideramos que esto nos permitird observar si la forma de un
argumento influye en su reconocimiento por parte de los estudiantes a la hora

de decidir la veracidad o no del argumento.

De las dos proposiciones planteadas en esta ocasion una de ellas habia sido
propuesta en la primera secuencia. Tomamos esta decisién para ver si esto

introducia alguna diferencia en las respuestas de los estudiantes.

Es de resaltar que en este segundo cuestionario se optd por proponerles a los
estudiantes que analizaran pruebas elaboradas por otros estudiantes donde se
dejaba claro que las proposiciones podian ser verdaderas o falsas ya que en el
enunciado se pedia que “fundamentaran sobre el valor de verdad de dos

proposiciones”.
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Cuestionario 2

A un grupo de estudiantes se les pidi6 que fundamentaran sobre el valor de
verdad de dos proposiciones. Para cada una de ellas te presentamos algunas
pruebas elaboradas por dichos estudiantes.

Te proponemos que las analices y nos digas:

a) cual o cudles de ellas te convencen

b) cudl o cuales de ellas no te convencen

Explica, en cada caso, por qué realizaste la correspondiente eleccion.
Proposicion 1

La suma de dos numeros naturales impares es un ndmero par.

Prueba 1

ay b son impares = a= 2n+1y b= 2n+1 con ne N

a+b=2n+1+2n+1=4n+2 2(2n+1)=a+bespar

distributiva

Prueba 2

3+5=8

7+11=18 }=lasumade dosnimerosimpares es siempre par .
41+23=64

Prueba 3

1549 = 1441 + 8+1 = 14+48+2 = 24
A todo numero impar lo podemos escribir como un par mas uno. Asi tendremos
la suma de dos numeros pares mas dos veces uno y el resultado es siempre par.

Prueba 4

Todos los nimeros impares terminan en 1, 3, 5, 7 0 9. Al sumar dos impares,
cualquier combinacion entre sus Ultimas cifras dara par. Entonces tendremos
como resultado un nimero que termina en cifra par. Por lo tanto el nimero
resultante es par.

Prueba 5

ay b son impares

at+tb=x=> a=x-b
b=x-a

a+b = x-b + x-a = 2x-a-b = 2x — (a+b)

2x - (a+b) es par

= a+bes par
2x es par
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Proposicion 2

Las rectas a y b son paralelas. El punto A varia en la recta a, el punto B
varia en la recta b y el punto C varia en la franja comprendida entre las
rectasayb.

La suma de los angulos marcados en la figura, al variar los puntos A, By
C, es constante.

- ===
A
,4/ b.
— C ————/___4—,~/
B
—
T

Prueba 1

R+I§+6 :(a+5)+(ﬂ+3)+7
A

0 = [ + y por angulo externode ABC ; =
A

& = a + y por angulo externo de ABC

T —
= =¢
= (0{+ﬂ+y) + (ﬂ+0{+}/)+ y =360°+y
NI
=180° por angulos =180°

interioresde ABC

La suma de los angulos A, B y C no es constante ya que es 360° + Yy Y es
variable.

Prueba 2

Trazo el segmento ED perpendicular a las rectas a y b. De esta manera se forma
el pentagono ACBDE. La suma de los angulos interiores de los pentagonos es
constante y como la suma de los angulos D y E es constante, puedo concluir que
la suma de los angulos A, B y C es constante.
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Prueba 3

Como los puntos A, B y C son variables puedo considerar A y B de forma que el
segmento AB sea perpendicular a las rectas a y b.

La suma de los angulos A, By Ces 90° + 90° + (a + B+ y) ycomo o + B + y =
1800 por ser los angulos interiores del tridngulo ABC, tengo que la suma de los
angulos A, By C es 3600°.

Prueba 4

Dejo fijos los puntos B y C y muevo el punto A.
El angulo A crece proporcionalmente a lo que decrece el angulo C. Por lo tanto la
suma de los angulos A, B y C es constante.

Prueba 5

Mido los angulos A, B 'y C y me dan 1559, 164° y 38°. Al sumarlos me da 357° lo
que me lleva a pensar que mis mediciones deben tener un pequefio error y que la
suma de los tres angulos debe ser 360°. Me construyo la siguiente figura donde
confirmo que lo que pensaba era cierto. Asi que la suma de los angulos A, By C
siempre es 3600,
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Realizamos ahora el andlisis de las cinco pruebas presentadas para la

proposicién 1:

La suma de dos numeros naturales impares es un numero par.

Prueba 1
ay b sonimpares a=2n+1y b=2n+1conneN

a+b=2n+1+2n+1=4n+2 2(2n+1)=a+bespar

distributiva

Esta prueba fue incluida con la finalidad de indagar si los estudiantes reconocian
en ella una demostracion matematica solo por el aspecto que tiene -es decir,
incluir notacién simbdlica y no recurrir a la lengua natural- o si eran capaces de
comprender que si bien contemplaba infinitos casos no era una demostracién
general de la proposicién. En el primer caso estariamos frente a un esquema de

argumentacién externo y en el segundo a uno deductivo.

Prueba 2

3+5=8
7+11=18 ;= lasumade dosnumerosimpares es siempre par
41+23 =64

Con la aceptacién de esta prueba por parte de alguno o algunos estudiantes

pretendiamos identificar un esquema de argumentacién empirico inductivo.

Prueba 3
15+49=144+1+8+1=14+8+2 =24
A todo numero impar lo podemos escribir como un par mas uno. Asi tendremos

la suma de dos numeros pares mas dos veces uno y el resultado es siempre par.
Esta prueba combina la presencia de una serie de igualdades escritas con

numeros y la lengua natural dando cuenta de una generalizacién de lo que se

ejemplifica mediante las igualdades previas. Se busca de esta manera indagar si
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esta prueba convence o no en su conjunto o si la presencia de un aspecto

interfiere en el otro aspecto.

Prueba 4

Todos los nimeros impares terminan en 1, 3, 5, 7 o 9. Al sumar dos impares,
cualquier combinacién entre sus Ultimas cifras dara par. Entonces tendremos
como resultado un numero que termina en cifra par. Por lo tanto el nimero

resultante es par.

Esta prueba, que es una demostracion de la proposicién donde no interviene
notacion simbdlica, se incluyd para indagar si el lenguaje natural era un factor
que influia en su aceptacién. Su rechazo nos daria indicios de un esquema de

argumentacion externo.

Prueba 5
ay b son impares
a=x-b

a+b=x=>
b=x-a

a+b=x-b+x-a=2x—-—a-b=2x- (a+b)

2x - (a+b) es par

= a+bes par
2x es par

Esta prueba, que usa exclusivamente notacidn simbodlica pero en cadenas sin
sentido o siguiendo un camino circular, fue propuesta para averiguar si lo que
convence al estudiante es la presencia de la notacion simbdlica o si un analisis
de la misma llevaria a ser considerada no convincente debido a su argumento no

concluyente.
Analisis de las cinco pruebas presentadas para la proposicién 2:

Las rectas a y b son paralelas. El punto A varia en la recta a, el punto
B varia en la recta b y el punto C varia en la franja comprendida
entre las rectas a y b.

La suma de los angulos marcados en la figura, al variar los puntos A,

B y C, es constante.
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Prueba 1

A+B+C = (a+0) +(B+e)+ 7
A

6 = f+ y por angulo externo de ABC ;} =
A

&= a+y por angulo externo de ABC

~ ~ —~

= A+B+C =a+(f+y)+ S+ (aty)+7r =

5 =
= (a+p+7) + (B+a+y)+y =360°+y

=180° por angulos  =180°

A
interiores de ABC

La suma de los angulos A, B y C no es constante ya que es 360° + y y vy es
variable.

Esta prueba fue propuesta con la intencidn de indagar si los estudiantes la
aceptaban por su apariencia en la medida que incluye notacion matematica pero
se basa en proposiciones falsas. Esto nos daria indicio de un esquema de
argumentacion externo. Si un estudiante es capaz de reconocer alguna(s) de las
proposiciones falsas en que se basa la prueba seria indicio de un esquema de

argumentacién deductivo.

Prueba 2
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Trazo el segmento ED perpendicular a las rectas a y b. De esta manera se forma
el pentagono ACBDE. La suma de los angulos interiores de los pentagonos es
constante y como la suma de los angulos D y E es constante, puedo concluir que

la suma de los angulos A, B y C es constante.

Se incluyd esta prueba, que es una demostracién de que la suma de los dngulos
A, B y C es constante sin dar el valor de la suma, escrita exclusivamente en
lengua natural para ver si esto afectaba su aceptacién por parte de los

estudiantes.

Prueba 3

Como los puntos A, B y C son variables puedo considerar A y B de forma que el

segmento AB sea perpendicular a las rectas a y b.

La suma de los angulos A, By C es 90° + 90° + (a+B+y) Yy cOmO a+B+y =
180° por ser los angulos interiores del tridngulo ABC, tengo que la suma de los
angulos A, By C es 3600°.

Esta prueba tiene aspectos generales combinados con aspectos particulares. Lo
general esta referido a que el tridngulo ACB puede ser cualquiera, lo particular
se debe a que AB es perpendicular a las rectas a y b. Su escritura también fue
hecha combinando algunos simbolos matematicos con lengua natural.
¢Convenceria como una prueba general? é{Seria vista como un caso particular?
Dependiendo de cudl fuera la respuesta estariamos ante un esquema de

argumentacién empirico o deductivo.
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Prueba 4

Dejo fijos los puntos B y C y muevo el punto A. El angulo A crece
proporcionalmente a lo que decrece el angulo C. Por lo tanto la suma de los

angulos A, B y C es constante.

Esta prueba se incluyd con la intencidn de identificar esquemas de

argumentacién empiricos perceptivos.

Prueba 5

Mido los angulos A, By C y me dan 1559, 1640 y 389, Al sumarlos me da 357°
lo gue me lleva a pensar que mis mediciones deben tener un pequefio error y
gue la suma de los tres angulos debe ser 360°. Me construyo la siguiente figura
donde confirmo que lo que pensaba era cierto. Asi que la suma de los angulos A,

B y C siempre es 3600°.

Esta prueba se propuso con la finalidad de identificar estudiantes con un

esquema de argumentacién empirico ingenuo.
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En el capitulo siguiente describimos los resultados obtenidos del analisis de cada
uno de los instrumentos de recoleccidon de datos presentados en este capitulo
para cada uno de los estudiantes que formaron parte del estudio, a la luz del

marco tedrico y metodoldgico desarrollado.
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6. Analisis de los resultados

En este apartado presentamos el analisis de los casos correspondiente a los doce

estudiantes que participaron en este trabajo.

6.1. Analisis de casos por estudiante

Alumno 1

Este estudiante esta cursando por primera vez Fundamentos y Geometria. El afio

anterior cursé Calculo I en Facultad de Ingenieria.

De las cuatro actividades del primer cuestionario solo realiza las actividades 2 y

3. Esto se debe a que llegé tarde el dia de la aplicacion de este cuestionario.

En la actividad 2 los argumentos usados son genéricos y deductivos. Transforma
la imagen inicial agregando informacién -traza un segmento auxiliar, nombra
puntos y angulos- que le permite guiar su cadena de razonamientos. Utiliza
propiedades y definiciones explicitando en la mayoria de los casos. La

demostracion que escribe es clara.

Surge la interrogante si el estudiante ya tenia una respuesta a la pregunta que
se le planteaba en el momento de iniciar la demostracién. En la entrevista se

aclara:

Al: No tenia idea del resultado. Hice unas figuras en otra hoja [que no entrega]

para ver con qué datos contaba.

Como vemos hay un proceso de buscar clarificar la situacién que no se incluye
en lo que entrega. Esto pareceria indicar que para este estudiante el proceso de
aclarar ideas y buscar algunas certezas no forma parte del quehacer

matematico, no al menos a la hora de presentar los resultados.
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En la actividad 3 ve la relacion entre un resultado y el siguiente (difieren en 2) y
la relacion entre las bases de los primeros miembros (dos nuUmeros
consecutivos). A partir de estas observaciones plantea una serie de expresiones
algebraicas que luego manipula pero no llega a elaborar una prueba. Descarta su

propio razonamiento ya que lo tacha.

En la entrevista se le pregunta por esta actividad:

Al: No hice nada.

E: ¢COomo que no hiciste nada? Hiciste algo y tachaste. Contanos qué hiciste.

Al: Hice las dos cuentas planteadas para ver si llegaba a una relacién y después
ver si se cumplia en general.

E: Lo que planteaste, ;responde la pregunta que se te hace?

El estudiante lee la pregunta y dice:

Al: Ahora veo que la suma de las bases es el resultado.

En base a lo escrito y lo que dice en la entrevista pareceria que el estudiante
procede a buscar una relacidn general sin tener claro qué es lo que se le esta

preguntando.

E: Entonces, ¢es una coincidencia?
Al: Supongo que no es una coincidencia, pero no lo pude demostrar.
E: Ta, no importa. Te lo preguntamos ahora. ¢Desconfias que es una

coincidencia o que no?
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Al: Bueno, para saber si es una coincidencia o no tendria que hacer un par de

ejemplos mas y si me da el mismo resultado y trataria de probarlo.

En la entrevista reconoce que el considerar mas ejemplos le daria una idea mas
clara de lo que estd sucediendo. Este no fue su proceder cuando abordé la
actividad. ¢Es la vision deductiva de la matematica que lo lleva a descartar el
considerar mas ejemplos? Su proceder de no considerar mas ejemplos ¢estard

influenciado por el mandato de los profesores: “los ejemplos no prueban nada”?

E: ¢Por qué tachaste todo?
Al: Llegué un poco tarde y no me quedaba claro hasta donde habia que

justificar y como no llegué a nada lo taché.

A pesar de no saber “hasta dénde habia que justificar” el estudiante se inclina
por mostrar solo lo que estd bien y completo, que es seguro sera aceptado por
cualquiera. Su reclamo nos lleva a tomar conciencia que lo mas o menos
detallado de una justificacion es un acuerdo que se establece en cada curso y
con cada profesor. Como el cuestionario fue propuesto al margen de los
acuerdos de clase, es comprensible que el estudiante no supiera a qué normas,

a qué criterios, atenerse y optara por un criterio exigente.

Destacamos tres aspectos de su proceder: 1) en la actividad 2 si bien recurre a
figuras auxiliares para buscar una respuesta a la pregunta que se le formula
opta por no incluir dichas figuras en la respuesta, 2) en la actividad 3 no recurre
a considerar mas ejemplos para obtener una respuesta, 3) en la actividad 3
rechaza todas las ideas que plantea ya que no pudo completar la prueba

diciendo “no hice nada”.

Esto podria entenderse como una desvalorizacién del proceso de busqueda de
clarificacidon y elaboracién de conjeturas frente a las pruebas finales elaboradas o

por elaborar.

Con respecto al punto 3), si bien entendemos que el estudiante se encontraba
en una situacion donde podria haberse sentido evaluado, nos preguntamos si

esta negacion de argumentos que son validos no puede influir en su criterio para
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validar y potenciar los argumentos que esgriman sus futuros estudiantes cuando

esté al frente de una clase.

De acuerdo al andlisis realizado hasta aqui podemos decir que el estudiante A1,
frente a la actividad 2 presenta un esquema deductivo sin uso de ejemplos y
frente a la actividad 3 el esquema es deductivo sin uso de ejemplos y externo

autoritario.

En la entrevista se le pregunté por la prueba 3 de la proposicion 1 del
cuestionario 2, ya que, por un lado decia que era convincente y, por otro,
reclamaba precisiéon en el lenguaje. Se observo que el estudiante comprende
perfectamente el argumento de la prueba y ahora, al explicar qué quiso decir

agrega:

Al: Me convence, entiendo lo que esta haciendo si bien no es un punto de vista
matematico formal. [...] No pondria esa argumentacion en una prueba, en un
parcial porqgue no me parece matematico.

E: ¢Qué seria un argumento matematico? (Como te lo imaginas?

Al: Si puedo partir de que par méas par es par, si puedo asumir eso, puedo
escribir un impar como un par mas o menos 1, y al otro impar también. Y si
sumo par mas par me da par y si sumo 1 con 1 me da 2.

E: ¢Y como lo escribirias?

Al: Con simbolos... Bah, con simbolos o sin simbolos, si dice lo mismo...

Aqui deja bien claro que concibe que, a la hora de escribir una prueba, esta debe
mantener un formato que necesariamente incluye simbolos, que es el que
generalmente se trabaja en las clases de matematica de formacion docente y
posiblemente en las clases a las que asistié en la Ensefianza Media. Recién al
final de la entrevista pareceria que el estudiante se percata que el argumento

puede ser adecuado ya sea presentado en forma simbdlica como verbal.

Si tenemos en cuenta algunos aspectos de lo analizado hasta el momento,
podemos percibir que, cuando se trata de presentar una prueba, su visidon
deductiva también incluye la desvalorizacion de aspectos que hacen al quehacer

matematico: las imagenes y trazados que lo ayudan a razonar y conjeturar, los
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argumentos que quedan a medio camino, los argumentos escritos en lenguaje

coloquial.

Con los nuevos elementos que agrega la entrevista, consideramos que este
estudiante tiene un esquema de argumentacion deductivo y externo en lo que

refiere a la elaboracién de pruebas.

Frente al cuestionario 2 el estudiante analiza cada una de las pruebas
presentadas para cada proposicidon catalogadndolas de correctas o incorrectas y
argumentando por qué, a pesar de que fue otra cosa lo que se le pregunté: si lo

convencian o no.

Frente a la proposiciéon 1, no lo convence la prueba 1 porque “parte de dos
numeros naturales impares que en verdad es el mismo”, tampoco la prueba 2
porque “no es, en si, una prueba, sino una generalizacion”, ni la prueba 5 porque
en la misma se utiliza como cierto lo que se quiere probar.

Las pruebas que lo convencen (3 y 4) son las que estan sustentadas por un
razonamiento deductivo, aunque este esté expresado en lenguaje coloquial. En
cada una de ellas, mas alld de que le resulten convincentes, reclama que es
necesario hacer algunas precisiones que hacen a lo esencial de una deduccidn:
que todo esté bien fundamentado y bien definido. En la prueba 3 senala que la
misma “obvia la explicacién de por qué la suma de dos numeros pares es par” y
en la prueba 4 aclara que “no explica a qué se refiere con decir combinacién de
sus ultimas cifras”.

Frente a la proposicién 2 lo convence la prueba 2 que se sustenta en un
razonamiento deductivo expresado en lenguaje coloquial. No lo convencen las
restantes cuatro pruebas ya sea por tratarse de casos particulares o por

contener algun paso que considera incorrecto.

En todo este cuestionario pareceria que, en general, la forma en que aparecen
escritas las pruebas no influye en su consideracién acerca de si lo convencen o
no. A este estudiante parecen convencerle las pruebas deductivas sin uso de

ejemplos, aunque estén presentadas en lenguaje coloquial.
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El anadlisis del segundo cuestionario, cuando se trata de analizar las producciones
hechas por otros, este estudiante tiene un esquema de argumentacion

deductivo.

El esquema de argumentacion de este estudiante es deductivo sin uso de
ejemplos y hay visos de un esquema de argumentaciéon externo autoritario o

notacional.

Alumno 2

Cursa ambas asignaturas por primera vez.

En el cuestionario 1 trabaja solo en las actividades 2 y 4 que son las referidas a
geometria. En la actividad 2 no conjetura y los argumentos que usa en la
demostracion son genéricos y deductivos. Transforma la imagen inicial
prolongando BC agregando informacion que le permiten guiar su cadena de
razonamientos. Justifica a partir de la informacion del problema y por medio de
propiedades previas que hace explicitas, como podemos ver en la siguiente

figura:
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En la actividad 4 agrega una diagonal y trabaja con dos triangulos isdsceles y

realiza una prueba deductiva.

En las actividades 1 y 3, referidas a aritmética, hace intentos que borra. Le

preguntamos sobre esto en la entrevista.

A2: Borré porque probé con algunos nimeros pero no se me ocurrié una
demostracion.

E: ¢Y por qué no dejaste escrito lo que habias hecho si lo pedimos
explicitamente antes de que empezaran a escribir?

A2: Porque los ejemplos no sirven de nada... no demuestran.

E: ¢Por qué decis que los ejemplos no sirven de nada?

A2: Porque hay que demostrar que siempre es asi... y a mi no se me ocurrié una
demostracion.

E: Mird la actividad 3. Los ejemplos que borraste, ¢no te hubieran servido para
establecer una relaciéon entre cada resultado y las bases de las potencias?

A2: Si, claro... yo llegué a ver que la suma de estos [sefiala las bases de las

potencias] me daba el resultado pero ¢{después qué hacia?

Para este estudiante solo tiene sentido dejar escrito una demostraciéon completa
y parece despreciar la consideracidon de casos particulares que pueden contribuir
a hacerse una idea mas clara de la pregunta que busca responder, de la
formulacién de una conjetura que puede dar paso luego a la elaboracién de una
prueba o incluso una demostracidon. Tiene claro qué es y qué no es una
demostracion deductiva en la medida que es capaz de elaborar dos
demostraciones y descartar como no demostraciones los ejemplos que habia
usado. No obstante, esta claridad parece hacerle ver todo blanco o negro, es

demostracion o nada, lo que no le permite valorar adecuadamente la
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consideracién de ejemplos como un posible preambulo productivo a tener en
cuenta como parte del trabajo matematico. La visién que tiene incorporada,
asumida, este estudiante de la demostracion, si bien no parece tener una
procedencia externa, si esta influyendo en su accionar frente a una actividad

matematica.

Frente a este cuestionario 1 el estudiante presenta un esquema de

argumentacion deductivo sin uso de ejemplos.

En el cuestionario 2, en las pruebas presentadas para ambas proposiciones no le
convencen las pruebas basadas en ejemplos o casos particulares, por ese
motivo. Por eso rechaza la prueba 2 de la proposicién 1 y las pruebas 3y 5 de la

proposicion 2.

No se deja llevar a engafio por la apariencia general y de notacién de las
pruebas 1 de la proposicion 1 y de la prueba 1 de la proposicidén 2, identificando

ddénde esta el fallo en cada una.

No se expide sobre las pruebas basadas en un argumento deductivo de ambas

proposiciones, por lo que le preguntamos sobre esto en la entrevista.

A2: Esta [sefalando la prueba 4 de la proposicion 1] me parecio que estaba bien
lo que decia pero como no demostraba...

E: ¢Por qué decis que no demuestra?

A2: Porque solo te cuenta.

E: Y el cuento, ;te convence o no?

A2: Si, pero... lo que dice esta bien pero no es matematico...

E: ¢Como seria algo matematico?

A2: Algo como esta [sefiala la prueba 1 de la proposicion 1] pero con los

ndmeros distintos.
E: Tampoco dijiste nada sobre la prueba 2 de la proposiciéon 2.

A2: También... explica pero con palabras, es como el otro [refiriéndose a la

prueba 4 de la proposicion 1]
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Como vemos no reconoce aquellas pruebas sustentadas en un razonamiento
deductivo dadas en lenguaje coloquial. Esto se debe a que no tienen el formato
tradicional, ya sea el que aparece en la mayoria de los libros de texto y en la

mayoria de las clases de matematica.

Frente a este segundo cuestionario su esquema de razonamiento es deductivo

sin uso de ejemplos y externo notacional.

El esquema de argumentacion de este estudiante es deductivo sin uso de

ejemplos y hay visos de un esquema de argumentacién externo notacional.
Alumno 3

Esta estudiante cursa Geometria y Fundamentos por primera vez.

De las cuatro actividades del cuestionario 1 trabaja en la 2, 3 y 4.

En la actividad 2 transforma la imagen inicial prolongando el segmento AC hasta
cortar con la recta b y formando de esa manera un tridngulo. Asigna medidas
genéricas a dos de los angulos formados y calcula los restantes en funcion de

ellos. Esto le permite obtener deductivamente —sin explicitar las propiedades que

usa- una respuesta para la actividad.

A—

En la entrevista se le preguntd si antes de comenzar a demostrar sabia si la

suma era constante o no y responde:
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A3: No sabia.. empecé haciendo eso porque en clase habiamos hecho un

ejercicio similar.

El proceso de hacer la demostracidon y contestar la pregunta, son simultaneos. La
pregunta se responde al finalizar la demostracion. El proceso de elaborar la
demostracion es de alguna manera indagatorio ya que solo al final del proceso,
cuando suma los angulos A, B y C puede obtener una respuesta acerca de si su

suma es constante o no.

¢Qué motiva a esta estudiante a prolongar AC? El haber trabajado en clase un
problema similar. Este prolongar AC es el punto de partida que le permite la
paraddjica situacién de complejizar la figura y asi incorporar nuevos angulos y
esto le permite considerar igualdades entre angulos correspondientes por
ejemplo y asi iniciar una serie de deducciones. El agregar algun trazado, en esta
actividad, es una condicién imprescindible para poder elaborar una prueba

deductiva.

Frente a la actividad 3 escribe el resultado de los dos ejemplos que se le

proporcionan y a partir de ahi escribe la igualdad n> - (n-1)>=n+n - 1.

Como no habia respondido la pregunta, en la entrevista le preguntamos:

E: ¢Es una coincidencia?

A3: Creo que no probé con ninguno mas... que no probé con otros ndmeros...
que hice las cuentas para esos dos casos y observé que la suma de las bases era
el resultado.

E: Si tuvieras que contestar si es una coincidencia o no, ¢qué dirias?

A3: Si pruebo con otros dos numeros consecutivos y no me dan, entonces es
coincidencia. Si demuestro con estos enes [sefala la expresion genérica que
habia escrito en la hoja] que yo planteé entonces no es una coincidencia.

E: ¢Probarias con los siguientes, es decir con 6 y 5?

A3: O con cualquier otro... con 30 y 29 por ejemplo.

E: ¢Y si se cumple con 30 y 297

A3: No estaria.. si se cumple en varios casos tendria que plantear una
demostracion.

E: Y cuando decis “hacer una demostracion”, ¢pensas en algo en concreto?
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A3: ... No sé... no sabria codmo hacerlo... bueno, si, capaz que si haciendo las

cuentas... no sé a qué llegaria...

A partir de la entrevista vemos que la estudiante parece tener claro en qué
consiste la actividad de fundamentar en matematica: que alcanza un ejemplo
para probar que una proposicion es falsa y que es necesario una demostraciéon
para sostener matematicamente que una proposicién es verdadera. Lo que
explicita es que no se le ocurre en qué podria consistir esa demostracién. Todo
esto nos confirma ademads que la expresidon que indujo a partir de los ejemplos
fue una generalizacién de lo que observd en los dos casos que se le daban pero
gue esta expresion algebraica no fue hecha con fines de hacer una demostracion

sino solo de captar en una expresiéon todos los casos que sugeria la pregunta.

A pesar de que tiene claro qué es y qué no es una demostracion, lo que mejor
puede ofrecer por sus propios medios es una generalizacion. Concluimos que
frente a esta actividad la estudiante presenta un esquema de argumentacién

empirico inductivo.

Frente a la actividad 4 escribe: “Si tiene dos pares de lados consecutivos iguales,
entonces los cuatro lados van a ser iguales, por lo tanto va a tener dos pares de

angulos opuestos iguales.”

La respuesta pone en evidencia que la estudiante esta razonando en base a dos
figuras que aparecen en su mente como las que cumplen las condiciones dadas
en el problema: rombo y cuadrado. No estd considerando otras posibles
configuraciones que cumplan las condiciones del problema. Las propiedades de
los dos cuadrilateros que considera, éson tan obvias y evidentes que no ameritan
una justificacion? Llama la atencién que la estudiante redacta su respuesta
siguiendo un formato “si... entonces...” pero no se ve en la necesidad de dar mas
justificacion para ello que su propia respuesta. ¢Se deberd esto a lo obvio de la

situacion en el caso del rombo y del cuadrado?

Frente a esta actividad consideramos que presenta un esquema de

argumentacién empirico perceptivo.
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A la hora de elaborar fundamentaciones presenta un esquema de argumentaciéon

empirico perceptivo e inductivo y deductivo sin uso de ejemplos.

En el cuestionario 2, frente a la proposicién 1, la convencen los argumentos
esgrimidos en las pruebas 3 y 4, pero le resulta “mas facil de ver” la tercera
prueba. Reconoce a las otras pruebas como falsas ya sea por tratarse de casos
particulares (pruebas 1 y 2) o por falta de justificacion (prueba 5). Las pruebas
que la convencen, a pesar de estar escritas en lenguaje coloquial —que no suele

ser lo habitual en clase-son las deductivas.

Frente a la proposicién 2, no la convence la prueba 1 ya que “no busca
demostrar que la proposicion es verdadera, por lo tanto deberia haber mostrado
un ejemplo en donde no se cumpliera...”. Ante esta afirmacién parece creer que
para probar que algo es falso la Unica manera de hacerlo es mostrar un
contraejemplo. Nos preguntamos si este argumento responde a una exigencia

externa. Por tal motivo en la entrevista le preguntamos:

E: ¢Por qué para demostrar que es falso hay que mostrar un contraejemplo?

A3: Si no era cierta tenia que haber puesto un ejemplo que no se cumpliera...
con eso hemos trabajado siempre, que si es falso ponés un contraejemplo y si es
verdadero lo demostras... Si iba a poner que no, tenia que poner un ejemplo...

E: ¢De dénde sacaste eso?

A3: En clase nos dicen...

E: En el momento que respondias el cuestionario, ¢llegaste a leer bien toda la
prueba 1?

A3: Si, lei, y no entendi mucho, pero cuando llegué al final vi que llegaba a que
la suma no es constante y me dije ¢para qué lei todo esto si tenia que haber
puesto un contraejemplo? No busca demostrar que es verdadero.

E: ¢Por qué tiene que demostrar que es verdadero?

A3: Lo que se le pide es ver si la suma de los tres angulos es constante o no. La

forma en que demuestra que no es, no es la que debe ser.

Queda confirmado que esta estudiante tiene incorporada la creencia que la Unica

manera de demostrar que una proposicion es falsa es mediante un
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contraejemplo. También queda explicitado que la creencia de esta estudiante

responde a una exigencia de sus profesores.

Reconoce a las otras pruebas como falsas ya sea por tratarse de casos

particulares (pruebas 3 y 5) o por falta de justificacion (prueba 4).

En la prueba 2, que es la Unica que es deductiva, identifica que esta faltando un
caso -“el de la prueba 3 donde A coincide con E y B con D, ya que la figura
formada no seria un pentagono y por tanto dicha explicacion no seria efectiva.”
La estudiante esta reconociendo la validez del argumento deductivo de la prueba
2 en los casos que se forma pentagono. Su rechazo se debe a que esta
considerando que hay otras configuraciones posibles que la prueba no estaria

cubriendo.

Frente a la respuesta dada a la prueba 2 nos interesd saber si la estudiante
estaba entendiendo que siempre se podia trazar el segmento ED de manera que

se formara un pentagono.

E: ¢ED es fija para vos?

A3: No, la podés cambiar de lugar y si ponés en la posicion en que B coincide
con D queda un cuadrilatero y ya no funciona el argumento.

E: ¢Y si tenés la figura [se le muestra la figura inicial] se puede construir ese
segmento ED de manera que quede pentagono?

A3: No.

Confirmamos, a partir de la entrevista, que la estudiante no concibe Ia
posibilidad de construir el segmento ED en base a la conveniencia de obtener un
pentadgono y pareceria mas bien que el segmento ED y los puntos A, B, C debe
considerarlos en otras situaciones, por ejemplo, determinando un cuadrilatero o

un tridangulo.

La necesidad de la estudiante de considerar distintos casos, éitendra algun
vinculo con el tratamiento en clase de demostraciones que implican la
consideraciéon de distintos casos y la insistencia de los profesores en tener

cuidado en considerar todos los casos?
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Frente al cuestionario 2 consideramos que la estudiante tiene un esquema de

argumentacién deductivo con y sin uso de ejemplos y externo autoritario.

El esquema de argumentacién de esta estudiante es centralmente deductivo y
hay visos tanto de esquemas de argumentacién empirico perceptivo e inductivo

como externo autoritario.

Alumno 4

Cursa Fundamentos y Geometria por primera vez.

En el cuestionario 1, frente a la actividad 1 escribe que es verdadera pero sin
argumentar. Se ve que trabajé pero borra todo lo que hizo. Esto nos llevd a

preguntarle en la entrevista:

E: En esta actividad escribiste algo y borraste, ¢por qué?

A4: Si, probé con ejemplos y me dio, obvio. Y cuando la quise escribir no me
salié formalmente, entonces borré.

E: Y probar con ejemplos, ¢no vale?

A4: Y... no es formal. Puede que se cumpla para los nimeros que yo verifiqué

pero puede haber otros que no verifican.

La estudiante tiene claro en qué consiste una demostracién. Sabiendo que no
habia elaborado una demostracién para la actividad asume que lo que pensd
carece de valor. Los procesos que pueden conducir finalmente a elaborar una
prueba no son valorados por esta estudiante. Lo Unico que parece tener valor
para ella es el producto final: la demostracion terminada, completa. Esto puede
ser el reflejo de lo que se vive cominmente en las aulas de matematica, sobre

todo en bachillerato y nivel terciario.
En la actividad 2 conjetura en base a mediciones con semi-circulo en dos casos

concretos que no tienen nada especial. Esto le permite convencerse que la suma

de los angulos es 360°. A continuacién demuestra en forma deductiva.
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En la actividad 3, a partir de los dos ejemplos que se le brindan induce una

expresion general, como se muestra a continuacion:

44

Como podemos observar, por un lado no tiene en cuenta que las bases de las
potencias son numeros consecutivos, por otro, suma las potencias en vez de
restarlas, aunque en lo que sigue esta pensando en una resta. Demuestra que

su conjetura es falsa mediante un contraejemplo.

En la actividad 4 elabora una demostracién recurriendo a dos tridangulos
isdsceles. Es de destacar que presenta una figura donde marca lados iguales

cuando en la figura no lo son.

E: ¢Por qué borraste la figura inicial que hiciste? [Consistia en una cometa.]
A4: Porque si lo hago muy perfectito me confundo y empiezo a anotar

propiedades que me parecen verdaderas que por ahi no se verifican...

Con la respuesta de la estudiante queda claro que la figura finalmente construida
por ella fue intencionalmente hecha asi para que en la elaboracién de su
demostracion no incluyera propiedades “visuales” no deseadas. La figura hecha
al principio seguramente permitia “ver” simultdneamente la igualdad de las
parejas de lados y de un par de angulos opuestos. Consciente que una figura de
tales caracteristicas puede promover una respuesta empirica o que puede llevar
a confusion haciendo que se tomen como propiedades algunas particularidades
que se estan viendo, es que la estudiante ex profeso opta por una figura que
podriamos llamar de analisis. Hay una conciencia en esta estudiante que la
figura responde a las condiciones iniciales (dos pares de lados consecutivos
iguales) que se le dan en el enunciado y que la igualdad de los angulos opuestos

debe extraerse de dichas condiciones iniciales y no de la figura. Esta estudiante
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parece conducirse en el trabajo geométrico siguiendo la maxima atribuida a

Poincaré: La geometria es el arte de razonar bien sobre figuras mal hechas.

Consideramos que el esquema de argumentacion de esta estudiante frente a las
actividades de este cuestionario 1 es deductivo con y sin uso de ejemplos con

algun rasgo externo autoritario.

Frente al cuestionario 2, en la proposicién 1, reconoce como convincentes las
pruebas 3 y 4, que son las que estan sustentadas en un razonamiento deductivo.
Rechaza la prueba 1 por tecnicismos (hay un entonces que no estd justificado)
pero no reconoce que no se toman en cuenta todos los casos. Esta identificando
la prueba como deductiva y lo que reclama es mayor justificacion. El formato en
gue se presenta esta prueba, éestara influyendo en su aceptacion parcial de la
misma? Las pruebas 2 y 5 las rechaza por tratarse de casos particulares o por

falta de justificacién.

En la proposiciéon 2, reconoce la prueba 2, que es deductiva, como convincente,
“siempre y cuando demuestre que la suma de los angulos internos de un
pentagono es constante”. Reconoce que la prueba es deductiva a condicion de
que se demuestre la propiedad en que se basa. En la entrevista reconoce saber

que la suma de los angulos interiores de un pentagono es constante.

E: ¢La suma de los angulos interiores de un pentagono es constante?

A4: Si.

E: ¢Y podrias demostrarlo?

A4: Si, trazo diagonales y se forman tres triangulos, asi que la suma es 180 x 3.
E: ¢Y por qué condicionas la validez de la prueba a la demostracion de eso?

A4: Porque si no, no estd completo. Hay que demostrar todo.

E: Pero para vos, ¢ya no estaba claro?

A4: Si, pero me lo piden...

La exigencia de la estudiante parece tener su origen en las exigencias que se
imponen en nuestras aulas. El hasta donde demostrar no es una necesidad
genuina de la estudiante sino que es incorporada por ella por una imposicion

externa.

70



No la convencen las pruebas 3 y 5 por tratarse de casos particulares. Tampoco la
convence la prueba 4: aunque el argumento le resulte “sUper razonable” dice

que “no lo demuestra ni siquiera con ejemplos”.

La estudiante reconoce la virtud de un argumento deductivo para uno o unos
casos particulares, en la medida que hacen que “la demostraciéon valga y sea
cierta para esos casos”. En este sentido pareceria que valora el argumento de la
prueba 4, que pretende ser general, como el mas matematicamente pobre en la

medida que ni siquiera se dan argumentos deductivos para algun caso.

En la prueba 1 reconoce los argumentos erroneos que la llevan a rechazarla.
Esto ya seria una condicion suficiente para rechazar esta prueba. No obstante,

w

llama la atencion que la estudiante dice: “si la letra afirma que la suma es
constante, el alumno debe darse cuenta que si llegé a que la suma en cuestion
no es constante, su razonamiento es erréneo”. De esta afirmacion podemos
inferir que la estudiante asume que la veracidad de una proposicidon viene
incluida en su enunciado. En la entrevista le preguntamos acerca de la

afirmacion antes mencionada.

A4: Si vas a demostrar tenés que llegar a lo que dice la afirmacion.

E: Y si te digo esta proposicion: el opuesto del opuesto es el opuesto.

A4: Esperd que asi en el aire se me complica, dejd que agarre una lapicera...
[Escribe el 2 y piensa en opuesto y opuesto de opuesto en ese caso y responde.]
No te creo.

E: ¢Qué dirias de la proposicion?

A4: Que es falsa... Capaz que el alumno pens6 que la proposicion era falsa...

E: Quizas... pero vos ¢{qué pensas?

A4: En esta prueba me parece que la idea de ustedes no era plantear algo que
no era cierto y que nosotros nos enfocaramos en demostrar eso sabiendo que no

era cierto... Yo en una prueba creo en lo que estd diciendo el profesor.

Podemos sacar en claro que esta estudiante piensa que las proposiciones que se
proponen en una prueba tienen que ser verdaderas. Esto se condice con la forma
en que se presentan las actividades de demostrar y los teoremas en clase:

“demuestra que...” y “teorema”. Las proposiciones que tienen el estatus de
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teoremas en la matematica son verdaderas. Las actividades del tipo “"demuestra

que...” por lo general son de proposiciones verdaderas.

Identificamos en esta estudiante una razén de procedencia externa que le
estaria impidiendo valorar la validez o no de una prueba por la forma en que

estd dado su enunciado.

Frente al cuestionario 2 podemos decir que la estudiante presenta un esquema

de argumentacion deductivo sin uso de ejemplos y externo autoritario.

El esquema de argumentaciéon de esta estudiante es deductivo sin uso de

ejemplos y externo autoritario.

Alumno 5

Esta estudiante cursa Geometria y Fundamentos por primera vez.

En el cuestionario 1 trabaja en las cuatro actividades. En las actividades 1 y 3,
gue involucran relaciones aritméticas, sustituye las variables por distintos
valores y a partir de ahi conjetura y explica lo que “ve”. Parece no necesitar otra

justificacion ademas de los ejemplos que proporciona, como podemos ver en su

produccion frente a la actividad 3.
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Como podemos observar no conjetura acerca de lo que realmente se pide, que
es la relacion entre las bases de las potencias y el resultado. No parece entender

el enunciado.

En las actividades 2 y 4, que son actividades geométricas, nuevamente basa sus
argumentaciones en lo que esta viendo en las figuras. Si bien esto responde a
una argumentacién empirica, en la actividad 2 da una explicacién que parece ir
mas alla del caso concreto que muestra la figura: traza el segmento AB y a partir
de esto sostiene que “la suma de los angulos del tridngulo siempre sera
constante (180°), por lo tanto la de la figura ABC también”. En la entrevista se le

pidié que nos contara como habia pensado la actividad 2:

A5: Si tengo el triangulo ABC, no importa donde mueva C los angulos siempre
suman 180 y estos otros [sefala los dngulos conjugados internos que determina

el segmento AB] no varian.

Como vemos, aqui no hace referencia a la figura estatica sino que su argumento
tiene cierta generalidad al hacer variar el punto C y por otro lado esa
generalidad no la hace extensiva a los puntos A y B. Su argumento tiene

componentes empiricos.

El andlisis anterior nos indica que esta estudiante a la hora de generar pruebas

tiene un esquema de argumentacidon empirico perceptivo.

En el cuestionario 2, las pruebas que esta estudiante considera convincentes
para cada una de las proposiciones son aquellas que estan presentadas en un
formato que incluye mucha notacién simbdlica mas alld que en ambos casos
sean falsas demostraciones. Al explicar por qué la convencen dice que “esta muy
bien explicado cada uno de sus pasos y llega al resultado” (proposicion 1,

prueba 5) y “porque explica todo claramente” (proposicién 2, prueba 1).

En este segundo cuestionario parece tener claro que la presentacién de unos
cuantos casos concretos no constituye una demostracion. Esto se contrapone a
su forma de argumentar frente al primer cuestionario donde sus pruebas

consisten en brindar varios ejemplos.
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Podemos decir que esta estudiante se convence por la forma de la prueba y no
por los argumentos puestos en juego. No parece reconocer las pruebas erréneas

y tampoco las correctas.

A partir del analisis anterior esta estudiante, cuando se trata de analizar
argumentos de otros, presenta un esquema de argumentacion externo

notacional.

El esquema de argumentacion de esta estudiante es empirico perceptivo y

externo notacional.

Alumno 6

Esta estudiante cursa por primera vez Geometria y estda recursando

Fundamentos.

De las cuatro actividades del cuestionario 1 realiza las actividades 1 y 2. En la
actividad 1 sustituye en la expresion con n = 3 y n = 6. Luego de comprobar que
el resultado es par para estos dos casos borra lo hecho y pasa a considerar el
caso general. Esto nos da el indicio de que la estudiante estaria ocultando los
argumentos que le permitieron formular su conjetura, como si esta actividad
fuera de segunda categoria y no debiera figurar en la produccién final. En la

entrevista, al preguntarle por qué habia borrado nos dice:

A6: Empecé probando con un par y un impar y me dio.
E: ¢Y por qué borraste?

A6: Porque eso lo hice solo para ver si se cumplia o no.
E: De acuerdo, pero ¢por qué no los dejaste escritos?

A6: Porque no importan... los ejemplos no demuestran nada...
El averiguar, indagar, hacerse una idea mas clara, acerca de la pregunta

formulada no parece verse por esta estudiante en esta actividad, como algo

deseable a dejar registrado, lo que si le importa es el resultado final alcanzado.

74



Importa el producto final elaborado y no el proceso de elaboracion de una
conjetura. Es muy probable que en sus cursos pasados y presentes la estudiante
no se haya visto enfrentada a situaciones donde tiene que resolver sobre el valor
de verdad de una proposicidén. Los cursos de matematica suelen hacer hincapié
en la demostracién de proposiciones que ya se le presentan al estudiante como
ciertas como en el caso de los teoremas o de las actividades del tipo “demuestre

que...".

Aborda el caso general separando en n par o impar. Para cada caso analiza la
paridad de cada uno de los tres términos de la expresién. Esto lo hace
basandose en proposiciones que da por ciertas: par por par es par, par por impar
es impar e impar por impar es impar. En un solo caso, ademas de dar una
explicaciéon general (“como n es impar, al multiplicar n.n sabemos que todo
impar por impar es igual a un nimero impar”) incluye entre paréntesis, y con
una escritura mas clara, ejemplos: 3.3 =9, 7.7 = 49, 13.13 = 169, etc.”

En este caso parece necesitar —-no queda claro si para autoconvencerse o para
convencer al lector- recurrir a ejemplos numéricos. El andlisis de cada uno de
estos términos le sirve como base para concluir acerca de la paridad de la suma

de estos tres términos, es decir de la expresion original.

E: ¢Por qué ponés ejemplos en este caso y no en los otros?

A6: A ver... En estos otros casos estaba segura de que se cumplia... en este me
vino la duda y por eso hice los ejemplos...

E: ¢Y por qué lo escribiste mas clarito?

A6: Ta, era para mi, tendria que haberlo borrado.

La estudiante recurre a ejemplos para estar segura que la propiedad que enuncia
se cumple, pero no considera que eso deba quedar registrado en lo que entrega.
Vemos aqui indicios de una exigencia externa ya que ella si los necesita para
convencerse pero no es deseable mostrar porque el “otro” de alguna forma lo

desvaloriza.

El esquema de argumentacidn de esta estudiante frente a esta actividad es

deductivo sin uso de ejemplos.
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En la actividad 2 la estudiante empieza afirmando que la suma de los tres
angulos si es constante. No se sabe cdmo arriba a esa conjetura. A continuacion
describe cdmo estd pensando la situacidon. Nos preguntamos si esa descripcidon
corresponde a una explicacion de cémo llega a la conjetura formulada
inicialmente o si toma la conjetura como cierta y procede a continuacion. Segun
describe, va haciendo variar los tres puntos pero cada uno por vez. En la figura
aparecen dos posiciones distintas para el punto A y dos posiciones distintas para
el punto B. Afirma que mientras el angulo A aumenta el angulo C disminuye y el
tercero queda constante. En forma analoga considera el movimiento del punto B.
Al variar el punto C su medida “puede aumentar o disminuir, variando también
las medidas de los angulos A y B”. Sus observaciones son correctas, pero dichas
observaciones no son correctas para explicar el fendmeno, en la medida que
llevan implicita la afirmaciéon “lo que aumenta un angulo es lo mismo que

disminuye el otro”.

Si se trata de la explicacion de como elabord la conjetura, su esquema de
argumentacién es empirico. Si en cambio estd tomando la conjetura como
verdadera, su explicacion se transforma en un razonamiento circular y podria
entenderse que “uno de los dangulos aumenta lo que el otro disminuye” porque la
suma es constante. Si es este el caso, su esquema de argumentacion seria
externo autoritario dado que estaria reformulando lo que hay que demostrar

como si fuera una verdad para ella. Salimos de la duda en la entrevista:

E: ¢Sabias que la suma de los angulos A, B y C era constante?
A6: Si porque movi el punto A y vi que el angulo A aumentaba y el angulo C

disminuia lo mismo...

Sy pREek dle
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Su argumento, a partir de la entrevista, queda claro es empirico y lo que escribid
fue una descripcién de cémo lo pensd. Su esquema de argumentacion frente a

esta actividad es empirico perceptivo.

A partir de lo analizado en este primer cuestionario el esquema de
argumentacién de la estudiante es deductivo sin uso de ejemplos y empirico

perceptivo.

Frente al cuestionario 2, proposicion 1: la prueba 1 es la que mas le convence
porque “no utiliza niumeros concretos para la demostracidén”. Parece tener claro
que, para que sea una demostracidon, no alcanza con solo proponer ejemplos
concretos. Esta argumentacién es la que mas la convence ademas porque “a
través de una demostracion simple se ve generalizado que la proposicidon es
verdadera para todo natural”. Esta generalidad le resulta relevante en la medida
que “no deja afuera muchos otros casos que pueden no cumplir con la
proposicion inicial” como cuando se refiere a la prueba 2, que es la que menos le
convence. Sin embargo, la estudiante no llega a percatarse de la particularidad
que se esconde bajo la apariencia de generalidad de la prueba 1. Es asi que
pareceria estar convenciéndola la forma en la medida que esta argumentacion

solo valida la suma de dos numeros impares iguales.

La prueba 4 le “suena convincente” siempre y cuando se pruebe que la
combinacion de las posibles terminaciones de los impares es par. En este caso,
mas alld de la forma comprende el razonamiento, aunque dicha forma no suele

ser la tradicional en que generalmente se presentan los teoremas.

En la proposicion 2 se refiere solo a las pruebas 2 y 3 que son las que la
convencen. En la prueba 2 dice “aunque movamos los puntos A, B y C sus
angulos van a variar, disminuyendo o aumentando pero su suma siempre va a
ser constante”. En la prueba 3, al explicar por qué la convence este argumento
explicita que hace variar el segmento AB manteniéndolo perpendicular a las
rectas a y b y de esta manera se mantienen constantes los angulos rectos y
varian los angulos interiores al tridngulo pero manteniendo su suma constante
dado que son los angulos interiores de un triangulo. Al mover el segmento AB

esta constatando que el argumento es generalizable a infinitos tridngulos. A
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pesar de su esfuerzo consciente de generalizar no llega a percatarse de lo

particular de que el segmento AB sea perpendicular a las rectas ay b.

Lo expresado por esta estudiante frente a las pruebas 2 y 3 de la proposicion 2
nos llevan a tomar conciencia de una diferencia en las formas de pensar de un
profesor y un estudiante. Cuando el profesor hace uso de una figura, como en
las pruebas 2 y 3, estd pensando en una familia de infinitas figuras de las cuales
las que representd son su representante y el razonamiento que hace sobre ella
es naturalmente extensivo y aplicable a todas las figuras de la familia. Cuando
un estudiante observa la misma figura que hizo el profesor es posible que esté

viendo solo esa figura y no esté viendo la familia que encierra.

En este segundo cuestionario la estudiante presenta un esquema de

argumentacién deductivo con uso de ejemplos y externo autoritario y notacional.

El esquema de argumentacién de esta estudiante es deductivo con y sin uso de

ejemplos, externo autoritario y notacional y empirico perceptivo.

Alumno 7

Esta estudiante cursa por primera vez Fundamentos y Geometria.

En el cuestionario 1, actividad 1, elabora una demostracion deductiva
distinguiendo segun n par o n impar. Explicita las proposiciones que usa en su
demostracion. No figuran ejemplos previos a la prueba, es decir no hay una
conjetura sino que la respuesta a la actividad se da en simultaneo con la

explicacion.

En la actividad 2 varia el punto A dejando B y C fijos. A partir de esto observa
gue “cuando a un angulo se le suma determinada medida al otro se le resta”.
Luego procede en forma analoga variando el punto B y dejando A y C fijos. Su

esquema de argumentacion frente a esta actividad es empirico perceptivo.

En la actividad 3 a partir de los dos casos que se le dan formula una conjetura

general verbal adecuada que expresa en forma simbdlica de la siguiente
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manera: A? - B2 = A + B. Culmina diciendo “pero no se me ocurre una
fundamentacion para eso”. En esta actividad si formula una conjetura. En la

entrevista se le pregunt6 qué era para ella una fundamentacién y nos dice:

A7: Explicar el por qué generalizado, sin poner ejemplos como los que estan aca
[sefiala los dos ejemplos que se le presentan en la actividad]... sin niumeros.
Fundamentacion tiene que ser algo general, sin condicionarlo a los numeros, no
voy a probar hasta 1001, 1002.

E: Y si probaras hasta el 1001, 1002, ;ya estarias convencida que es asi 0 no?
A7: Yo si... pero siempre han pedido que lo hagamos sin ejemplos.

E: ¢Quiénes te lo han pedido?

A7: Ma&s que nada aca en el IPA pero también en quinto en Matematica 2 te
pedian que lo hiciéramos sin ejemplos. Y después, casi siempre, si lo hacés con
ejemplos no les sirve.

E: ¢A vos te sirve?

A7: Si lo pruebo con muchos, muchos, muchos, si... con cinco o seis no.

E: ¢Y el muchos, muchos, muchos, hasta cuando?

A7: Hasta el 100.

E: ¢Y para vos ya estaria? ;Te convenceria?

A7: Quizéas no del 1 al 100 sino 100 numeros salteados.

E: ¢A quién no le sirve?

A7: A los profesores, a ustedes.

A partir de la entrevista resulta claro que para convencerse a la estudiante le
hubiese alcanzado probar con varios casos. En su respuesta a la actividad
prueba solo con dos e inmediatamente pasa a escribir una expresién general y
simbdlica para su conjetura y esto es generado por una exigencia externa. Ella
sabe qué debe hacer (qué se le exige) pero no sabe cdmo. Parece darse una
lucha entre sus criterios de auto conviccidon y los criterios que llegan a ella a

través del profesor.

En la actividad 4 construye con regla y compas un cuadrilatero con dos pares de
lados consecutivos iguales y observando la figura concluye que “dos angulos
[opuestos en su figura] me quedan necesariamente iguales”. Su esquema de

argumentacién frente a esta actividad es empirico perceptivo. Es de destacar
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gue hace una construccidon con regla y compas teniendo en cuenta la igualdad de
los pares de lados consecutivos. La igualdad de los dangulos los “ve” a posteriori
de la construccién. Es muy distinto a que si hubiese hecho una figura a mano
alzada donde lados y angulos se presentarian simultdneamente no dejando
apreciar que la igualdad de lados condiciona la igualdad de un par de angulos

opuestos.

A la hora de generar pruebas para las actividades que se le propusieron, esta
estudiante tiene un esquema de argumentacion empirico perceptivo e inductivo,

deductivo sin uso de ejemplos y externo autoritario.

En el cuestionario 2, frente a la proposicién 1, el argumento que da para
justificar que la prueba 1 es la que mas la convence es el mismo que esgrime
para no reconocer como las mas convincentes a las pruebas 3 y 4 -que llega a

comprender en profundidad- como se puede observar a continuacién:
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Por esto concluimos que el motivo que la convence es la forma de la prueba 1.
No la convencen las pruebas 2 y 5 y explica claramente dénde esta la falla de

cada una.

Al trabajar en la proposicién 2, frente a la prueba 1 afirma que la convence
“porque utiliza métodos que ya conocemos como verdaderos como por ejemplo
que PB+y=235(angulo exterior)”. Lo que hace que esta prueba le resulte
convincente es que cada paso estd “debidamente” justificado. Esto parece
impedirle ver que dichas propiedades se estan aplicando en forma inadecuada. O

sea que la convence que la suma de los angulos no es constante.

En la prueba 4, “podria ser correcto pero no me convence la forma de abordarla,
no me resulta suficiente para afirmar nada”. Aqui, de alguna manera, hace
explicito que las demostraciones deben tener una forma determinada. Es de
destacar que esta prueba es muy similar a la elaborada por ella misma en la

actividad 2 del cuestionario 1.

Un primer comentario a realizar es que frente a estas dos pruebas lo que la
convence esta fuertemente influido por la forma de presentacion del argumento

mas que por el sentido del argumento.

Llega a comprender la prueba 3 a partir de la lectura de la prueba 5 donde figura
un caso particular de lo planteado en la prueba 3. Necesitd este ejemplo para
entender y asi convencerse que la prueba 3 es correcta. No percibe que esta

prueba es también una situacion particular.

Parecen convivir en ella las proposiciones (q) vy (no gq) ya que la convencen
pruebas que afirman que la suma es constante y que la suma no es constante.
Preguntada por este aspecto en la entrevista la estudiante respondié “no me di

cuenta... una debe estar mal pero..".

De acuerdo a lo analizado previamente la estudiante, frente al cuestionario 2,

presenta un esquema de argumentacion externo notacional.
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El esquema de argumentacion de este estudiante es externo notacional y
autoritario, empirico ingenuo en sus dos variantes y deductivo sin uso de

ejemplos.

Alumno 8

Cursa por primera vez Fundamentos y Geometria.

En el cuestionario 1, frente a la actividad 1 sustituye la expresion por 1, 2y 3y

elabora una explicaciéon genérica distinguiendo segln n par o impar basandose

en lo observado en esos tres casos, como podemos ver en la siguiente figura.

La argumentacion que presenta es una descripcion de lo que percibe en los

ejemplos. Se trata de un esquema de argumentacién empirico perceptivo.

En la actividad 2 esta estudiante conjetura en simultaneo con la explicacion. Se
basa en cuatro ejemplos para observar que los angulos A, B y C varian y
basandose en que las rectas a y b son paralelas afirma sin argumentar que la

suma de los 3 dngulos es constante.
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Por lo tanto consideramos que su esquema frente a esta actividad es externo
autoritario ya que reformula lo que supuestamente quiere probar y lo toma como

verdadero.

En la actividad 3 describe todas las relaciones que observa en los ejemplos

dados y en los tres que agrega.

Como se puede observar en la figura anterior, a partir de los casos considerados
formula una conjetura adecuada respondiendo la primera pregunta que se le
planteaba. Incorpora también observaciones generales de distinto tenor: por un
lado, escribe una generalizacion expresada en forma algebraica del primer
término de la igualdad y, por otro, describe con palabras algo que ya esta
contenido en la expresion anterior pero que parece no darse cuenta. La
estudiante formula una nueva conjetura referida a una relacién entre los

resultados que no estaba vinculada a la pregunta original.

Todo esto nos indica que su esquema frente a esta actividad es empirico

perceptivo.

De acuerdo al analisis anterior esta estudiante frente al cuestionario 1 presenta

un esquema de argumentacién empirico perceptivo y externo autoritario.

En el cuestionario 2, ante la proposiciéon 1: Lo convencen las pruebas 1 y 5 que
las ve “mas analiticas” que las otras ya que “se toman términos genéricos”, se
usan simbolos y se aplican propiedades. Al tratarse de dos pruebas que no son

demostraciones y teniendo en cuenta los comentarios anteriores parece que es
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la forma y no el contenido lo que estaria primando en lo que convence a esta
estudiante. Le queda claro que proponer una serie de ejemplos no alcanza para
justificar (prueba 2). Es mas, si aparecen ejemplos esto daria la pauta de que no
es una demostracion. Con este argumento es que rechaza parcialmente la
prueba 3. Otro argumento para rechazar la prueba 3 es el lenguaje coloquial: “a
pesar de su lenguaje coloquial me pareceria interesante que estuviera justificada
de otra manera”. No le convence la prueba 4 porque se basa en afirmaciones que

para ella no estan probadas.

Ante la proposicion 2, declara que la convencen las pruebas 2, 4 y 5, que son las
gue no tienen ningun planteo simbdlico. A pesar de que la convencen, al explicar
sus motivos, dice que entiende lo que se plantea pero sefiala la ausencia de
“férmulas”, “generalizacién”, “estructura analitica”, “lenguaje mas técnico” y

puede que no sean “una justificacion valida para algun grado mas formal”.

Para esta estudiante la forma en que se presenta una prueba influye en su
aceptacion de la misma: en la proposicién 1 la convencen las dos pruebas que
mas notacion incluyen y en la proposicion 2 sefiala la ausencia de formalidad
ante las pruebas que la convencen. Parece considerar que la manera en que se
deberia presentar una prueba “formal” debe contener notacién simbdlica y estar
organizada en forma secuenciada. Por un lado, la estudiante expresa que “es
mas dificil de comprender a través de simbolos y aplicando propiedades”, pero a
su vez tiene muy presente las exigencias del medio al decir “quizd no es una
justificacion valida para algun grado mas formal”.

Consideramos que esta estudiante, frente al cuestionario 2, presenta un

esquema de argumentacién externo notacional.

El esquema de argumentacion de esta estudiante es externo de las dos variantes

y empirico perceptivo.

Alumno 9

Cursa por primera vez Geometria y Fundamentos.
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Al trabajar en las actividades 1, 3 y 4 del cuestionario 1, esta estudiante recurre
a argumentos empiricos para fundamentar sus respuestas. Por ejemplo, en la
actividad 1 sustituye en la expresion por 1, 5y 2 para verificar si la proposicion
es verdadera o no. A continuacion sustituye con el niumero 213. Al cumplirse en
este caso, afirma que “el resultado es siempre par”. Algo similar sucede cuando
trabaja en la actividad 3 donde formula una conjetura adecuada y la expresa
como n? - (n-1)> = n + n - 1, sin constatar la igualdad en forma algebraica.
Arma la conjetura a partir de los ejemplos dados y de un ejemplo que agrega
(252 - 24?) y asegurandose que las bases deben ser consecutivas a través de un
ejemplo en el que no lo son (122 - 10%). En ambas actividades, luego de
considerar algunos casos con numeros chicos, recurre a un numero
especialmente elegido para mediante esta forma corroborar si se sigue
cumpliendo o no y asi dar el salto a afirmar que se cumple siempre. Esto es lo
que Balacheff (1998) denomina experimento crucial: cuando los estudiantes,
concientes de la necesidad de generalizacién, optan por un ejemplo lo mas

excéntrico posible, y asumen asi que la conjetura siempre se cumple.

Es de resaltar que en la actividad 3, para asegurarse que las bases de las

potencias son consecutivas recurre a un caso donde las bases no lo son.

En la actividad 2, luego de nombrar con a, B,y a los complementos respecto de

360 de los angulos A, B y C, plantea la siguiente ecuacion:

~ ~

360-a+360-3+360-y=A+B+C
1080-a-f-y=A+B+C

Ni la primera ecuacién ni la transformada le permiten llegar a ninguna

conclusién.

Por lo detallado anteriormente podemos decir que presenta un esquema de

argumentacion empirico experimento crucial a la hora de generar pruebas.

En el cuestionario 2, frente a la proposicion 1 plantea que en las pruebas 2 y 3

“me faltarian mas datos para poder plantear una generalizacion”. Ante esto nos
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preguntamos ¢éa qué se refiere? ¢Sera por la presencia de ejemplos numéricos o
a la falta de manipulacién simbdlica? En la entrevista, al preguntarle por qué en

las pruebas 2 y 3 le faltaban datos nos dijo:

A9: [sefalando la prueba 2] hago 3 + 5 y es 8 pero puedo seguir asi con todos
los numeros... y en la prueba 3 es lo mismo, puedo agarrar todos los numeros
pero asi estaria muchisimo tiempo.. y de esta manera no son una
generalizacion.

E: ¢Y qué es para ti una generalizacion?

A9: Es cuando lo escribimos asi... con letras.

Como vemos, lo que reclama a estas pruebas es que no incluyen una expresion
general simbdlica que englobe todos los casos. Lo mismo sucede ante las
pruebas 4 y 5 de la proposicién 2: al no contener expresiones simbdlicas

también clama por “mas datos”.

Frente a las pruebas 1 y 4 sostiene “me convencen porque me parecen

convincentes y cierto lo planteado”. Preguntada en la entrevista sostiene:

A9: La prueba 4 esta diciendo lo mismo que la prueba 1 con palabras. Si pongo
40 me queda 40 x 2 = 80 y 80 mas 1 es 81 que es impar y termina en impar...
lo mismo con el otro... y me da 162 que es par...

E: ¢Viste qué decia la proposiciéon 17?

A9 lee la proposicion: “la suma de dos numeros impares es un numero par” y
agrega:

A9: Al sustituir por 40 da 81 en ay 81 en b, que son impares...

La estudiante confirma que es consciente que esta frente al mismo numero
impar pero eso no le genera ningun conflicto con el enunciado de la proposicion.
Esto es entendible en la medida que no hay ninguna contradiccién: ella esta
frente a dos numeros impares cuya suma es un numero par. El conflicto lo
tenemos nosotros que en la proposicion estamos incluyendo un “para todo” que

el enunciado no hace explicito.
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Frente a este cuestionario 2 consideramos que la estudiante presenta un

esquema de argumentacion externo notacional.

El esquema de argumentacion de esta estudiante es externo notacional vy

empirico experimento crucial.

Alumno 10

Este estudiante esta recursando por segunda vez ambas asignaturas.

En el cuestionario 1, frente a la actividad 1 sustituye por 1, 2 y 3 pero no

responde la pregunta que se le planteaba. En la entrevista relata:

A10: Fui tanteando, fui probando, fui sustituyendo... pero asi se puede seguir
hasta infinito... lo que hice no abarca.. tendria que haber hecho una
demostracion que abarcara todos los naturales... la verdad que fue un desastre.
E: Pero, ¢quedaste convencido?

A10: Me hubiera gustado hacer una demostraciéon que abarcara para todos los

naturales... pero no se me ocurrié como.

El estudiante tiene claro que una serie de ejemplos no son una demostracién,
pero a pesar de ello reconoce que no se le ocurrié cdmo elaborar una y lo mejor

que pudo ofrecer son ejemplos.

Frente a la actividad 2 parece no llegar a poder concebir toda la generalidad de

la situacion que se le plantea.

=
LR
-
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Solo puede pensar en la variacién de los puntos A, B y C en una traslacion. Su

esquema de argumentacion frente a esta actividad es empirico perceptivo.

En la actividad 3, a partir de los dos casos que se le presentan, observa que los
resultados son impares. Conjetura que “el resultado de la operacién sustraccion
de 2 numeros consecutivos de exponentes iguales es impar”. No llega a
responder lo que se le pregunta. Su esquema de argumentacion frente a esta
actividad es empirico perceptivo.

En la actividad 4 dice que “no existe cuadrildtero que cumpla con esa condicion”
pero no da ninguna justificacion para su afirmacion. Con respecto a esta

actividad en la entrevista le preguntamos:

E: ¢Pensaste en algunos cuadrilateros especiales?

A10: No porgue creo que dejaria de ser cuadrilatero.

E: A ver... olvidate de los angulos. ¢Existe un cuadrilatero con dos pares de lados
consecutivos iguales?

A10: ... rectangulo, cuadrado... me pongo nervioso ante las personas que estoy...

ustedes estan alla arriba...

Pensamos que esta Ultima afirmacién del estudiante es la que nos da el marco
general de la entrevista: el estudiante estaba nervioso, se comia las ufas,
pensaba cuidadosamente cada palabra que iba a emplear, no entendia lo que él
mismo habia escrito en los cuestionarios y descalificaba sus propias

producciones.

Frente a este primer cuestionario consideramos que su esquema de

argumentacién es empirico perceptivo y externo autoritario.

Ante el cuestionario 2, en la proposicion 1, la que mas le “gusta” es la prueba 1.
La argumentacién que da para esto consiste en poner en palabras lo que
consigna la prueba y utiliza lo que dice la proposicion para justificar. De acuerdo
con los esquemas de Sowder y Harel (1998) se trataria de un esquema de

argumentacién externo autoritario.
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Frente a las otras pruebas solo escribe respuestas minimas para tres de ellas.

Preguntado en la entrevista por lo que habia escrito contesta:

A10: ;Qué habré querido poner ahi? En ese momento no sé por qué puse eso.

El estudiante no puede reconocer lo que él mismo habia escrito, sus propias
palabras no tienen sentido para él. Esto nos lleva a preguntarnos sobre lo que

escribid: éfue escrito para conformar a otros?

En este cuestionario vemos que el estudiante presenta un esquema de

argumentacién externo.

El esquema de argumentacién de este estudiante es bdasicamente externo

autoritario con rasgos de empirico perceptivo.

Alumno 11

Cursa por primera vez ambas asignaturas.

En las actividades 1, 3 y 4 del cuestionario 1 presenta claramente un esquema

de argumentacién deductivo sin uso de ejemplos. Esto puede verse a

continuacion:

{ f f’/)(fj ( f 201 + bh44-
g = y /
2 ( 14 G +3 t+2) 2 Z 7 L A ¢ v >
A ] " ) :" J 7 o f , W o
/! T llf‘ - "1? )l ; (.ﬁ lﬁf‘ l[ |

g & N e T B -
234 4340+ 19 = 2 (194 +124, Y7 ) o5 D
.'/“ ( ; '7{' f-" Lo 4 JI{.. l/f ‘ Y R : ("’//_ ,/ =

89



“(f '} 4 4 (_I - :'1 1
{ J' { o
Pt { Lt !F{ : \ ; )
- /. ] } | y
A
I . 5 )r.
X | 5
V
/ / / / ;
3 ( g il P r/ g 23 g / / / z
F Z VAL ‘ol g Ao
{ ! | X / £ L 5"-'.-/‘“:‘.‘; & "'L"'J
/ 4
il , - { (/
VAl % il ngd
od

En la actividad 2, presenta una figura general y escribe: “si A, B y C estuvieran
alineados o + B +y=360°". Al preguntarle sobre esta actividad, en la entrevista nos

cuenta:

All: En un primer caso pensé que los puntos estuvieran alineados y
perpendiculares a las rectas... de esa manera los angulos serian 90 [el A], llano
[el C] y 90 [el B]... eso lo tomé como un primer caso... ya basandome en un

resultado traté de generalizar.

Surge en la entrevista algo que no habia quedado registrado en la respuesta
escrita al cuestionario entregada por el estudiante. Esto nos permite ver que

pensd la situacion en un caso particular lo que le permitid conjeturar que la
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suma de los tres angulos era constante y que valia 360°. Destacamos la
importancia de poder generar intencionalmente casos particulares, especiales,
como un primer paso hacia el autoconvencimiento y la elaboracién de

conjeturas.

Por todo lo anterior, este estudiante a la hora de generar pruebas presenta un

esquema de argumentacion deductivo sin uso de ejemplos.

En el cuestionario 2, proposicién 1, le convence la prueba 1 porque reconoce que
2(2n + 1) es par pero no tiene en cuenta que la prueba no es genérica. No le
convencen las pruebas 2 y 3 “porque van a casos particulares”. En la prueba 3,
el ejemplo inicial que serviria de guia para redactar la justificacion, parece ser
mas potente que el argumento escrito en forma coloquial que sigue. No dice
nada de la prueba 4. Argumenta claramente porque no le convence la prueba 5.

En la entrevista:

E: ¢Por qué no dijiste nada de la prueba 4?

All: No me convence porque va a los nimeros y no va a la estructura de los
ndameros... en las pruebas 1 y 5, por mas que no convencieran, por lo menos
trabaja con los nUmeros como incégnita, como variables, te da un paneo... en las
pruebas 2 y 3 son casos concretos... no quiere decir que la prueba 4 esté bien o
mal, mi primera impresién es que es un poco menos formal que las otras por
mas que no me convenzan las mas formales [sefala la prueba 5]... pero puede

palabristicamente estar bien.

El estudiante, a partir de lo dicho, da muestras que tiene una idea
predeterminada de cdmo debe ser una demostracién: atender a la generalidad
mediante el uso de lenguaje simbdlico. Las pruebas 2, 3, y 4 no tienen este
formato y por eso son rechazadas por este estudiante. Veamos otro pasaje de la

entrevista:
E: ¢Las pruebas 2 y 3 no te convencen?

All: Porque son casos particulares.

E: ¢Las dos?
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All: En la prueba 2 son casos... en la prueba 3 la formalizaria mas, haria una
mezcla de la prueba 1 y la 3... no sé para qué puso ese ejemplo en la prueba 3.
E: ¢Para qué lo habra puesto?

All: Ah... para sacar una generalidad...

E: Y la generalidad, ¢no esta dicha en lo que escribe?

Al1l: Si, esta dicha...

E: Pero a vos no te convence.

All: Si, me convence, pero le faltaria... no sé, yo estoy acostumbrado a ver mas

asi [sefala la prueba 1] con letras.

Vemos que el estudiante es capaz de reconocer la generalidad de la prueba 3
dada en lenguaje coloquial pero a pesar de ello rechaza su formato privilegiando
la prueba 1, por ejemplo, que cumple con los requisitos por él esperados pero
qgue no es general. Esto lo confirma cuando le volvemos a preguntar por la

prueba 4:

Al1l: No tengo una herramienta general que me permita decir si esta bien o
mal... a partir de las afirmaciones del estudiante no puedo sacar conclusiones... él

hace afirmaciones de la galera...

El formato de la prueba le condiciona incluso la lectura de la prueba. Este
estudiante estad valorando, previo a afrontar el analisis de lo escrito, que sin
simbolos no se puede concluir nada general. En la medida que en las pruebas 2,
3 y 4 aparecen numeros y no simbolos, no son tenidas en cuenta por este
estudiante como candidatas a pruebas aceptables y ni llega a leerlas en
profundidad alegando para las pruebas 2 y 3 que remiten a casos particulares.
Vemos la presencia en este estudiante de factores externos que estan influyendo
en su toma de decisiones. Las pruebas que no incluyen notacion no son

consideradas por él como factibles demostraciones.

Otro aspecto de como influye la forma en su manera de considerar una prueba lo

podemos apreciar en el siguiente pasaje de la entrevista:

E: ¢Vos crees que la suma de dos impares es un namero par?
All: Si.
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E: ¢Por qué?

All: El nidmero impar lo podés escribir como par mas uno, 2n+1, mas otro
numero que esté formado por una estructura 2k+1 te va a dar dos por k mas n
mas 2 [2(k+n) + 2] y los dos son multiplos de dos por lo tanto es multiplo de
dos.

E: Mira la prueba 1.

Al11: Ah! Usa el mismo n! Y te da el mismo numero. Ahora que yo la dije me doy

cuenta que esta mal porque usa dos veces el mismo namero.

El estudiante, en la entrevista, fue capaz de elaborar mentalmente y expresar
oralmente una demostracion para la proposicién, y de esta manera fue capaz de
reconocer que la prueba 1 no contemplaba la generalidad que él reclama a una
demostracion. Ante la prueba 1, su prejuicio de la forma, pareceria que es lo que

le impididé reconocer su falta de generalidad.

En la proposicién 2, rechaza la prueba 1 porque se llega a que la suma de los
angulos no es constante y eso “contradice a lo que se plantea”. Pareceria que
una demostracion es solo para las proposiciones verdaderas. Veamos lo que nos

dice en la entrevista:

E: Frente a la prueba 1 escribiste “no me convence, contradice a lo que se
plantea”.

All: Nada mas por esto: si yo te digo demostrame que es constante y vos me
demostras que no.. Cuando me dan un problema para demostrar tengo que
demostrar lo que me dice... Aca dice que la suma de los angulos es constante... y
el tipo demostré que no es constante... si me pasa eso, algo hice mal yo...

E: Pero, ¢leiste la prueba 1?

Al1l: No, como demostraba que no era constante ya ni la lei.
Aqui se refleja otro mandato incorporado en su experiencia como estudiante: las

proposiciones que se presentan en el ambito escolar son verdaderas y hay que

demostrarlas.
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Reconoce las insuficiencias de las pruebas 3, 4 y 5 por lo que las rechaza. Lo
convence la prueba 2 donde incluso sefiala que habria que explicar mejor donde
se ha de construir el segmento ED.

Este estudiante, a la hora de analizar pruebas elaboradas por otros, tiene un

esquema de argumentacion externo notacional y deductivo sin uso de ejemplos.

El esquema de argumentacion de este estudiante es deductivo sin uso de

ejemplos y externo notacional.

Alumno 12

Cursa por primera vez Fundamentos y Geometria.

En el cuestionario 1, frente a la actividad 1, toda su respuesta consiste en lo
siguiente: “Si porque la suma de 2 impares te da un par y si le sumas un par a
otro par este da par.” Esto nos llevd a pensar que el estudiante estaba pensando
en los numeros 7, 3 y 4 que figuran en la expresiéon que se le daba. En la

entrevista nos lo confirma:

E: Leé lo que escribiste frente a la actividad 1.

A12: [luego de leer] Pah, horrible... [vuelve a leer]

E: ¢Cuales son esos impares y pares que sumas?

Al2: Yo pensé en el 7 y el 3 pero no pensé en el n... porque si sumas dos
impares te da par y si suméas dos pares te da par.. eso si es cierto, pero no

pensé en el n.

El estudiante da una respuesta que le resulta satisfactoria aunque la misma no
tiene ningun sentido matematico. No llega a comprender lo que se le esta
preguntando, es recién en la entrevista que toma conciencia de la presencia de n
en la expresién. Lo que tuvo en cuenta para su respuesta fueron exclusivamente
los coeficientes numéricos de la expresién que se le daba y son estos
coeficientes los que suma para dar una respuesta. La respuesta, si la aislamos
de su contexto de la actividad, es cierta, y este aspecto es el resaltado por el
estudiante en la entrevista (“eso si es cierto”). Enuncia una propiedad genérica

verdadera que implicaria un argumento no valido para demostrar la conjetura
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pero que él toma como satisfactorio. Consideramos que frente a esta actividad

presenta un esquema de argumentacion empirico perceptivo.

En la actividad 2, agrega lineas a la figura y parece reconocer en ella angulos
correspondientes entre paralelas en la medida que los deja marcados. Esto es

todo lo que hace.

En la actividad 4 construye con regla un cuadrildtero con un solo par de lados
consecutivos iguales y sus angulos distintos. No tuvo en cuenta que la pregunta
gue se le planteaba hacia referencia a la existencia de un cuadrilatero con dos
pares de lados consecutivos iguales. Asumiendo que estd respondiendo la
pregunta que él entendid, épodemos inferir su esquema de argumentacién frente
a esta actividad? En un principio pareceria empirico, en la medida que su
argumento se basa en una figura que construyd y muestra como evidencia para
su respuesta afirmativa. También podria ser deductivo ya que nos preguntamos
écomo demostrariamos la existencia de un objeto matematico —en este caso un
cuadrilatero que cumple ciertas condiciones- sino a través de la construccién de

uno?

En la actividad 3, a partir de los calculos en los dos casos dados, formula la
conjetura en forma simbdlica: a? - (a - 1)> = 2a - 1, y a continuacion prueba

algebraicamente.

En esta actividad usa lo empirico para formular en forma simbdlica una conjetura

gue luego usa para demostrar la proposicion.

Su esquema de argumentacién frente al cuestionario 1 consideramos es empirico

perceptivo y deductivo sin uso de ejemplos.

En el cuestionario 2, frente a la proposiciéon 1 lo convence la prueba 1 porque
“generaliza para todos los casos”. Generalizar, éimplica expresar algebraicamente
y aplicar propiedades? No ve que la prueba es para infinitos casos pero sigue

siendo particular.
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No le convencen las pruebas 2 y 3 “porque van a casos particulares”. En la
prueba 3, el ejemplo inicial que serviria de guia para redactar la justificacion,

parece ser mas potente que el argumento escrito en forma coloquial que sigue.

En la entrevista, frente a la prueba 3 dice:

Al12: Hizo sumas... y eso no alcanza... yo siempre me acostumbré asi.
E: ¢:Donde te acostumbraste?
A12: Del liceo... siempre si hacés dos casos ;cOmo sabés si se va a cumplir

siempre?

En este momento de la entrevista le explicamos detalladamente en qué consiste

la prueba 3 y a continuacion le preguntamos:

E: Pero a vos, internamente ;te convence?

Al12: Eso parece convincente... pero sigo con lo mismo, me gustaria generalizarlo
para todo.

E: ¢Qué te falta?

Al2: Buscar una forma de generalizacibn para demostrar que se cumple

siempre.

No reconoce a la 4 como prueba mas alla de estar de acuerdo con el argumento.

Alega que no se puede demostrar asi, que hay que generalizar. En la entrevista:

E: En tu respuesta a la prueba 4 decis: “estoy de acuerdo pero hay que
demostrar que es asi generalizando”. ;/Qué es lo que hay que demostrar?

A12: Que se cumple para todos los casos, no para casos particulares.

E: ¢Cudles son los casos particulares?

Al12: Ahi dice que “todo numero impar termina en 1, 3, 5, 7 o 97, habria que
encontrar un contraejemplo para ver si es asi... que eso no lo hice...

E: ¢(Contraejemplo de qué?

Al12: Para demostrar que todo nimero que terminaen 1, 3,5, 7, 0 9 es impar.

E: ¢Estas de acuerdo que si un nimero terminaen 1, 3, 5, 7 0 9 es impar?
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Al12: Si, si es que no se encuentra otro, un contraejemplo, un nimero impar que
no sea asi... Por lo que se ve si vos te ponés a escribir nUmeros, si, parece que

si... pero no hay una prueba general de eso.

A este estudiante, ver ejemplos de sumas o cifras en las pruebas (como en la
prueba 4) parece serle determinante para su decisién de afirmar que falta una
demostracion general. Que una prueba contenga ejemplos hace que no siga
leyendo el resto de la prueba, que no se interese por el argumento en que se
basa. Es mas, en las entrevistas referidas a las pruebas 3 y 4, queda explicitado
gue no habia entendido —quizas por no leerlos- los argumentos, y luego de que
se les explicaran detalladamente, sigue insistiendo en que igual hay que
demostrarlos para todos los casos. Parece seguir la maxima: “ejemplos no
prueban”. Lo que parece guiar las respuestas de este estudiante es la idea que si
en las pruebas aparecen nimeros entonces estas no tienen generalidad. Otro
aspecto a resaltar de las respuestas de este estudiante es que reclama
“generalizacion” para una prueba. Esta generalizacién consiste para él en la
utilizacién de simbolos ya que la Unica prueba que considera convincente es la 1

“porque generaliza para todos los casos”.

La argumentacion de la prueba 2 la toma como una conjetura que “si sirve como
una guia para llegar a una demostracién general”. En el mismo sentido se
expresa ante la prueba 5 de la proposicién 2 frente a la que afirma “esta bueno
para encaminarse pero uno tiene que buscar generalizarlo”. No rechaza
directamente los ejemplos sino que los considera utiles para en una etapa

posterior llegar a una generalizacion.

En la prueba 5 de la proposicién 1 sigue el razonamiento y dice que estd mal
porque “estd demostrando tomando como cierto lo que estd demostrando”.

Mirando en conjunto sus respuestas a la proposicién 1 vemos que las Unicas
pruebas que le merecieron la categoria de demostraciones, y por tanto les
dedicé una lectura atenta, fueron la 1 y 5, que son las que tienen un formato

simbdlico.

Frente a la proposicién 2 no dice nada de las pruebas 1, 2 y 3. En la entrevista

afirma que no las entendié. Rechaza la prueba 4 porque deja fijos los puntos B y
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C vy en la letra del problema dice que los puntos A, B y C son variables. En la
prueba 5 reconoce que no hay generalidad y que solo se trata de casos

especificos que considera Utiles para encaminarse hacia una demostracion.

Este estudiante deja constancia de una marcada diferencia entre sus
producciones frente a las actividades de geometria y las de aritmética.

Frente a este segundo cuestionario consideramos que el estudiante presenta un
esquema de argumentacion externo notacional y deductivo sin uso de ejemplos.
El esquema de argumentaciéon de este estudiante es deductivo sin uso de

ejemplos, externo notacional y empirico perceptivo.
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7. Resultados globales, conclusiones, reflexiones vy

consideraciones para la enseianza

A continuacion presentamos los esquemas de argumentacién emergentes de los
doce estudiantes tomados en cuenta para este estudio, de acuerdo al analisis
realizado en el capitulo anterior, teniendo en cuenta el marco tedrico presentado

en el apartado 4.
7.1. Resultados globales

Para resumir la informacién del capitulo anterior hemos codificado las

subdivisiones de los esquemas de nuestro marco tedrico de la siguiente manera:

1 Autoritario
= Externos '[

2 Notacional

a Perceptivo

. d 3 Empirismo Ingenuo '[
squemas de L. b Tniluckiv
Argumentacion Empiricos '[ ductivo

4 Experimento Crucial

5 Con uso de ejemplos
== Deductivos -[

6 Sin uso de ejemplos

Una primera impresidon que surge del analisis es que en general, observando en
conjunto las respuestas a los cuestionarios 1 y 2 y lo dicho en las entrevistas, no
se podria decir que tal o cual estudiante presenta un esquema de argumentacion
en estado puro frente a una misma actividad y frente a un mismo cuestionario

(Ver Anexo).

Eso es compatible con lo que dicen Cabassut et al. (2012, p. 174) refiriéndose a
los sistemas de Balacheff (1988) y de Harel y Sowder (1998): “"Ambos sistemas

comparten el problema de que no siempre es sencillo relacionar un
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comportamiento argumentativo a cierta categoria; mas bien esto podria requerir
una cantidad considerable de interpretacion”. En este mismo sentido, hemos
detectado que los estudiantes que participaron en nuestro estudio presentan una
variedad de esquemas tanto frente a una misma actividad como frente a
distintas actividades lo que coincide con lo que manifiestan Martin y Harel
(1989), Ibafies (2002), Flores (2007) y Arellano (2013) en las conclusiones de

sus respectivos trabajos.

Esto se puede observar en el siguiente cuadro:

Alumno Esquema en base Esquema en base Esquema de
al cuestionario 1 al cuestionario 2 argumentacion

Al 1y2y6 5y6 l1y2y5y6
A2 6 2y 6 2y 6

A3 3ay3byb 1y5y6 ly2y3ay5y6
A4 2y5y6 l1y5 l1y6

A5 3a 2 2y3a

A6 3ay 6 ly2y5 ly2y3ay5y6
A7 l1y3ay3byé6 2 ly2y3ay3by6
A8 Jayl1 2 ly2y3a
A9 4 2 2y 4

A10 3ayl1 1 1y 3a

All 6 1y2y6 6y2

Al2 3ay 6 2y 6 2y6y3a

7.2. Conclusiones

Concientes de la dificultad que implicaba la tarea a abordar decidimos, en una
primera instancia, poner el foco de atencidon en cada uno de los cuestionarios por

separado para tratar de comprender y explicar el fendmeno.

Como ya se dijo, el cuestionario 1 pone al estudiante en la posicién de generar
argumentos para autoconvencerse de qué esta sucediendo en cada actividad. En
general no conoce a priori si las proposiciones son verdaderas o falsas y debe

primero conjeturar para luego argumentar.
Los resultados de los trabajos de los doce estudiantes frente al cuestionario 1

podemos observarlos en la siguiente tabla que representamos en el diagrama

adjunto:
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Alumno Esquema en base
al cuestionario 1 Deductivo Externo
Al 1y2y6
A2 6
A3 3ay3by6
A4 2y5y6
A5 3a
A6 3ay6
A7 ly3ay3byé6
A8 Jayl1
A9 4
A10 3ay1
Al1l 6
Al2 3ay6 Empirico

Como podemos observar, los esquemas de argumentacion de los estudiantes
estan repartidos entre deductivos y empiricos en forma bastante equitativa, no
existiendo ningun estudiante cuyos esquemas sean puramente externos. Esto
ultimo resulta bastante légico ya que frente a actividades que son nuevas y que
representan problemas genuinos, los estudiantes no pueden recurrir
exclusivamente a lo que dice su profesor, un libro, algin compafiero, su
memoria 0 a argumentos notacionales ya que es este el que en definitiva debe

generarlos.

De los doce estudiantes, frente al cuestionario 1, cuatro presentan un esquema
de argumentacion definido: dos deductivos y dos empiricos. Pero, iqué esta
sucediendo con los siete restantes? ¢Qué significa un esquema deductivo y
empirico, deductivo y externo o empirico y externo? Se hace necesaria una

explicacién para poder comprender bien esta situacion.

Del andlisis del capitulo anterior podemos decir que entre los estudiantes que
presentan un esquema de argumentacion deductivo y externo se encuentran
aquellos que son capaces de elaborar argumentos que involucran una serie de
cadenas deductivas en algunas actividades pero que ocultan -ya sea no
presentando o tachando- los intentos que hacen para aclararse a si mismos la
situacion involucrada en la actividad. Solo muestran lo que consideran que “esta
bien” desvalorizando el proceso de busqueda de clarificaciéon y entendimiento.
También estan aquellos estudiantes que entienden qué es una prueba deductiva
pero ocultan y rechazan lo que ellos pueden ofrecer tachando o borrando los

intentos que no terminan en lo que ellos consideran una demostracién. Por
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ejemplo, el estudiante Al, en la actividad 3 del primer cuestionario, rechaza
todas las ideas que plantea ya que no pudo completar la prueba diciendo “no
hice nada”. Pareciera que lo Unico que tiene sentido para estos estudiantes es la

demostracion acabada.

Los estudiantes que consideramos presentan un esquema de argumentacion
empirico y deductivo son los que frente a alguna de las actividades pueden
elaborar pruebas “deductivas” en la medida que plantean una cadena de
razonamientos validos. A pesar de esto, frente a otras actividades del mismo
cuestionario lo que pueden ofrecer son argumentos empiricos ingenuos
(perceptivos o inductivos). Este resultado se condice con el de Ibafes (2002, p.
16) en la medida que los estudiantes “utilizan uno u otro [esquema] segun las
peculiaridades de lo que se les propone, o, incluso, emplean varios al mismo

tiempo”.

También se encuentran aquellos estudiantes que al intentar justificar los pasos
de una prueba deductiva proponen alguna propiedad que consideran verdadera
pero necesitan ir comprobandola. Por ejemplo, la estudiante A6 plantea que
impar por impar es impar y escribe debajo de esto, en un tono mas claro:
3.3=9, 7.7=49, 13.13=169, como para corroborar que su afirmacion si es cierta

y asi lo confirma en la entrevista.

En este esquema también estan los estudiantes que luego de conjeturar y
presentar un argumento deductivo sienten la necesidad de verificar lo que

terminan de demostrar en un caso concreto.

Los estudiantes que presentan un esquema de argumentacion empirico y
externo son aquellos que para autoconvencerse les alcanza con probar con
algunos ejemplos y luego inducir una propiedad general o aquellos que miden o
se dejan llevar por las propiedades que observan en la o las figuras con las que
ejemplifican. Lo descrito hasta ahora seria la caracterizacion de un esquema
empirico pero lo que hace la diferencia es que declaran que lo hecho por ellos no
alcanza porque “los ejemplos no prueban nada” o tachan lo hecho por tratarse

de ejemplos simplemente —-esto se deduce de las entrevistas-.
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La ausencia de esquemas de argumentacion externos en estado puro
consideramos se debié al tipo de actividades que se les propusieron a los
estudiantes y que con esa intencion habian sido asi disefiadas. Este resultado es
concordante con el estudio realizado por Flores (2007) trabajando con
profesores y donde se evidencia que estos no presentaron esquemas de
argumentacién autoritarios. Esto se pudo deber a que las actividades del curso

estuvieron encaminadas a formar conjeturas y buscar su validacion.

Un panorama global de los esquemas de argumentacidn de los estudiantes
frente al cuestionario 2, donde tienen que analizar pruebas elaboradas por otros
y decir cudles de estas pruebas los convencen o no y por qué, es el que

podemos apreciar a continuacién:

Alumno Esquema en base )
al cuestionario 2 Deductivo Externo
Al 5y6
A2 2y 6
A3 1y5y6
A4 1y5
A5 2
A6 1y2y5
A7 2
A8 2
A9 2
Al10 1
All 1y2y6
Alz 2y6 Empirico

Lo primero que llama la atencion al observar el diagrama es la preponderancia
del esquema de argumentacidon externo en los estudiantes cuando se los

enfrenta al anadlisis de pruebas elaboradas por otros.

Un solo estudiante tiene un esquema de argumentacién deductivo en estado
puro en la medida que lo convencieron las pruebas deductivas aunque
aparecieran escritas en lenguaje natural y detectd las fallas de las pruebas que

usaban notacién matematica.
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Once de los doce estudiantes presentan rasgos marcados del esquema de
argumentacién externo, cinco de los cuales estan en estado puro. La asignacion
de un esquema de argumentacién externo para estos estudiantes se debié a la

presencia de una o varias de las siguientes caracteristicas en sus respuestas:

« La presencia de numeros en una prueba hace que sea descartada como
convincente. El origen de esta consideracion empleada por mas de un estudiante
-siete de los doce- pareceria ser que “los ejemplos no demuestran”. Esto lleva a
que al percibirse la presencia de algun o algunos ejemplos (como en el caso de
la prueba 3 de la proposicién 1) ya se descarte la prueba como convincente y

que ni siquiera se lea la parte de la prueba escrita en lengua natural.

« Una prueba para ser convincente debe incluir notacidn matematica y todo debe
estar fundamentado, segin lo manifestado por ocho de los estudiantes. Esta
caracteristica hace que sean consideradas convincentes pruebas que tienen este
aspecto pero que solo contemplan casos particulares o las fundamentaciones
que incluyen son falsas, lo que concuerda con los hallazgos de Martin y Harel
(1989). Este aspecto de la prueba es determinante en su aceptacién y parece
impedir la consideracion de los argumentos y detalles que conforman la prueba,
su aspecto general ya resulta lo suficientemente convincente como para analizar
los detalles de la misma. Es asi que, por ejemplo, no se llega a tomar conciencia

de los casos particulares a los que se refiere la prueba 1 de la proposicién 1.

« Una prueba dada en lenguaje natural no es convincente. Esto lleva a que
algunos estudiantes ni siquiera lleguen a leer el texto de pruebas como la 4 de la
proposicion 1 o la prueba 2 de la proposicién 2. Pareceria haber un componente
gestaltico de primera impresion global que determinara lo convincente o no de
una prueba: si no incluye notacién matematica no es convincente y si la incluye

si es convincente.

« Las proposiciones son verdaderas. La prueba 1 de la proposicion 2 es
considerada no convincente por algunos estudiantes en la medida que prueba
que la suma de los angulos A, B y C no es constante. Recordemos que el
cuestionario 2, proposicidon 2, consistia en pruebas que fundamentaban el valor

de verdad de la proposicién “la suma de los angulos A, B y C es constante”. La

104



afirmacion en que consiste la proposicién es considerada de antemano como
verdadera. Puede concluirse que, para algunos estudiantes, las actividades
escritas en forma de proposicion en el ambito escolar son consideradas
verdaderas y por lo tanto hay que probarlas. El estudiante All lo dice
expresamente “Cuando me dan un problema para demostrar tengo que
demostrar lo que me dice... Ac4 dice que la suma de los angulos es constante... y

el tipo demostré que no es constante... si me pasa eso, algo hice mal yo...”

Frente al cuestionario 2, lo que convence o no a los estudiantes, no tiene que
ver con la comprension de las pruebas en la medida que en muchos casos no
llegan a esa instancia, sino que estd vinculado a los factores de procedencia

externa antes mencionados.

Podemos observar globalmente lo producido por los estudiantes frente a los dos

cuestionarios en el siguiente esquema:

Alumno Esquema en base Esquema en base
al cuestionario 1 al cuestionario 2
Al 1y2y6 5y6
A2 6 2y 6
A3 3ay3by6 1y5y6
A4 2y5y6 1y5
A5 3a 2
A6 3ay6 ly2y5
A7 ly3ay3by6b 2
A8 3ay1l 2
A9 4 2
Al10 3ay1 1
All 6 1y2y6
Al2 3ay6 2y 6

Deductivo

Empirico
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En el cuestionario 1 el estudiante necesariamente debe realizar acciones que le

permitan entender y generar explicaciones que le sean significativas.

No ocurre lo mismo con el cuestionario 2 donde no necesariamente el estudiante
tiene que pasar por una etapa de entendimiento ya que hay otros aspectos que

influyen en la aceptacion o no de las pruebas.

En el cuestionario 1 el estudiante estd en un lugar que no es frecuente: el de
generador de argumentos y por lo tanto es imprescindible que se conecte con
sus propios conocimientos. Las preguntas formuladas en las actividades que
conforman este cuestionario -como se fundamentd previamente- buscan
generar un vacio en el estudiante en la medida que este no tiene una respuesta
y tiene que generarla apelando a sus propios argumentos. Hay un componente
central de incertidumbre que lo coloca en la necesidad de buscar una respuesta
que le satisfaga. Este puede ser el motivo principal por el cual no se registraron
esquemas de argumentacidon puramente externos frente a este cuestionario. Es
posible que frente a actividades donde los estudiantes ya conozcan las
respuestas a las preguntas que se les formulan se detecte una mayor presencia

de esquemas de argumentacién externos.

En el cuestionario 2 el estudiante es puesto en un lugar de observar lo hecho por
otro. Esto posiblemente le resulta de una exigencia mayor a la que enfrenté en
el cuestionario 1 ya que debe interpretar pensamientos que le son ajenos y esta
es una tarea que no estd acostumbrado a realizar. En muchos de los casos las
respuestas acerca de si las pruebas lo convencen o no toman en cuenta
exclusivamente la apariencia, la presentacién, y no el argumento de las mismas.
Quizas sea este uno de los motivos por los cuales hay una mayoritaria presencia
de esquemas de argumentacidén externos ya sea en estado puro o combinados

con esquemas empiricos o deductivos.
En base a lo antes expuesto, concluimos que los esquemas de argumentacién

presentes en los doce estudiantes de primer afio de profesorado de matematica

del Instituto de Profesores Artigas considerados, son los siguientes:
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Alumno Esquema de Deductivo Externo

argumentacion

Al 1ly2y5y6

A2 2y 6

A3 ly2y3ay5y6

A4 1y6

A5 2y 3a

A6 ly2y3ay5y6

A7 ly2y3ay3byb6

A8 ly2y3a

A9 2y4

Al10 1y 3a

All 6y?2

Al2 2y6y3a Empirico

Los resultados de la presente investigacion son coincidentes con los de Ibafies
(2002) en una investigacion hecha con estudiantes de bachillerato. Este estudio
viene al caso aqui en la medida dado que son estudiantes de bachillerato y los
estudiantes con los que hicimos nuestro estudio habian culminado bachillerato

hacia menos de un afio.

Ibafies sostiene que lo constituye comprobaciéon y convencimiento para los
alumnos de bachillerato que participaron del estudio no es algo fijo y
determinado, sino variable. La variedad se manifiesta:

- En la amplia gama de esquemas de prueba exhibidos por los alumnos.

- En la abundancia de respuestas, de una misma persona, que presentan rasgos
de distintos esquemas de prueba.

- En el escaso numero de alumnos que repiten el mismo esquema de prueba

para resolver distintos problemas.

Todos estos aspectos coinciden con lo detectado en esta investigacion.

Compartimos con este autor las conclusiones a las que arriba:

Los alumnos de este nivel se encuentran en un estado de transicién
bajo la influencia de distintos esquemas, no siendo plenamente
conscientes ni de sus diferencias ni de sus limitaciones; y, por
consiguiente, utilizan uno u otro segun las peculiaridades de lo que
se les propone, o, incluso, emplean varios al mismo tiempo. En

consecuencia, no parece conveniente -en principio- hablar del
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esquema de prueba de tal alumno, sino del esquema que ha

utilizado para resolver un problema determinado. (p. 16)

Martinez Recio (2002) encuentra que un porcentaje importante de estudiantes
acude espontaneamente a argumentaciones empirico-inductivas para hacer
demostraciones matematicas. Es decir, como sistema de demostracion acude a
una comprobacién del enunciado en varios casos particulares, con intencion de

confirmar su cumplimiento de una forma generalizada.

En nuestro estudio, las dos terceras partes de los estudiantes considerados
recurren a argumentos empiricos como forma de convencer a otros o de auto
conviccién. A diferencia del estudio de Martinez Recio, es de resaltar que el
esquema de argumentacion empirico en estado puro no se presenta sino que
aparece junto a caracteristicas de esquemas de argumentacién externos o con

caracteristicas de esquemas de argumentacién externos y deductivos.

Observamos que en nuestros estudiantes conviven, en forma no excluyente,
argumentos empiricos y deductivos. Esto coincide con lo reportado por Martin y
Harel (1989), quienes como hipotesis para explicar el fendmeno sugieren que el
marco inductivo, que se construyd en una etapa anterior al marco deductivo, no
es eliminado de la memoria cuando los estudiantes adquieren el marco
deductivo. Por otra parte, la experiencia cotidiana de formarse y evaluar
situaciones mediante el uso de evidencia para fundamentarlas o refutarlas sirve
para fortalecer el marco inductivo. En el mismo sentido se expresan Recio y
Godino (2001) a la hora de explicar la convivencia de esquemas de
argumentacién empiricos y deductivos en los estudiantes cuando abordan tareas
matematicas. Estos autores sostienen que esto se debe a que los estudiantes, de
diversas maneras, participan de distintos contextos institucionales como la vida
cotidiana, las ciencias experimentales, la matematica profesional, la ldgica, y
gue en cada una de estas instituciones el significado de demostracion es distinto
y eso posibilita la convivencia en los estudiantes de esquemas de argumentacion

empiricos y deductivos en el ambito de las clases de matematica.
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7.3. Reflexiones

Otra caracteristica que se puede desprender de las afirmaciones de los
estudiantes frente a ambos cuestionarios o en las entrevistas podria sintetizarse
en la expresién: para probar que una proposicion es falsa alcanza un
contraejemplo. Esta afirmacién es correcta. Pero en estos estudiantes pareceria
llevar otra afirmacién implicita: para probar que una proposicion es falsa la tnica
manera de hacerlo es explicitando un contraejemplo. Esta afirmacién, ademas

de mas exigente que la anterior, es incorrecta.

Harel y Sowder (1998, p. 253) sostienen en su estudio que los estudiantes con
los que trabajaron “raramente usan demostraciones por contraejemplo y no
parecen ser convencidos por ellas... ademas les resulta confuso la admisibilidad
de la demostracién por contraejemplo y la no admisibilidad de demostraciones
mediante ejemplos”. Por otro lado, “incluso cuando se halle un contraejemplo
para la proposicién, esta sigue en pie a los ojos de los estudiantes porque este

es solo una excepcion a la regla general” (Harel y Sowder, 1998, p. 254).

En la consideracion de contraejemplos para establecer que una proposicidon es
falsa debemos tener en cuenta que hay situaciones donde pareciera haber un
Unico contraejemplo -0 al menos esta es la idea que queda en los estudiantes-,

como es el caso de la funcién valor absoluto de x como la Unica funcién real que

es continua y no derivable, o como la funcién real f(x) = e como la Unica
funcidon sin primitiva. Peled y Zaslavsky (1997) sostienen que el profesor al
presentar un contraejemplo lo considera el representante de una clase mientras

gue el estudiante lo ve como un caso unico.

“Ejemplos no demuestran” es otra de las ideas presentes en muchos de los
estudiantes. Podriamos reformularla para la formacién de un profesor de
matematica de la siguiente manera: “ejemplos no demuestran, ipero cémo

aclaran!”,

La idea de que los ejemplos no demuestran viene acompafiada de una
desvalorizacion de los mismos en un doble aspecto. Por un lado, en la formacion

de una conjetura, los ejemplos muchas veces después de ser hechos por los
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estudiantes que participaron del estudio, son borrados porque no dieron paso a
una demostracion y no se los valora debidamente como un posible primer paso
en la toma de decisiéon. En otras ocasiones, donde si se elabordé una
demostracion, los ejemplos son borrados porque no forman parte de la

demostracion.

La presencia de ejemplos en algunas de las pruebas deductivas presentadas en
el cuestionario 2 lleva a que algunos estudiantes las consideren no convincentes
por el solo hecho de contener ejemplos. De esta manera la presencia de
ejemplos actia como una traba en la consideracion de los argumentos que

conforman la prueba.

Por otro lado, frente a esquemas de argumentaciéon empiricos que mostraron
algunos estudiantes frente al cuestionario 1, puede deberse a que el ejemplo sea
visto por los estudiantes sin caracteristicas especiales, particulares, y de esta
manera tenido como un representante cualquiera de la proposicion general y por
lo tanto como una via aceptable de validacion de la misma. “El ejemplo es

tomado como representativo de toda la clase” (Harel y Sowder, 1998, p. 253).

Vinculado a la consideracién de ejemplos vemos las demostraciones de
existencia donde alcanza con ofrecer un Unico ejemplo para que la proposicion
sea verdadera. En esta categoria de demostracion tendrian cabida la gran
mayoria de construcciones geométricas. éIncide esto en la vision del papel de los
ejemplos por parte de los estudiantes? Es posible que las demostraciones de
existencia no sean vistas como demostraciones por parte del cuerpo docente y
que por lo tanto este factor no sea cognitiva ni didacticamente relevante. En el
presente estudio no se tuvo en cuenta este aspecto, asi como tampoco la
consideraciéon del contraejemplo como prueba y es una posible via de ampliacion
del mismo.

Vinculado al uso de ejemplos, otro aspecto a tener en cuenta es que las
demostraciones no convencen a muchos estudiantes, por lo que estos —ademas
de las demostraciones- recurran a ejemplos para conseguir una mas plena
conviccidén de un resultado. En este sentido Fischbein y Kedem (1982, citado en

Martin y Harel, 1989) hallaron que muchos estudiantes que estaban convencidos
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por pruebas deductivas aun necesitaban verificacion empirica adicional. Esto
sugiere que la activacion de los marcos deductivo e inductivo puede ser

requerida por parte de los estudiantes para creer una proposicion determinada.

Otro aspecto a tener en cuenta a la hora de trabajar en torno a la
fundamentacidon de proposiciones matematicas es el relacionado a la forma de
escribir los argumentos involucrados en la fundamentacién. Muchos de los
estudiantes que participaron del estudio ven como una condicidon necesaria para
gue una prueba sea convincente que incluya simbolos matematicos. Pero la
presencia de simbolos también es vista como una condicidn suficiente. La sola
presencia de simbolos en una prueba actia como garante general de su

aceptacion sin que los argumentos involucrados sean puestos a consideracion.

En forma especular una prueba dada en lenguaje natural es condicion suficiente
para que sea considerada como no convincente y la sola presencia del lenguaje
natural actia como una barrera que muchas veces no permite poner en
consideracién los argumentos. Cuando los argumentos son considerados y
entendidos, la ausencia de notacién matematica es sefialada como un defecto. A
la hora de pensar en la ensefianza deberiamos tener presente lo que sostiene
Cobb (1986, citado en Almeida y Chamoso, 2001, p. 105):

Si el nifio no comprende intuitivamente que los formalismos usuales
son un convenio de la forma de expresar y comunicar el
pensamiento matematico, puede que éstos se traduzcan en dictados
arbitrarios de una autoridad. En este caso la meta global del nifio
podria convertirse en satisfacer las exigencias de la autoridad, en

lugar de aprender las matematicas por si mismas.

Las formas de escribir las pruebas es un aspecto especifico a atender en la
formacién de un profesor. Cirillo y Herbst (2012) proponen algunas alternativas

para la escritura de demostraciones en el ambito de la geometria.

Una constatacion que se desprende del estudio es que a la hora de proponer
actividades donde la responsabilidad de elaborar una prueba recae sobre los

estudiantes (como en el cuestionario 1) surgen diversidad de pruebas. La
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diversidad de pruebas empiricas es una buena via para tomar contacto con
formas de concebir las pruebas por parte de los estudiantes, aspecto que
dificilmente surja en el modelo de clase expositiva. Pero la diversidad de pruebas
también surge en las pruebas deductivas. Por ejemplo, la estudiante A4 elaboré
la siguiente demostracion:

4

>

El analisis y comparacién de distintas demostraciones puede permitir analizar los
argumentos puestos en juego en cada una asi como explicitar preferencias ya
sea en cuanto a economia, belleza u otros criterios. Esta diversidad de
demostraciones dificilmente pueda darse en el ambito de una clase donde la
responsabilidad de mostrar las demostraciones recae en el profesor. Una clase
donde la responsabilidad de elaborar pruebas sea de los estudiantes sera
indudablemente mas rica, diversa, variada, incluso puede serlo en lo referente a

las demostraciones.

Otro aspecto a tener en cuenta la hora de pensar en actividades con el propdsito

de involucrar a los estudiantes en la elaboracién de pruebas, como ya se expresé
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anteriormente, es que habiliten una gama lo mas amplia posible de pruebas. En
el caso de la actividad 2 propuesta en el primer cuestionario optamos por una
configuraciéon al presentar la figura que acompafiaba al enunciado, y dicha
eleccion seguramente afectd de alguna manera las pruebas que se produjeron.

¢Qué hubiese pasado si la figura dada hubiese sido la siguiente?

Una prueba deductiva posible tomando como base esta configuracién —usando la
idea empleada por muchos estudiantes de prolongar el segmento BC- parece
mas simple, de mas facil produccidn, es decir consistente en menor cantidad de

pasos deductivos.

A los efectos de la determinacion de los esquemas de argumentacion de los
estudiantes cualquiera de las dos configuraciones puede ser igualmente (util.
Pero a los efectos de su consideracién en clase tengamos en cuenta que si bien
ambas configuraciones habilitan demostraciones que tienen un viso de
generalidad en realidad cada una de ellas por separado no da cuenta de la
generalidad de la situacion planteada. La puesta a consideracién de los
argumentos puestos en juego en uno y otro caso pueden contribuir a esclarecer

la situacion general.

AUn considerando las dos configuraciones, cada una con su respectiva
demostracion, no estariamos dando cuenta de la situacion planteada ya que se

seguiria excluyendo el caso en que A, B y C estan alineados:
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Los argumentos deductivos que pueden dar cuenta de esta situacion no son los
mismos que entran en juego en las demostraciones anteriores, son nuevos,

particulares, peculiares.

En resumen, para dar cuenta plenamente de la situacion mediante argumentos
deductivos parece inevitable recurrir a la consideracion de tres configuraciones

distintas, cada una con sus particularidades y dificultades especificas.

Como recomendacion principal que desprendemos de nuestro estudio para tener
en cuenta a la hora de promover la elaboracion y tratamiento de pruebas en la
formacién de un profesor de matematica de ensefianza media consideramos
tratar los esquemas de argumentacidén externos, empiricos y deductivos en
conjunto. Estos tres esquemas basicos de argumentacién consideramos se
manifestaran a la hora del trabajo en clase y aparecerdn en un mismo
estudiante en distintos momentos de la elaboracion de una prueba o frente a
distintas actividades o también surgiran como formas de fundamentar una
misma actividad por parte de distintos estudiantes. Tratarlos en conjunto implica
poner en consideracion del colectivo todas las pruebas que produzca el mismo
haciendo explicitos los alcances de cada prueba, analizando lo que aporta a la
clarificacidon y fundamentacion de cada proposicion. Las pruebas generadas por
estudiantes con cualquiera de estos tres esquemas pueden aportar en este

sentido.

Las pruebas empiricas pueden cumplir un papel importante a la hora de resolver
acerca de si una proposicibn es verdadera o falsa. Constatamos una
desvalorizacion en la consideracion de ejemplos por parte de los estudiantes en
la medida que los ocultan, los tachan o los borran por no considerarlos parte del
guehacer matematico. La consideracion de casos particulares también puede
aportar en la comprension de situaciones mas generales y asi pasar a cumplir un

papel generador de comprension y de argumentos mas potentes.

Las pruebas elaboradas por estudiantes con un esquema de argumentacién
deductivo podrian considerarse en un primer momento como la panacea, como

la finalidad de la ensefanza de la matematica si de demostrar se trata. Pero
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segun se desprende de lo constatado en nuestro estudio estudiantes con este
esquema de argumentacidon también dan muestras de ciertos estereotipos de
como debe ser escrita una demostracion para ser considerada tal: debe contener
simbolos matematicos y no puede ser expresada en lenguaje natural. Este es un
aspecto a tratar en clase en la media que la forma en que se presenta el
argumento prima sobre el contenido del mismo. Compartimos con Hanna (1989)
que el valor de un argumento, ya sea que incluya razonamiento formal o
informal, puede ser juzgado solo por el grado de mayor comprensién que
promueve, por lo que recomienda que sean las pruebas que explican las que
sean usadas en la ensefianza. Un futuro profesor consideramos deberia tener
una vision amplia de las pruebas deductivas y de las pruebas en general y de
esta manera ser capaz de valorar las pruebas producidas por sus futuros

estudiantes.

Las pruebas validadas por un esquema de argumentacion externo se dieron
mayoritariamente en las respuestas al segundo cuestionario donde debian
analizar pruebas elaboradas por otros. La ausencia de simbolos y que ejemplos
no prueban eran tenidos muy presentes en este cuestionario 2 por estudiantes
gue frente al primer cuestionario —donde tenian que elaborar pruebas- habian
ofrecido argumentos empiricos como convincentes. Nos parece saludable poner
a discusiéon en la clase el andlisis de estas ideas que forman parte de las
concepciones de los estudiantes. Las demostraciones realizadas por el profesor
en el pizarrén o las que figuran en los libros de textos llevan implicita una carga
de correccion, de ser indiscutibles. Pensamos que una forma de hacer explicitas
esas ideas y ponerlas a debate es analizando pruebas del mas variado tipo y

procedencia.

Este fue un estudio centrado en aspectos cognitivos individuales y que toma en
cuenta lo propuesto en dos instancias puntuales (y entrevistas), pero la
formacién de un profesor de matematica es centralmente colectiva, se desarrolla
en un aula, y estos esquemas de argumentacién pueden sernos Utiles para
imaginar y disefiar practicas de trabajo que contemplen trabajo individual,

trabajo en pequenos grupos, trabajo de puesta en comun a la clase.
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En base a lo que constatamos en este estudio en lo referido a que muchos
estudiantes juzgan convincentes o no una prueba teniendo en cuenta su
apariencia y sin tener en cuenta sus argumentos, parece natural pensar que la
formacién que viva un estudiante de profesorado de matematica tenga en
cuenta estas caracteristicas para modificarlas. Es necesario que un estudiante
pueda entender los argumentos dados por otros, ya sea este otro un compafero,
un libro de texto o el profesor. Es necesario que cambie sus concepciones acerca
de lo que es una prueba, que no se guie por criterios externos sino por criterios
propios fundamentados, y para ello parece imprescindible enfrentarlo a distintas
demostraciones y pruebas, dadas tanto en un formato escrito como oral. El
coloquio entre pares con una adecuada intervencion del docente, parecen

aspectos imprescindibles a tener en cuenta en dicho proceso.

En el presente estudio hemos constatado la diversidad de los esquemas de
argumentacién presentes en los estudiantes que ingresan al profesorado. Esta
diversidad debe ser en primer lugar aceptada y considerada bienvenida, en
segundo lugar promovida y en tercer lugar tratada adecuadamente. El
tratamiento que proponemos es el explicitado previamente: considerar los
esquemas de argumentacion y sus combinaciones como un nudo borromeo,
donde cada uno de estos esquemas es inseparable de los otros y tiene para
aportar sobre la claridad de los otros. En la medida que un estudiante, futuro
profesor de matematica, pueda hacer consciente los aportes de cada una de
estas maneras de argumentar pensamos tendra una vision rica y compleja de los
argumentos que pueda usar en su propia formacién asi como de los que va a oir
de sus estudiantes cuando sea profesor y de esta manera no descarte a priori

ninguno de ellos.

7.4. Consideraciones para la ensefianza

Incluimos en este apartado algunas reflexiones sobre aspectos que si bien no
formaron parte de nuestro objetivo de investigacion -conocer los esquemas de

argumentacién de los estudiantes que ingresan al profesorado de matematica en

el Instituto de Profesores Artigas-, si surgen vinculados al mismo.
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Orientamos estas reflexiones en el marco de la siguiente interrogante: éestas
caracteristicas detectadas son las deseables en la formacién de un profesor de
matematica de ensefianza media?

En la asignacion de un esquema de argumentaciéon externo para algunos
estudiantes frente a la prueba 1 (proposiciéon 1) del cuestionario 2, tuvimos en
cuenta alguna, algunas o cada una de las cuatro caracteristicas mencionadas

previamente.

Estos cuatro factores consideramos fueron incorporados por los estudiantes
como consecuencia de sus practicas de aprendizaje en el aula de matematica.
Las proposiciones que se demuestran en clase y en los libros de texto son en su
mayoria verdaderas, son teoremas o ejercicios donde se pide “demuestre que...”
y dificilmente en un libro de texto se demuestre que una proposicidén es falsa o

se ponga en consideracidn si una proposicion es verdadera o falsa y por qué.

Las demostraciones presentes en los libros de texto o hechas por el profesor en
clase suelen hacer uso casi exclusivo de notacion matematica y dificilmente se

escriba una demostracién recurriendo al lenguaje natural.

A este respecto Olave (2013) afirma que los textos recomendados en el IPA
presentan un conocimiento que consiste en un conjunto de resultados (axiomas,
definiciones, teoremas) ya establecidos donde la matematica es concebida como
una organizacién légica de enunciados, reglas y procedimientos. Plantea que
esta concepcién podria inducir a los formadores a desarrollar clases en las que el
profesor es quien define los conceptos, propone ejemplos, demuestra las
propiedades y luego los alumnos aplican dichos conceptos y propiedades a la
resolucion de ejercicios. Esto puede explicar el comportamiento de los
estudiantes que frente al cuestionario 2 una amplisima mayoria (11 en 12)
presentan esquemas de argumentacidon externos, ya sea en estado puro o
combinados con esquemas empiricos o deductivos. Pensamos que esto se podria
deber a la forma en que los estudiantes han vivido el tratamiento de la
demostracion en sus cursos donde las demostraciones suelen involucrar una
secuencia de pasos deductivos y sus justificaciones haciendo uso de
manipulaciones simbodlicas. Raramente se presentan demostraciones donde los

argumentos sean dados haciendo uso de lenguaje cotidiano. Generalmente en
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las clases el estudiante observa como el docente demuestra y ante alguna
incomprension puede preguntar y el profesor explica. Frente a este cuestionario
no puede recurrir a ningun intermediario que le ayude en la comprensién de una
demostracion, no puede recurrir al docente y tampoco al estudiante que elabord
la prueba. Otro aspecto del tratamiento de la demostracion en clase es que el
profesor es el garante tanto de la verdad de lo que se demuestra como del
proceso mediante el cual se hace, transformando estos dos aspectos en
incuestionables. Esto quita al estudiante la responsabilidad sobre dos aspectos
de las pruebas: la veracidad de los argumentos y la forma de escribirlos. El no
tener esa responsabilidad posiblemente contribuye a que los estudiantes no
desarrollen y expongan sus propias formas de escribir y de esta menara

conciban que hay una manera Unica de hacerlo que es la de su profesor.

Gran parte de la responsabilidad acerca de como se aborda la ensefianza y
aprendizaje de la demostracién en el saldon de clase es del profesor y lo que
nuestro estudio muestra acerca del comportamiento de los estudiantes en lo
referido a la tematica estudiada tiene un origen en cémo los profesores
abordaron esta tematica en sus clases. A su vez, es posible que las concepciones
de los profesores en torno a la demostraciéon tengan uno de sus origenes en una

vision errada acerca de como son las cosas en la comunidad matematica.

Si en el ambito de la matematica profesional la demostracidn rigurosa no figura
entre los primeros criterios para aceptar un resultado matematico (Hanna, 1991)
épor qué en el ambito de la formacidon de profesores esta ocupa un lugar tan
preponderante? Hanna incorpora una visién de los matematicos como una
comunidad. Las matematicas pueden ser concebidas asi no solo como grandes
concatenaciones de axiomas, definiciones y teoremas regidos por una estricta
légica deductiva, sino que puede pensarse “como lo que hacen los matematicos”.
Esta visidon sirve a la ensefanza de la matematica ya que permite pensar la
matematica mas alld de sus exigencias de rigor interno e incorporar para su
ensefianza la visidon de la matematica como actividad realizada por un colectivo

(estudiantes y profesor).

Si en la misma ciencia matematica no esta claro qué es una demostracion y que

no hay un estdndar absoluto para decidir qué es una demostracién (Dreyfus,
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2000), consideramos que en la ensefianza no nos deberiamos atar a estandares
rigurosos sino mas bien asumir la demostracion en un sentido amplio, no como
algo fijado de antemano sino capaz de evolucionar con los propios estudiantes,
una concepcién de la demostracién que se desarrolle junto con la madurez
matematica del estudiante. Coincidimos con Tall (1995) en que se pueden

concebir distintas formas de demostracion apropiadas a diferentes contextos.

Una caracteristica registrada en varios de los estudiantes al considerar la prueba
1 de la proposicion 2 del cuestionario 2 consistid en que la consideraran no
convincente en la medida que era errada ya que probaba que la suma de los
angulos A, B y C no era constante y segun entendian la proposicién, por ser tal,
ya sostenia que la suma de dichos angulos era constante. Consideramos que
este hecho es consecuencia del tratamiento que reciben las proposiciones
matematicas en la enseflanza que han vivido estos estudiantes: la mayoria de
las proposiciones consideradas son verdaderas. Lo que suele estar ausente,
tanto de los textos como de las aulas, son las proposiciones falsas y mas en
general la puesta en consideracion del valor de verdad de las proposiciones. ¢Es
que la consideracién de proposiciones falsas tiene algo para aportar a la
comprensiéon matematica? Consideramos que si y mucho. Una vasta gama de
proposiciones verdaderas podrian ser mejor apreciadas si se trataran en el
marco de un conjunto de proposiciones aledafas, similares, emparentadas, que
no lo son. O también podria pensarse en actividades que consistieran en
modificar ciertas condiciones de manera de hacer que ciertas proposiciones
falsas pasen a ser verdaderas. Por ejemplo, ante la proposicion “dos rombos con
lados iguales son congruentes” podria considerarse qué nuevas condiciones
podrian agregarse para que sea verdadera. Esto podria contribuir a clarificar la
imprescindible presencia de ciertas condiciones para que la proposicion sea
verdadera y de esta forma la proposicion verdadera resultante seria vista en el
mismo contexto que un conjunto de proposiciones donde intervienen condiciones

que involucran elementos similares pero que son falsas.

¢Por qué no incluir preguntas en el trabajo matematico? éPor qué no incluir en
los cursos la decision sobre el valor de verdad de proposiciones que puedan ser
verdaderas o falsas? Los cursos actuales parecerian privilegiar la demostracion

de proposiciones que son de partida verdaderas y lo que esta en juego es cémo
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demostrarlas. Lo que estd en juego es por qué una proposicién es verdadera
pero dificilmente entra en juego una pregunta que consideramos imprescindible
y previa: éla proposicion es verdadera o falsa? La actual manera de ensefiar
puede estar contribuyendo a que la demostracidn sea vista por los estudiantes
como un ritual a seguir. Lo que raramente se pone en juego en las clases es el
valor de verdad de una proposicion. Se pierde asi una posibilidad de dar sentido
a la demostracion en los cursos: establecer el valor de verdad de una

proposicion.

Por otro lado los ejemplos también suelen ser desvalorizados por el profesor a la
hora de presentar la demostracién de un teorema mediante la no consideracion
de ejemplos que podrian contribuir a una mejor comprensién del argumento
general, tanto previo a la demostracién como a posteriori de la misma donde
podrian aportar a la constatacién y clarificacion de que la demostracion general

se aplica a casos particulares, cosa nada evidente para muchos estudiantes.

¢Es imprescindible la conjetura como paso previo a la elaboracion de una
demostracion? De Villiers refiriéndose a la funciéon de la demostracion como
medio de verificacion/conviccion se inclina por pensar que mas bien la situacién
es al revés: que la conviccidn posiblemente sea un prerrequisito para la
busqueda de la demostracion. “Por qué abstrusas y obscuras razones ibamos a
perder meses, afios incluso, para demostrar ciertas conjeturas, si no estamos ya
convencidos de antemano de su veracidad?” (De Villiers, 1993, p. 18). Este
autor menciona a Polya sosteniendo una posicién en el mismo sentido: una vez
que el teorema ha sido verificado en varios casos particulares es que
conseguimos confianza en que es cierto y es recién después de esta conviccion

en que el teorema es verdadero que se empieza a demostrarlo.

Frente a la actividad 2 del cuestionario 1 solo una estudiante realizé acciones
tendientes a establecer antes que nada una conjetura y recién después se abocé
a la tarea de elaborar una demostracion. El resto de los estudiantes que
elaboraron pruebas deductivas abordd la actividad sin tener una respuesta para
la pregunta. Esta respuesta solo fue obtenida al culminar la demostracidon. En

ningln momento formularon una conjetura acerca de si la suma de los tres
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angulos era constante o no, la demostracion fue la que permiti6 dar una

respuesta a la pregunta.

Tanto De Villiers como Polya hacen referencia al trabajo del matematico
profesional al abordar un problema para el cual la comunidad no tiene una
respuesta y donde los tiempos para elaborar una respuesta que conforme puede
medirse en meses o afos (o en algunos casos incluso siglos). Los problemas que
suele proponer el profesor en el aula por lo general difieren radicalmente de los
problemas que aborda la comunidad matematica en la medida que el profesor ya
sabe la respuesta y sabe como demostrarla, el problema puede ser resuelto y
demostrado en el tiempo de una clase. Esto ultimo también es sabido
implicitamente por el estudiante y si este no consigue elaborar una respuesta en
un lapso breve de tiempo posiblemente abandone el problema y espere la

respuesta dada por otro estudiante o por el profesor.
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Anexo

Cuadro que recopila toda la informacion surgida del analisis realizado en el

capitulo 6 en el que se detalla el esquema de argumentacion de los doce

estudiantes frente a cada actividad propuesta.

Alumno Cuestionario 1 Esquema en Cuestionario 2 Esquema en Esquema de
base a base a argumentacion
cuestionario cuestionario
1 2
Proposicién 1 Proposicién 2
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 314 5
Al X 2 6 X 1ly2y6 D|D|6y2 | 6y2 | D| D D D|(D|D 5y6 1ly2y5y6
Yy
1
A2 X 6 X 6 6 D | D|6y2 | 6y2 | D|D 2 2y 6 2y 6
A3 X 6 | 3b | 3a 3ay3by6 D|D 5 6 D| 1 D D|D|D 1y5y6 11y2y3ay5
y6
A4 6 6 |3b| 6 2y5y6 1| D D D 1|6yl | D|D]|D 1y5 1y6
Yy Yy
1 5
A5 3a | 3a | 3a | 3a 3a 2 2 2y 3a
A6 6 3a X X 3ay6 2 6 1 5 ly2y5 ly2y3ay5y
6
A7 6 |3a|3b|3a| 1ly3ay3by | 2 2 X 2 2 ly2y3ay3b
y 6 y 6
1
A8 3a 1 3a | X 3ay1l 2 2 2 2 2 2 [ 2 2 ly2y3a
A9 4 E 4 X 4 2 2 2 (2 2 2y 4
2
Al10 1 3a [ 3b | X 3ay1l 1 1 ly3a
All 6 X 6 6 6 212 2 2 1 6 1y2y6 6y2
Al2 3a X 6 6 3ay6 2 2 2 6 2y6 2y6y3a
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