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Resumen:

Mi interés por el concepto de infinito surgié ya en la etapa final de la carrera de
Profesorado de Matematica, cristalizandose en una investigacion llevada a cabo con
comparieras sobre las concepciones de infinito que conviven en los estudiantes de
profesorado de Matematica (Acosta, Figares, Lopez, Mesa, Molfino y Rivero, 2014).
En ese trabajo caracterizamos las diferentes concepciones de infinito usando el
esquema de actividades — préacticas de referencia - practicas sociales proveniente de
la Socioepistemologia (Montiel, 2011; Leston, 2011a y 2011b). En el presente trabajo
nos propusimos profundizar ese estudio, adentrandonos en el analisis del discurso
matematico escolar (dme), especificamente de uno de sus componentes: los libros de
texto.

A partir del anélisis de los textos, buscamos, por un lado, identificar qué tipos de
infinito asumen implicita o explicitamente los autores de libros de texto utilizados en
el profesorado de Matematica. A su vez, queremos ampliar la caracterizacion de los
diferentes tipos de infinitos que conviven en el dme mediante otro constructo propio
de la Socioepistemologia, los usos socioepistemoldgicos (Buendia, 2012; Cordero y
Flores, 2007; Fregueiro, 2014).

Con el objetivo de mostrar la viabilidad del proyecto, asi como la pertinencia del
marco teorico y la metodologia disefiada, seleccionamos un libro de texto utilizado
como referencia en el curso Analisis | (de Burgos, 2007). ElI mismo desarrolla los
temas que figuran en el programa de dicho curso. Analizamos la introduccion a temas,
definiciones, proposiciones, teoremas, diferentes demostraciones y ejercicios. Esto
sirvio como insumo para evidenciar como conviven en el texto dos distintos tipos de
infinito: potencial y actual, asi como también detectar, en forma incipiente, diferentes

usos del infinito: geométrico-espacial, analitico, aritmético, nominativo y descriptivo.

Entendemos que este estudio puede brindar herramientas que arrojen luz sobre la
ensefianza de un concepto que es considerado transparente en el discurso matematico

escolar tradicional, en este caso, del nivel superior.
Palabras claves:

Tipos y usos de infinito, Libros de texto, Discurso matematico escolar, Formacion de

profesores.
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Introduccion:

El concepto de infinito es abordado explicitamente en el ambito escolar recién en
algunos cursos avanzados de nivel terciario, pero esta relacionado con muchos de los
temas desarrollados en distintos cursos de Matematica de educacidn primaria, media y
superior. Ademas, es un concepto con el que tenemos contacto desde etapas iniciales
de nuestro desarrollo cognitivo en contextos extraescolares. Desde nifios intentamos
explicar el universo que nos rodea y entender las explicaciones que los adultos nos

brindan. El concepto de infinito es parte sustancial de esas explicaciones.

De ahi que nos resulte un tema sumamente controvertido: las concepciones
extraescolares y extramatematicas del infinito estan presentes cuando en ambitos
escolares, en particular en la Matematica Escolar, se comienza a hablar de él. Ademas,
las concepciones explicitas e implicitas en ambos &mbitos —escolar y extraescolar-
suelen diferir, incluso entrar en contradiccion. Por ejemplo, mismo en el ambito
extraescolar, muchas veces el término infinito es utilizado como sinénimo de mucho,
“Te lo dije infinitas veces”, esto Nos muestra una idea finitista del infinito, en otras
ocasiones se puede observar el infinito potencial como en la frase: “El espacio es
infinito”, cuando se lo dice en el sentido de que es ilimitado. Por Gltimo, mostramos
una frase en la que subyace una concepcion actual del infinito: “Te quiero hasta el

infinito” aqui se ve al infinito como un lugar fisico, como un todo.

Nos interesa desentrafiar como vive ese infinito en el ambito escolar, en este caso
ubicadndonos en el nivel superior, especialmente considerando lo construido

previamente por los estudiantes en &mbitos no escolares o escolares.

El interés sobre los distintos tipos de infinito surge en 2012 en el curso de Analisis del
discurso matematico escolar del Profesorado de Matematica, en el Instituto de
Profesores ‘Artigas’ (IPA). En dicho curso se realizé un proyecto de investigacion
sobre las diferentes concepciones de infinito que conviven en los estudiantes de
formacién docente, el cual fue profundizado luego de terminar la carrera. (Acosta,

Figares, Hanusz, Lépez, Mesa, Molfino y Rivero, 2012 y Acosta et al., 2014).

Ese trabajo se basé en Leston (2011a y b) para identificar los “tipos” de infinito
mediante una caracterizacién propia de la socioepistemologia. Detectamos que

conviven varios tipos de infinito en las concepciones de los estudiantes, entonces nos
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cuestionamos: ¢a qué se debe que coexistan esas concepciones? Pensamos que un
componente que incide en tal coexistencia es el discurso matematico escolar (dme).
Por eso buscamos ampliar lo descubierto en trabajos anteriores, estudiando si conviven
diferentes tipos de infinito en algunos aspectos del dme. En particular nos focalizamos
en el andlisis de libros de texto utilizados en la carrera de profesorado de Matematica
del Consejo de Formacion en Educacion.

Los libros que proyectamos analizar en este trabajo son algunos de los recomendados
para los cursos Analisis 1, Analisis 1l y Topologia en el IPA y Profesorado
Semipresencial. Seleccionamos estos cursos porque entre los obligatorios no optativos,
ellos son en los que mayormente se utiliza, explicita o implicitamente, el concepto de
infinito. Mientras el curso de Analisis | no trata explicitamente con el concepto ya que
no esta dentro de los contenidos a abordar el de “conjuntos infinitos”, el curso de
Topologia si contiene al concepto de infinito como un contenido explicito del
programa. Por su parte, el curso de Analisis Il no lo aborda explicitamente pero al ser
un curso del mismo grado que el de Topologia, es de esperar que los estudiantes esten

en proceso de reflexion sobre los diferentes aspectos del infinito.

Por otro lado durante los cursos del Diploma se trabajo el constructo de usos
socioepistemoldgicos, lo que nos permitio ampliar nuestra mirada. Ademas de querer
analizar los tipos de infinito desde una perspectiva socioepistemologica, nos
proponemos identificar los usos socioepistemologicos para el concepto de infinito. El
objetivo del trabajo es brindar informacidn relevante sobre qué tipos de infinitos viven
en libros de texto usados en el profesorado de Matematica en Uruguay asi como los

diferentes usos del mismo.

Exponemos el marco teodrico y el metodoldgico, disefiados especificamente para el
andlisis propuesto y, dadas las caracteristicas de extension y formato de la tesina,
realizamos el analisis de algunas secciones de un solo libro, con el fin de ejemplificar
y mostrar la viabilidad del modelo creado. Consideramos que este trabajo permitira
dejar en evidencia como conviven diferentes infinitos, incluso a la interna de un libro

de texto “formal®”

. Ademaés, mostramos evidencia de que a partir de la metodologia
propuesta es posible comenzar a delinear la identificacibn de usos

socioepistemoldgicos del concepto de infinito en libros de texto, explicitando para

*Entendemos por libro de texto “formal” a todo libro publicado y editado.
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cada uno las formas y funcionamientos correspondientes. Ello constituye un gran
desafio dado que, si bien existen trabajos previos sobre el concepto de infinito desde la
perspectiva socioepistemoldgica, no existen estudios relativos al concepto de infinito
en libros de texto ni tampoco antecedentes relativos a la identificacion de los usos del
infinito. En este sentido consideramos que puede ser un aporte muy significativo tanto
para la comunidad escolar como para la comunidad de investigacion en Matematica
Educativa.

Confiamos en que este trabajo brinde herramientas para el analisis y la reflexion sobre
nuestro dme, en particular en lo que hace a la idea de infinito que transmitimos tanto
los docentes como los libros de texto y de esta manera repensar nuestra propuesta
didctica.

En el capitulo 1 presentamos algunas investigaciones que constituyen antecedentes
relevantes para nuestra investigacion, unas relativas al analisis de los libros de texto y

otras a los diferentes tipos de infinito.

En el capitulo 2 contextualizamos y fundamentamos la problemaética a abordar. A

partir de ello, proponemos los objetivos del trabajo.

En el capitulo 3 desarrollamos el marco teorico que sustenta el proyecto, descripto en
tres apartados. El primero hace referencia a aspectos de la Socioepistomologia que
consideramos fundamentales para nuestra investigacion. El segundo, trata sobre los
tipos de infinito caracterizados desde la perspectiva socioepistemologica, mientras que
en el dltimo apartado presentamos el constructo socioepistemoldgico de los usos del

conocimiento matematico.

En el capitulo 4 describimos la metodologia de trabajo disefiada para lograr los
objetivos propuestos. Presentamos un apartado donde se justifica la seleccion del texto
a analizar y otro apartado que hace explicito los elementos que tuvimos presentes al

momento de analizar el libro de texto.

En el capitulo 5 presentamos los hallazgos de la aplicacion del marco tedrico y
metodoldgico para el andlisis de un libro de texto concreto con el objetivo de constatar

la viabilidad del proyecto.

El capitulo 6 lo destinamos a las consideraciones finales, sintetizamos lo abordado en

el proceso de elaboracion de la investigacion y exponemos las conclusiones a las que
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arribamos a partir de la reflexion sobre los hallazgos reportados en el capitulo anterior,

asi como posibles extensiones del trabajo en futuras investigaciones.
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Capitulo 1. Estado del arte

En este apartado presentamos investigaciones que por diferentes razones constituyen
antecedentes para la nuestra. Por un lado, encontramos trabajos que muestran la
relevancia del andlisis de los libros de texto, en particular como componentes
privilegiados del dme y, por otro lado, otras que refieren a diferentes maneras de

concebir al infinito.

1.1.Respecto al anélisis de libros de texto como componentes del dme:

En investigaciones de Castafieda (2002, 2004, 2006a y 2006b) se plantea que la
construccion de la matematica responde a ciertos intereses 0 preocupaciones, ya sean
eruditos o socioculturales, pero que no se produce con el propdsito expreso de ser
ensefable. Castafieda, basandose en Brousseau (1987), plantea que la transformacion
del saber con una intencionalidad didactica provoca lo que el autor denomina
despersonalizacion: la presentacion de un concepto matematico sin permitir crear o
recrear conflictos, conjeturas e interpretaciones que en sus origenes le dieron sentido y
significado. De Chevallard (1985) toma que la textualizacion es una forma de
despersonalizacion, ya que los libros de texto desproveen de situaciones asociadas con

el saber original.

Los libros de texto posibilitan ademas el control social de los aprendizajes,
dado que tienen un reconocimiento social y cultural, los libros funcionan como
una autoridad moral con un estatus de verdad en cuanto al contenido que tratan
y a la forma de como plantean problemas o aplican conceptos. (Castafieda,
2004, p. 29)

En Castafieda (2006b) se plantea que el discurso matematico escolar, entre otros
aspectos, involucra las explicaciones que brindan los docentes al dar las clases como
por ejemplo el didlogo que se puede suscitar en una clase entre profesor y alumnos
(formas orales) y las formas escritas como los programas o los libros de texto

seleccionados para dictar un curso.
En particular, en relacion a los libros de texto sefiala:

El libro de texto en el ambito escolar cumple, entre otras funciones, la de

fuente de consulta del saber que se estudia, asi como la de organizador en la
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creacion de programas de estudio, estructuracion de cursos y seminarios, o de
situaciones especificas en la preparacion de clases, elaboracién de
problemarios, guias de estudio o exdmenes. (Castafieda, 2006b, p. 254)

Castafieda, Rosas y Molina (2010) realizan una investigacién en base a la nocion
tedrica del discurso matematico escolar. A través del analisis de libros de texto
estudian la estructura y organizacion que establecen los autores como, por ejemplo, el

manejo de las definiciones, argumentos, usos de representaciones graficas, entre otros.

El proposito del andlisis del discurso matematico escolar en los libros de texto
es identificar los rasgos de tipo conceptual, de enfoque didactico o referidos a
la organizacion del saber que son comunes en las obras escolares y que han
configurado un discurso oficial para la clase de matematicas a partir del cual se
escriben nuevas obras, se organizan lecciones de clase e incluso se desarrollan

programas de estudio. (Castafieda, Rosas y Molina, 2010, p. 5)

También Cordero y Flores (2007) realizan un estudio del discurso matematico escolar
mediante el analisis de libros de texto. Para ellos, “el discurso matematico escolar es
la manifestacion del conocimiento matematico normado por creencias de los actores

del sistema didactico de lo que es la ensefianza y lo que es la matematica.” (p.14)

Plantean que en el discurso matematico escolar los libros de texto tienen un rol muy
importante, ya que norman todas las acciones de ensefianza y aprendizaje. También
expresan que el libro de texto es un marco de referencia insoslayable para el profesor y
el estudiante, ya que genera el discurso matematico que se manifiesta en la préctica

docente.

Maldonado, Rodriguez y Tuyub (2007) realizan una investigacion cuyo interés es
analizar la nocion del discurso matematico escolar y hacer un estudio sobre la
reproducibilidad de los libros de texto. Plantean la importancia que tienen como
principales recursos de los saberes matematicos ya que de una u otra manera norman
la practica docente. Sostienen que el libro de texto constituye para el profesor una
fuente de recursos tanto para las explicaciones de clase como para el conjunto de

ejercicios a resolver en el salon, para usarlos como tarea o bien para evaluaciones.

Lépez (2014) desde una perspectiva cognitiva (a diferencia de las anteriores, de corte

socioepistemoldgico) analiza la nocion del limite infinito en los libros de texto del
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calculo diferencial que se utilizan en las diferentes carreras de ingenieria de Argentina.
Basandose en Vinner (1991) plantea que las definiciones dificultan el aprendizaje de la
matematica mas que cualquier otra cosa, pues evidencian el conflicto entre la
estructura de la matematica como la conciben los profesionales matematicos y los
procesos cognitivos que intervienen en la adquisicion de conceptos. Evidencian

grandes problemas en el pasaje de la matematica elemental a la matematica avanzada.

En el articulo se busca analizar en profundidad la presentacion del concepto de limite
y los ejercicios que la acompanan en los libros de texto. Plantea que:

El lenguaje en que los libros de texto de matematica se hallan escritos tiene
peculiaridades que atafien tanto a la forma de referirse a sus objetos y las
relaciones que guardan entre ellos como a la naturaleza sintactica que rige la

composicion de su sistema simbolico. (Lopez, 2014, p.4)

En suma, por medio de los diferentes antecedentes expuestos se revela la importancia
del andlisis de libros de texto, pues conforman un componente fundamental del dme,
influyendo sobre la practica docente. Los textos son muy significativos en el dme ya
que norman el actuar del docente, que cumple a su vez un rol importante en la
institucionalizacion de conocimientos (en el sentido de Chevallard, 1991); regulan una
determinada manera de presentar el conocimiento en clase asi como las actividades o

problemas que se proponen a los estudiantes.

Destacamos que no se encuentran antecedentes directamente relacionados con el
andlisis de las diferentes concepciones del infinito que se pueden detectar en textos

utilizados en formacion de profesores ni en otro nivel, secundario o terciario.

1.2.Respecto a las concepciones del infinito

1.2.1. Desde una perspectiva cognitiva y/o epistemoldgica

En Mamolo (2009) se analizan las concepciones de infinito (actual, potencial y
finitista) que surgen a través de una secuencia de actividades en estudiantes
universitarios bajo una perspectiva cognitiva. Trabaja con estudiantes universitarios
del curso “Foundations of AcademicNumeracy”, curso que busca un desarrollo del
razonamiento cualitativo y analitico mediante el andlisis y reflexion critica de algunos

fundamentos de la matematica.
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El estudio revel6 que los estudiantes perciben el infinito como un proceso continuo, en
lugar de uno completo y acabado, lo que conduce a pensar en un predominio de la

concepcidn potencial del concepto. Ello se evidencia, por ejemplo, en las respuestas a
. . f P 1 1
una pregunta sobre la cantidad de fracciones que existen entre los nimeros AT La

mayoria de los estudiantes respondieron que existen infinitos dado que existe una
cantidad sin fin de posibles nimeros para el numerador o el denominador que formen
una fraccion como la pedida, o que se puede “seguir agregando digitos después del

punto decimal para siempre” (p. 314).

Otras actividades planteadas evidenciaron conflictos en relacion a la convivencia de
diferentes concepciones del infinito. Por ejemplo, se les dio dos segmentos
denominados A y C tales que la longitud de A es igual a la de C+x (siendo x un real
positivo) y se les preguntd sobre el nUmero de puntos de la porcion del segmento A
que tiene longitud x. Después se les pidio opinién sobre un argumento segun el cual
habria infinitos puntos, dado que co-co=cc. Esta pregunta condujo a los estudiantes a
confrontar dos concepciones del infinito, el potencial, segun el cual el infinito es visto
como un proceso, Yy el actual, segun el cual el infinito seria un nimero o entidad
especifica, visto como un objeto. También se solapaban concepciones finitistas que

entraban en contradiccion con las anteriores.

Mamolo (2009) concluye que las actividades propuestas en un contexto geométrico
favorecen la conceptualizacion del infinito mediante la priorizacion de la “medicion
del infinito”. Puede ser especialmente util para comprender por qué no se puede
definir la sustraccién entre nimeros transfinitos’ y demés aspectos relativos a la

aritmética transfinita.

En Pehkonen y Hamula (2006) también se analizan las concepciones de infinito por
medio de un estudio centrado en el desarrollo cognitivo de los estudiantes. Los autores
afirman que desde el inicio de la educacion se abordan ejemplos relacionados con el
infinito, pero casi siempre desde la concepcion potencial. Plantean que el concepto de
infinito desde sus origenes ha sido problematico, por lo que ven légico que los
estudiantes presenten dificultades(lo que nos da la pauta de que el estudio no es

meramente cognitivo sino que involucra también aspectos epistemoldgicos desde una

’Representacion del cardinal de conjuntos infinitos construida por Cantor. Los niimeros transfinitos
refieren a los ordinales infinitos, mayores que cualquier natural.
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perspectiva genética). Se analizan los resultados separandolos por cursos y edades,
concluyendo que en cursos iniciales la concepcion del infinito que predomina es la
finitista y potencial y que esto va cambiando a medida que llegan a cursos mas
avanzados. Es importante destacar que los autores plantean que uno de los motivos en
que muchos estudiantes tienen una concepcion finitista del infinito se debe a que este
concepto no se encuentra de manera explicita en los planes y programas.

Garbin y Azcéarate (2002) se cuestionan como influyen los distintos registros: verbal,
geométrico, grafico, algebraico y analitico en la conformacién de dichas
inconsistencias de los alumnos, para lo cual disefian un cuestionario con cinco
actividades que involucra el mismo concepto (suma infinita de la serie geométrica de
base %), cada una asociada mayormente a uno de los registros mencionados. Buscan
identificar, describir, categorizar y analizar las inconsistencias que manifiestan los
alumnos en sus esquemas conceptuales asociados al concepto de infinito actual.
Llegaron a la conclusion de que los alumnos pueden mantener respuestas coherentes y
consistentes, coherentes pero inconsistentes o, dependiendo de la representacion del
problema, pueden dar una respuesta consistente 0 no con el concepto, que puede ser
coherente 0 no con otra representacion del mismo problema (en otro registro).Sugieren
que al resolver problemas representados de diferentes formas, pero que contienen la
misma nocién matematica, el docente promovera que sus estudiantes realicen

conexiones logrando que no sean vistos como problemas aislados.

Hitt (2003) busca mostrar que para adquirir el concepto de limite se necesita superar el
obstaculo que no permite distinguir entre las concepciones de los infinitos. Intenta
responder si en los estudiantes y en los profesores de ensefianza media superior se
presentan obstaculos de corte epistemologico. Plantea que algunos profesores tienen
problemas a la hora de resolver actividades que involucren el concepto de infinito y
que estos son transmitidos a sus alumnos. Concluye que hay dos tipos problemas: uno
que tiene que ver con la complejidad del concepto que se quiere que los alumnos
construyan, y el otro que tiene que ver con los obstaculos generados por la forma en
que se aborda dicho concepto en el aula de matematica. El autor plantea la necesidad
de iniciar una discusion sobre el infinito actual y el infinito potencial entre los
profesores de matematica y disefiar nuevas actividades que puedan ayudar a mejorar la

ensefianza del concepto.
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1.2.2. Desde una perspectiva socioepistemoldgica

Existen también algunos estudios relativos al concepto de infinito desde la perspectiva
socioepistemoldgica. Leston (2011a) realiza una investigacion acerca del infinito y su
presencia en el discurso matematico escolar, detectando diferencias entre el concepto
de infinito trabajado en la escuela y el que se aborda en los cursos de formacién
docente en Argentina.

Desde un estudio socioepistemolégico de la evolucion del concepto de infinito,
se lograron detectar los procesos, significados y preguntas que provocaron el
surgimiento de esta nocidn, asi como también permiti6 identificar practicas
sociales, practicas de referencia y contextos de significacion para los dos
infinitos que se detectaron: uno vinculado con el analisis y el otro con el
algebra (Leston, 2011a, p.1).

Por medio de un recorrido por la historia de los sucesos que llevaron a la construccion
del infinito matematico, se puede identificar por un lado el infinito de los conjuntos, y
por otro, el infinito del espacio. El primero es estatico y entiende al infinito como lo
que ya estd acabado o bien no puede ser representado por cantidades finitas mientras
que el otro es dindmico y permite explicar la posibilidad de continuacion ilimitada de

un Proceso.

Con estas ideas de infinito se reconocen dos practicas sociales que llevaron a la
emergencia del infinito como concepto cientifico: la aritmetizacion de las cantidades
por un lado, y la geometrizacion del espacio por otro. Cada una de ellas conduce a una
concepcion particular del infinito, que la autora asocia con las concepciones actual y
potencial, respectivamente. Segun Leston (2011a), dichas préacticas deben ser puestas

en juego en el discurso matematico escolar respecto del infinito.

En el trabajo de Acosta, Figares, Lopez, Mesa, Molfino y Rivero, (2014) se presentan
algunos de los resultados obtenidos a partir de un micro disefio de investigacion que
buscaba explicitar como conviven diferentes concepciones de infinito en estudiantes
de la carrera de profesorado de Matematica del Consejo de Formacion en Educacion.
Las autoras, inspiradas en el trabajo realizado por Garbin y Azcarate (2002), disefiaron
una secuencia de actividades y la propusieron a estudiantes de formacién docente.

Basandose en el marco tedrico expuesto en Lestén (201la y b) analizaron las
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respuestas recogidas. La principal conclusion a la que arribaron es que en los
estudiantes de formacion docente conviven los diferentes tipos de infinito: potencial,
actual y finitista.

En suma, los estudios reportados muestran, por un lado, que los estudiantes presentan
dificultades cognitivas relativas al concepto de infinito y que también existen
obstaculos epistemoldgicos intrinsecos a dicho concepto. Segun esos estudios de corte
cognitivo y/o epistemoldgico, una de las razones por las que se presentan esas
dificultades radica en la manera en que es tratado el concepto en el ambito escolar,
tanto de forma explicita como en forma implicita, en el abordaje de otros contenidos
matematicos que precisan del infinito para su desarrollo. De ahi que consideremos
fundamental el estudio del abordaje del concepto en el dme, en particular en los textos.

Por otro lado, los estudios de corte socioepistemologico brindan un marco teorico
especifico desde el cual entender al infinito ya que presentan una epistemologia de
practicas relativa a €l. Sin embargo, observamos que no existen estudios que desde
esta perspectiva analicen cdmo vive el infinito en libros de texto, tanto en lo relativo a
los tipos de infinito que se pueden presentar como en lo relativo a los usos

socioepistemoldgicos de ese saber.

En la siguiente seccion fundamentamos, a partir de los antecedentes reportados, la

pertinencia del estudio que nos proponemos.
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Capitulo 2. Presentacion de la problematica

2.1. Contexto, fundamentacién vy objetivos.

La ensefianza media uruguaya bien se puede realizar en seis afios lectivos compuesta
por dos nucleos: Ciclo Bésico (CB) y Bachillerato Diversificado (BD), o por medio de
los cursos que brinda la Universidad del Trabajo (UTU). Los docentes de Matemaética
de educacion media se forman en el Instituto de Profesores “Artigas” (IPA) o en los
diferentes Centros Regionales de Profesores (CeRP) e Institutos de Formacion
Docentes (IFD), que desde el afio 2008 tienen unificado el plan de estudios en una
carrera de 4 afios de duracién. En todos los afios las asignaturas se dividen en
asignaturas generales, comunes a todas las disciplinas, y asignaturas especificas.

Las asignaturas especificas en el profesorado de Matematica son Introduccion a la
Didéactica, Didactica I, Didactica Il, Didéactica 111, Fundamentos de la Matematica,
Geometria, Analisis 1, Analisis 11, Geometria y Algebra lineal, Probabilidad y
Estadistica, Topologia, Andlisis del Discurso Matematico Escolar, Historia de la
Matematica, Fisica y Profundizaciones (a optar entre Geometria, Algebra o
Analisis).En todas ellas de manera explicita o implicita se trabaja con el infinito. En
los cursos de matematica de ensefianza media también se aborda el concepto de

infinito, mayormente de forma implicita.

Nos proponemos en este estudio brindar herramientas que nos permitan responder la
interrogante ¢a qué se debe que en los estudiantes convivan las diferentes
concepciones de infinito? Tal “convivencia” es reportada por varias investigaciones,
tanto enfocadas en lo cognitivo o epistemologico como de corte socioepistemologico
(Mamolo, 2009; Garbin y Azcarate, 2002; Lestdn, 2011; Acosta et al., 2014). Por su
parte, Pehkonen y Hamula (2006) y Hitt (2003), ademas de identificar y caracterizar
problematicas relativas a la conceptualizacién del concepto de infinito, sugieren que
una posible causa de ello radica en el dme: los primeros hacen especial mencion a los
programas mientras el segundo habla de obstaculos generados por la forma en que se
aborda dicho concepto en el aula de matematica, esto es, el discurso docente en el aula
asi como sus decisiones respecto a qué textos, actividades, tipos de argumentos o
preguntas opta por abordar.Ello nos conduce a intentar responder nuestra pregunta

mediante el analisis del dme relativo al concepto de infinito.
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Por otra parte, diversas investigaciones fundamentan sobre la importancia de los textos
en la conformacion de discursos, especificamente del dme, lo que hace que mediante
su andlisis podamos identificar rasgos conceptuales, didacticos o referidos a la
organizacion del saber (Castafieda et al., 2010; Cordero y Flores, 2007 y Maldonado,
et al. 2007).Dado que el estudio que oper6 de antecedente principal para esta
investigacion fue llevado a cabo con estudiantes del IPA (Acosta et al., 2014),
consideramos pertinente analizar en particular algunos libros de texto utilizados como
referencia en algunos de los cursos de la carrera de profesorado de Matematica en
Uruguay.

A partir de las investigaciones resefiadas, entendemos que las causas por las que
conviven en los estudiantes diferentes concepciones no son meramente cognitivas o
epistemologicas, o didacticas. Sostenemos que la interrogante que nos proponemos
responder nos conduce inevitablemente a un abordaje sistémico de las situaciones
deconstruccion, difusion y adquisicion del saber matematico. Es por eso que
adoptamos a la socioepistemologia (SE) como marco tedrico. Otros abordajes no
toman en cuenta algunos de los componentes del sistema didactico (saber, estudiante y
profesor), o bien no consideran la dimensidn social como dimensidn que resignifica a
las restantes. En nuestro caso es necesario porque estamos analizando textos como
componentes del dme, constructo concebido en el seno de la SE y porque entendemos
que los “tipos” de infinito deben ser descriptos a partir de las practicas que norman las
actividades que nos permiten identificarlos. A su vez, el infinito vive de manera
implicita en contextos extraescolares y también de manera implicita en la mayor parte
de la escolarizacion. Sélo se explicita en niveles superiores. Entonces las experiencias
previas, en el entorno social tanto de los estudiantes como de los autores de libros de

texto, son indispensables para entender sus concepciones del infinito.

Es importante remarcar que no hemos identificado antecedentes directos para esta
investigacion. Si bien hemos detectado antecedentes sobre la importancia del analisis
de los libros de texto y sobre los conflictos que presentan los estudiantes frente al
concepto de infinito, no se evidencié ninguna que relacione ambos aspectos, por lo
que consideramos muy pertinente la realizacién de la misma. Este trabajo intenta
realizar aportes para la formacion de profesores de matematica en el Uruguay con el
fin de que los resultados encontrados y las conclusiones a las que se arribe puedan ser

atiles para mejorar la formacién de los futuros docentes. Sabemos que el concepto de
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infinito vive de forma implicita en nuestras aulas pero es raramente explicitado en
alguna de las manifestaciones del discurso matematico escolar. Consideramos
importante que los docentes y los futuros docentes sean conscientes de los diferentes
usos que tiene el infinito asi como también de la convivencia de los diferentes tipos de
infinito, no solo en los estudiantes sino también en el dme, puntualmente en los textos
que utilizamos. Entendemos que con esta investigacion brindaremos herramientas para
sequir explicitando parte de lo que se pone en juego cuando el infinito aparece,
solapado, en el aula. Y asi reflexionar sobre como las diferentes concepciones y

diferentes usos del infinito conviven en el dme.
Para ello nos proponemos los siguientes objetivos generales y especificos.

Obijetivo general

Realizar aportes que contribuyan a la reflexion en torno a los distintos tipos de infinito
y usos del mismo que viven en la formacion de profesores de matematica en el

Uruguay.

Obijetivos especificos

Identificar los diversos tipos de infinito presentes implicita o explicitamente en libros
de texto de Analisis I, Andlisis 11 y Topologia, de los cursos de formacion docente en

Uruguay.

Por medio de la descripcion de esos tipos de infinito buscaremos también identificar

los usos socioepistemologicos del concepto de infinito en esos textos.
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Capitulo 3 — Marco tedrico

En este apartado presentamos las consideraciones tedricas sobre las que sustentamos el
proyecto de investigacion. Tal como sefialamos en el capitulo anterior, entendemos
que el objetivo propuesto debe ser abordado desde la perspectiva socioepistemolégica.

La socioepistemologia

Se ocupa del estudio de fendmenos didacticos ligados al saber matematico
asumiendo la legitimidad de toda forma de saber, sea este popular, técnico u
oculto, pues considera que ellas, en su conjunto, constituyen la sabiduria
humana. Asi el programa socioepistemolégico se caracteriza por explicar la
construccion social del conocimiento matematico y la difusion institucional.

(Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014, p. 2)

Basandonos en Cantoral, Farfan, Lezama y Martinez-Sierra (2006) y en Cantoral y
Farfan (2003) podemos decir que la socioepistemologia busca explicar los fendmenos
didacticos relativos a la matematica. Dicha explicacion, no se centra solo en lo
cognitivo o epistemoldgico en forma aislada, sino que busca un abordaje sistémico,
interviniendo en el sistema didactico en un sentido amplio, tomando en cuenta los
fendbmenos de produccién, adquisicion y difusion del conocimiento. El sistema
didactico se reformula ya que incorpora el estudio de la epistemologia del
conocimiento (polo del saber), los procesos cognitivos (polo del estudiante) y los
mecanismos de institucionalizacion (polo del profesor) mediante la consideracion de la
dimension sociocultural (nueva dimension considerada por la perspectiva

socioepistemologica).

En particular, usamos de esta perspectiva de investigacion tres constructos concebidos
a la interna de ella: la epistemologia de practicas (Montiel, 2011; Montiel y Buendia,
2012), los “tipos” de infinito (Leston, 2011; Acosta et al., 2014) y la nocion de usos
del saber escolar (Cordero y Flores, 2007; Buendia, 2012; Fregueiro,

2014).Dedicamos los siguientes apartados al desarrollo de estos tres constructos.
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3.1.El rol de las précticas v el contexto de significacion

El modelo de practicas que propone Montiel (2011) articula précticas sociales,
practicas de referencia y actividades para explicar la construccién del conocimiento
matematico (figura 1).

PRACTICA|SoCIAL

Practica de Referencia

Actividad e
Em— Actividad /

P. R. . - P. R. /—T___‘-\

Figura 1. Un modelo epistemologico de practicas

Se denomina actividad (explicita) a la que se observa en los individuos y grupos
humanos. La practica de referencia (PR) es el conjunto articulado de actividades
intencionales que siguen un proposito especifico enmarcadas en un paradigma
especifico. Por ultimo, se entiende a las practicas sociales (PS) como aquellas
normativas de la actividad humana, aquello que hace que los individuos o grupos
hagan lo que hacen (Covian, 2005). Cantoral et al. sostienen que las practicas sociales

tienen, ademas de la funcion normativa, la de generadora de conocimiento.

En Molfino (2010) se plantean algunas herramientas que permiten evidenciar ambas
funciones de la préctica social. A través del proceso de institucionalizacion®, entendido
como un proceso que se evidencia a través del cambio y la permanencia del
conocimiento, la practica social adquiere la funcidn normativa. EI conocimiento
matematico institucionalizado es considerado como aquello que permite el continuo de

los saberes matematicos.

Construir conocimiento no se refiere exclusivamente a la adquisicion de

conceptos, sino también a la consideracion de las préacticas sociales que dieron

®Desentrafiar el proceso de institucionalizacion involucra el anélisis de como se constituye y valida un
determinado saber al cuerpo socialmente aceptado de conocimientos matematicos y como las practicas
que norman el actuar de los actores del &mbito cientifico son traspuestas segun lo que viven los actores
del sistema educativo (d&mbito escolar), y como a su vez norman sus practicas de referencia, especificas
del paradigma en el que actian. (Molfino y Buendia, 2014, p. 1220)
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origen y actualmente “dan vida” al conocimiento en cuestion. Las practicas
sociales se erigen asi como generadoras de conocimiento matematico. Estas
practicas pueden ser propias de la actividad matematica académica tradicional
0 pueden ser externas a ella, lo que las caracteriza es que el conocimiento se

origina y vive en ellas. (Molfino, 2010, p 68).

Para la descripcion de los “tipos” de infinito nos es util considerar también otro
constructo propio de la socioepistemologia, el contexto de significacion de cierto
conocimiento, concebido por Espinoza (2009): “es el ambito en el cual cierta persona
0 colectivo sitia la significacion de cierto conocimiento en cierto escenario

sociocultural.” (p. 150)

3.2. Sobre los “tipos” de infinito

En la comunidad matematica y la de la matematica educativa es ampliamente aceptada
la existencia de dos tipos o concepciones de infinito, el infinito actual y el potencial
(Waldegg, 1996; Garbin y Azcéarate, 2002; Hitt, 2003; Franco y Ochoviet, 2006,
Mamolo, 2009; Pehkonen y Hamula, 2006). Generalmente estos dos infinitos son
descriptos en términos intrinsecos a la matematica, segun el tipo de proceso u objeto al

que hacen referencia.

A los efectos de la presente investigacion, esa descripcion nos es insuficiente ya que
no da cuenta de los moviles que conducen a la consideracion, en uno u otro contexto,
de uno u otro tipo de infinito, ni a lo que norma la construccion de dicho saber en los
estudiantes. Es por eso que recurrimos a los constructos previamente presentados, el
esquema de précticas y la nocién de contexto de significacion, para describir lo que
hemos identificado, siguiendo a Leston (2011), como dos tipos de infinito que

conviven tanto dentro como fuera de la escuela.

La descripcion de Waldegg (1996) de ambos tipos de infinito nos brinda herramientas

para identificar las actividades y préacticas asociadas a ellos:
Segun ella, el infinito potencial es el que:

Esta asociada a la ausencia de limites o de fronteras, a la falta de conclusion o
de término de un proceso que se repite 0 que progresa indefinidamente. Bajo

esta significacion, el infinito es, literalmente, lo que no tiene fin, lo que
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siempre (infinito temporal) se puede continuar. A este tipo de infinito lo
Ilamamos infinito potencial, es el Gnico infinito aceptado por Aristoteles y es el
unico infinito admitido en la ciencia hasta el siglo XIX. Un ejemplo claro de
infinito potencial es la serie de los numeros naturales (los nimeros “para
contar”), en donde siempre es posible hallar el sucesor de un numero dado, no
importa qué tan grande sea este numero, aunque siempre el nimero y el

sucesor son finitos. (Waldegg, 1996, p 110)
Mientras que el infinito actual,

Est4 asociado a la idea de totalidad, de completez y de unidad. Un proceso
(potencialmente infinito en sus origenes) se considera ahora acabado y los
limites, alcanzados. Esta es la forma en la que el matematico piensa hoy en el
conjunto de todos los numeros, sin que tenga la necesidad de nombrar o0 pensar
cada uno de ellos, individualmente. Este infinito se llama infinito actual y ha
jugado un papel capital en el desarrollo de la matematica moderna, a partir de
la teoria de conjuntos creada por Georg Cantor a finales del siglo XIX.
(Waldegg, 1996, p 110)

A partir de una investigacion de corte socioepistemoldgico, Leston (2011a) amplia
estas descripciones de lo que llamaremos “tipos” de infinito haciendo uso del esquema

de précticas propuesto por Montiel (2011).

Para entender la practica social y de referencia de cada uno de los tipos de infinito es

necesario remitirnos aungque sea brevemente a su historia.
Tomando lo reportado en Acosta et al (2014)

En una primera instancia el infinito surge exclusivamente como una nocion
filosofica o religiosa, como una propiedad asignada al espacio pero no como
un elemento. Uno de los primeros registros que se tienen sobre discusiones en
torno al concepto proviene de Grecia, ya en el siglo V a.C. se cuestionan
sobre la posibilidad o no de realizar adiciones sucesivas sobre algo, en forma
indeterminada. Zendén es uno de los primeros en enfrentarse con dicha

inconsistencia al plantear su ya conocida paradoja de Aquiles y la tortuga.
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En el siglo XVII ubicamos a Isaac Newton cuya obra ha sido de gran
importancia para el concepto en cuestion. Se ocupaba de concebir y medir el
movimiento. (...) Newton necesitaba quitar los limites para explicar el
movimiento, es por esto que aqui el analisis aparece como contexto de
significacion (el estudio de las curvas). Vale destacar que Newton compartia
con Nicolas de Cusa (S. XV) que la extension del espacio era infinita. (p15-
16)

Contemporaneamente a Newton, Joseph Raphson realiza una justificacion
axiomatica de que el espacio es infinito, logrando asi un avance en el proceso
de matematizacion del mismo. En el siglo XVI1Il, si bien Bolzano no propone
una definicion de infinito matematico, propone criticas a las definiciones

existentes que favorecen el desarrollo del concepto.

Asi se va conformando otra construccion del infinito que se basa en las
cantidades (...). Esa construccion es la realizada en el siglo XIX por Georg
Cantor, quien replantea la modelizacion del universo, pero no ya desde

cuestiones relativas a la fisica sino a las cantidades. (p16-17)

Vemos que se puede identificar a lo largo de la historia un interés por dar respuesta a
la pregunta ;cual es la extension del espacio? Tanto Newton como Cantor dan
respuesta a esta interrogante modelizando el universo, mediante un proceso que Leston
(2011a) denomina matematizacion®.El primero se ocupa de los limites fisicos, estudia
la geometria del espacio y el segundo busca modelizar no sélo el universo en su
conjunto sino todo aquello que fuera conocimiento de las ciencias naturales a partir de

un sistema conceptual formal matematico mediante la atencion a las cantidades.

El infinito de Newton y sus contemporaneos, es el que tradicionalmente se denomina
infinito potencial, ellos se dedicaron a actividades especificas (predecir la posicién de
un movil en un determinado momento, calcular la curvatura de un lente con
aplicaciones para la Optica, etc.) las que estaban normadas por una practica especifica
del paradigma de la época (relacionado mas bien con fines practicos, no interesaba la
formalizacion). Esa practica de referencia es la que Leston (2011a) denomina

matematizacién del espacio. A su vez, esa PR esta normada por una préactica social, la

*“Matematizacion: proceso que permite el tratamiento matematico de un objeto o proceso que no es de
naturaleza matematica, al menos en su origen.” (Lestén, 2011a, p. 5)
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geometrizacién del espacio®. El contexto de significacion es el estudio de curvas (lo
que hoy llamamos analisis).

Por otro lado, el infinito de Cantor es el que tradicionalmente se llama infinito actual.
El se dedicé a actividades especificas (contar y ordenar elementos como niimeros y
puntos; desarrollar una teoria para los nimeros transfinitos tanto en su aspecto cardinal
como ordinal) normadas por una préactica especifica del paradigma de la época (tiene
como propdsito trabajar con el infinito como un objeto méas de la matematica, bien
definido, contenido en una estructura axiomatico-deductiva, cuyas operaciones y
relaciones con otros objetos estdn perfectamente determinadas). Esa préactica de
referencia es la que Leston (2011a) hadado en llamar matematizacion de las
cantidades. A su vez, esa PR estd normada por una practica social, la aritmetizacion

de las cantidades®, el contexto de significacion es el lgebra.

La siguiente tabla resume la descripcion de cada tipo de infinito.

Préactica Préactica de | Contexto de
Social referencia significacion

Infinito Geometrizacion | Matematizacion o
) ) ) Anélisis
Potencial | del espacio. del espacio.

Infinito Aritmetizacion Matematizacion ;
) ) Algebra
Actual de las cantidades | de las cantidades

Figura 2. Esquema descriptivo de los tipos de infinito.

>“Geometrizacion: tratamiento geométrico de un objeto que no es una figura o cuerpo geométrico. En
esta investigacion, se entiende a la geometrizacion como el proceso que permite la matematizacion
geométrica del espacio.” (Leston, 2011a, p. 4)

S«Aritmetizacion: tratamiento aritmético de un objeto o conjunto de objetos que no son un nimero. Se
entiende en esta investigacion como el proceso que lleva a permitir la operatoria con los nimeros
transfinitos, definidas en funcion a las operaciones aritméticas, de la manera en que lo hace Cantor con
los ndmeros transfinitos.” (Leston, 2011a, p. 4)
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3.3.Usos del conocimiento matematico escolar

Buendia (2012) plantea que “en el seno de una epistemologia de practicas -en este
caso la del infinito- se manifiesta, necesariamente, el uso del conocimiento” (p.
14).Esto se contrapone con los fines de los sistemas educativos, ya que estos “se han
preocupado por lo que sabe un estudiante o un docente, pero no por cmo se usa ese
saber” (p.14).

Fregueiro (2014) sostiene que los usos buscan “dar explicaciones acerca del rol que
tiene determinado saber en la construccion del conocimiento matematico” (p. 9). LoS
usos son los que nos permiten identificar “cémo es percibido un saber, como el sujeto
actla sobre este saber y qué funcién cumple este saber en un conjunto de tareas
especificas que se organizan para resolver una situacion determinada”(p.9). Hacen
referencia a como funciona el conocimiento matematico utilizado por un grupo

humano para resolver una situacion especifica.

Cordero y Flores, (2007) plantean que los usos tienen funcionamientos especificos que

dependen de la situacion y que conllevan formas especificas.

Basandonos en Buendia (2012) y en Cordero y Flores (2007), entendemos por
funcionamiento del conocimiento matematico al conjunto de acciones, ejecuciones u
operaciones que desempefia el conocimiento en una situacion especifica. Mientras que
la forma del conocimiento matematico es su apariencia perceptible, como la manera en
la que el sujeto actla con ella y sobre ella en una cierta tarea. Se trata de un actuar en
un sentido amplio, pues se consideran aspectos sobre como el sujeto calcula, como
argumenta, como resuelve o incluso coémo representa, dependiendo de la tarea
particular. Son las maneras en las que es percibido el conocimiento, como actla el
sujeto, cdmo argumenta con el conocimiento matematico que se pone en juego para

resolver una situacion.
Fregueiro (2014) plantea que

Los usos del conocimiento se manifiestan a través de la relacion dialéctica
forma-funcionamiento del saber en una situacion especifica. Cada forma-
funcionamiento de un saber se transforma para dar lugar a nuevas formas-

funcionamientos que generan nuevas situaciones especificas y viceversa,
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nuevas situaciones dan lugar a nuevas formas-funcionamientos que permiten

identificar nuevos usos del saber en juego (2014, p. 42).

A continuacion se muestran ejemplos de usos de los nimeros reales detectados por
Fregueiro (2014) en la obra de René Descartes con el fin de esclarecer, mediante la
ejemplificacion, las nociones previamente descriptas. Para cada uno identifica formas

y funcionamientos asociados a situaciones especificas.

Uno de los funcionamientos que en la parte de la obra de René Descartes analizada por
Fregueiro (2014) se pone en evidencia es el de los nimeros en el contexto geométrico
el cual esta dado por la asignacion de un segmento con un nimero real positivo. Por
ello el uso de los nimeros positivos esta ligado solamente a nimeros reales positivos

construibles. Identificandose asi los siguientes usos de los nimeros.

1) Uso geométrico-aritmético, asociado a la construccion de algoritmos geométricos
para las operaciones aritméticas: multiplicacion, division, extraccion de la raiz

cuadrada y potenciacion de un numero.

Las formas del nimero en este caso estan vinculadas a segmentos de rectas, y algunos
de sus funcionamientos se identifican en el segmento unidad, la multiplicacion, el
trabajo con nimeros racionales positivos y nimeros irracionales positivos construibles

por el método euclidiano.

2) Uso geométrico-algebraico, asociado a la construccion de algoritmos geometricos

para la resolucién de determinadas ecuaciones algebraicas.

Las formas aqui son, ademas de las anteriores, la asociacion de letras a los segmentos
y a las operaciones definidas, y expresiones algebraicas definidas en el contexto
geométrico. Los funcionamientos se relacionan con la construccion geométrica de

soluciones.

3) Uso geomeétrico-analitico, asociado a la representacion algebraica de problemas
originados en el contexto geométrico. Descartes busca presentar una solucion

general para el problema de Pappus.

Las formas estan asociadas a segmentos vinculados por ciertas relaciones, letras y
expresiones algebraicas definidas geométricamente y la presencia incipiente de ejes

coordenados. Sus funcionamientos se perciben en la igualacion de expresiones,
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identificacion de relaciones de proporcionalidad, sustitucion de expresiones

equivalentes y construccion de soluciones para la expresion algebraica encontrada.

Nuestro objetivo consiste en identificar las diversas nociones de infinito presentes en
libros de texto utilizados en el Profesorado de Matematica en Uruguay. Por un lado,
entendemos que el andlisis necesario para tal identificacion nos conducira a identificar
los usos del infinito en esos textos, en el sentido de lo desarrollado en la seccion
3.3.Por otro lado, esas nociones, presentes ya sea implicita o explicitamente, seran

descriptas en términos de los “tipos” de infinito que caracterizamos en la seccion 3.2.

Para lograr nuestro objetivo, nos proponemos analizar en concreto las actividades
inherentes al disefio de los textos (introduccion a los temas, definiciones adoptadas,
enunciados de axiomas y propiedades, presentacion o no de demostraciones, ejemplos
y no ejemplos propuestos, actividades para el lector, entre otras). Tal analisis nos dara
pautas para, por un lado, inferir qué practicas sociales y de referencia norman la
aparicion del infinito en los textos, y por otro, identificar los usos que en ese contexto
se le da a uno y otro tipo de infinito. En el siguiente capitulo desarrollamos la

metodologia empleada para lograr el objetivo propuesto.
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Capitulo 4. Aspectos metodoldgicos

Este trabajo propone un marco tedrico y metodolégico para analizar como vive el
concepto de infinito en libros de texto utilizados en asignaturas de la carrera de
profesorado de Matematica. En particular proyectamos el analisis de tres libros de
texto, basandonos para su seleccion en lo que algunos docentes a cargo de los cursos
Andlisis 1, Andlisis Il y Topologia en el IPA y Profesorado Semipresencial
recomiendan como libros de referencia para los mismos. Ellos son: Calculo
infinitesimal en una variable, (De Burgos, 2007), Problemas y Teoremas de Analisis
Matematico. Integrales Impropias y Series, (Borghi, 2005) y Topologia General
(Munkres, 2002), correspondientes a los cursos mencionados, respectivamente.

4.1. Texto seleccionado para analizar

Dado el alcance de esta tesina y con el objetivo de mostrar la viabilidad del proyecto,
seleccionamos solo uno de los libros y realizamos sobre este un estudio exploratorio y
descriptivo, donde se muestran fragmentos del libro que nos permiten visualizar qué
tipo de infinito “vive” en ese texto y sugerir algunos usos socioepistemologicos del

concepto.

El texto seleccionado fue el de Analisis I, “Calculo infinitesimal de una variable” De
Burgos (2007). Por un lado, seleccionamos un texto usado como referencia en el curso
de Analisis | debido a que dicho curso demanda una concepcion actual para el infinito,
pero también involucra al infinito potencial al nutrirse de actividades que se guian por
la matematizacion y geometrizacion del espacio. Por ejemplo, la actividad de graficar
funciones que modelan fenémenos relativos al comportamiento de los cuerpos en el
espacio. Newton desarrollé su trabajo precisamente con el fin de modelar ese tipo de
fendmenos; y si bien lo realizado por Newton no esta presente explicitamente en los

cursos, si puede pensarse como el germen de lo que hoy se ensefia en Analisis.

En el curso de Analisis I, el infinito se usa tanto para teorizar y comprender conceptos
abstractos como el de limite, como para simbolizar objetos como un intervalo no
acotado. Suponemos a priori que en un texto que se use como referencia para ese curso

deberian también hacerse presentes esos diferentes usos.

Por otro lado, seleccionamos en particular ese texto, dado que si bien no es un texto

que se trabaje en clase con los estudiantes, muchas veces es utilizado por los docentes
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para la elaboracion de fichas de trabajo para los alumnos. Para recabar esa informacién
se realizé un sondeo preguntandole a algunos docentes que estan a cargo o estuvieron
a cargo del curso de Analisis I, observando que este libro es comun en su bibliografia.
Eso lo posiciona como un texto que influye fuertemente en la manera en que los
profesores presentan los contenidos en clase. Otro factor que incidi6 para seleccionar
este libro de texto fue el abordar, entre otros, los mismos contenidos del curso de
Andlisis |, estos son: Revision de nimero real y su topologia; Sucesiones y series
numeéricas; Funciones reales; Desarrollos de Taylor; Integral de Riemann e Integrales

impropias.

Finalmente aclaramos que no realizamos un andlisis exhaustivo del texto, sino que
seleccionamos algunos fragmentos para ilustrar la pertinencia del marco tedrico-

metodologico creado y mostrar algunos hallazgos que consideramos interesantes.

4.2. Elementos a tener en cuenta para el analisis

En los libros de texto se buscara analizar las actividades, inherentes al disefio de los
textos, Unica dimension explicitamente observable del esquema de practicas. Se mirara
la introduccion a los temas, definiciones adoptadas, enunciados de axiomas y
propiedades, presentacion o no de demostraciones, tipo de demostraciones, ejemplos y
no ejemplos propuestos, actividades para el lector, entre otras, esto nos permitira dar
pautas para inferir qué practica sociales y de referencia norman la aparicion del

infinito en los textos.

Como ya se planteo6 en el apartado4.1, se considera que el libro de texto seleccionado
tendra potencial para la identificacion de los usos que en ese contexto se le da a uno y
otro tipo de infinito, para esto se determinara las diferentes formas y funcionamientos

del infinito para poder inferir sus usos.

A continuacién esquematizamos la manera en que consideramos que los aspectos que
se tienen en cuenta para el analisis pueden ayudarnos a distinguir entre uno u otro tipo

de infinito.
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Figura 3 — Esquema tedrico-metodolégico de la investigacion.
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Capitulo 5: Andlisis del texto de De Burgos (2007) (Anélisis I)

Como planteamos en la metodologia, de los tres libros considerados relevantes para
implementar la investigacion, optamos por mostrar la viabilidad de la misma mediante
el andlisis del texto Célculo infinitesimal de una variable (De Burgos, 2007). Este
libro es utilizado por algunos docentes de profesorado de matematica para la
elaboracién de sus fichas de trabajo del curso de Andlisis I: si bien no es un libro que
los docentes recomienden a sus alumnos para estudiar de él, es utilizado al momento

de planificar las clases.

El libro seleccionado presenta los mismos contenidos que se abordan en el curso de
Andlisis | del profesorado de Matematica, estos son: Revision de nimero real y su
topologia; Sucesiones y series numéricas; Funciones reales; Desarrollos de Taylor;

Integral de Riemann e Integrales impropias.

Basandonos en el hecho de que el contexto de significacion de este texto es,
esencialmente, el estudio de las curvas (Analisis), previo al analisis supusimos que el
tipo de infinito que predominaria seria el potencial. Sin embargo, un analisis detallado
nos permitio identificar dos tipos de situaciones: unas en las que los tipos actual y
potencial de infinito se superponen, pueden detectarse simultaneamente, dependiendo
de la lectura que se hace, y otro grupo de situaciones en las que detectamos
explicitamente el tipo de infinito actual. Desarrollamos ambos tipos de situaciones en
el apartado 5.1. A su vez, logramos detectar a partir del analisis propuesto, una serie
de usos que pensamos pueden ser también detectados en otros textos u otros

componentes del dme, esto lo desarrollamos en el apartado 5.2.

5.1.Sobre los “tipos” de infinito

5.1.1. Situaciones en las que conviven ambos tipos de infinito

En esta seccion mostramos distintas imagenes del libro de texto, donde dependiendo

de la lectura que se realice estamos frente a uno u otro tipo de infinito.
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Figura 4 - De Burgos, 2007, p. 22.

En la figura 4 se observa que se realiza una separacion del infinito entre mas y menos
infinito, el hecho de asignarles el simbolo de +oo y —o0 se podria entender que es para
darle una ubicacion espacial en la recta numérica. A su vez, no solo aparece la
distincion de oo y —oo sino también se propone una relacion de orden en el conjunto
union de los reales con estas dos nuevas entidades. Es decir, ademéas de darle una
ubicacién espacial al infinito, este es usado para dar una ubicacién espacial a los
nameros reales. Al principio menciona que considerara a la “recta real ampliada”, lo
que nos sugiere un interés explicito por encontrar un modelo geométrico para el

conjunto nuevo a definir (el de los reales union esos dos nuevos objetos, +o y -o0).
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La actividad que aqui describimos nos permitiria inferir que la préctica de referencia
es la matematizacion del espacio y la préctica social que norma esta actividad,
presentacion de los simbolos de + o y — o0, es la geometrizacion del espacio. ES por
esto que consideramos que el infinito potencial subyace en estas actividades. Por otra
parte, cuando aparece “-c0 < X < +o0, VXe R”, nuevamente apareceria una nocion
apegada a lo potencial dado que esa x varia entre esos “extremos”. Sugiere la idea de
que dado un real x cualquiera, siempre hay otro mayor que €l y que a su vez es menor
que +oo. Por otra parte, el texto aclara que “con +oo y -co no tienen significado las
operaciones algebraicas”, cuestion distinta, por ejemplo, a lo que hace Cantor, que es
justamente operar con esos transfinitos, actividad para la cual seria necesaria la
consideracion de la concepcion actual del infinito. Esa afirmacion nos da mas

herramientas sobre la consideracion de la concepcion potencial del infinito.

Por ultimo mencionamos algo que es lo que mas nos llama la atencion de esta pagina:
la manera de introducir al concepto de infinito en el texto prioriza lo simbolico, sin
explicitacion alguna sobre el significado del término. Se “afiaden” dos simbolos a un
conjunto de nameros, conformando un nuevo conjunto conformado por nimeros y
otros dos nuevos objetos no definidos (s6lo se los caracteriza mediante el “convenio”
— 00<X< +o0, para todo X real). No se presenta significado asociado a los simbolos + o
y — oo. Simplemente los describe como “simbolos”. Esto nos invita a reflexionar que se
introduce un infinito a manera de simbolo para completar algo que supuestamente sera
atil matematicamente pero que deja al descubierto que no se le asigna un significado
claro para el estudiante. El infinito se conforma asi como una especie de concepto
primitivo, sin una definicion formal o de ningun tipo explicita para el estudiante.
Podriamos afirmar que es una nocion transparente, en el sentido de que el autor no
considera relevante su definicién, asume que los estudiantes ya saben su significado o

no tiene interés en explicitarlo.

Esto nos conduce a una interrogante: ;por qué si funcionan simplemente como
simbolos se les atribuyen los simbolos de +w y —0? ¢No bastaria con un s6lo simbolo?
Consideramos que la respuesta a esta interrogante esta relacionada con la
geometrizacion del espacio, el autor precisa poner + co y — oo para poder describir

geométricamente la posicion de x, le da una forma a algo que es abstracto, que es el
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conjunto de los reales. Esta notacion le permite modelar geométricamente el conjunto

de los nimeros reales.

Por otro lado también se puede realizar la siguiente lectura, se utiliza al infinito como
algo nuevo, como un objeto (sélo definido como un simbolo) que es considerado
comparable con cualquier real, mediante una relacion de orden que opera como la

generalizacion para el espacio R de la relacion de orden en R.

Si bien existe una ubicacion espacial (es ineludible ya que los ubica en la recta
numérica), al incluirlos a manera de elementos de un conjunto, los estéa tratando como
nameros (si bien sabemos que no lo son y queda claro en el texto), esto es, como
objetos comparables con los nimeros reales, al escribir los elementos de un conjunto.
En esa actividad no hay una vision potencial, es la representacion del infinito actual
que el autor toma e incluye a manera de elemento de un conjunto. De alguna manera
hay un interés por encontrar un modelo para un conjunto de ndmeros, esto es,
modelizar las cantidades. No para comparar la cantidad de elementos de R con otro
(como podria ser en la teoria de los transfinitos), pero si para comparar los elementos a
la interna del propio conjunto R. De ahi que sugerimos que esta actividad también esta
guiada por otro tipo de practica, la aritmetizacion de las cantidades, y por eso

sugerimos que la concepcion que subyace a ella es la del infinito actual.

Aqui es importante resaltar como a pesar de estar bajo el contexto de significacion del
estudio de las curvas, tipico del infinito potencial, “vive” de alguna manera en el texto

el infinito actual.
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'd  SUPREMO E iNFIMO DE CONJUNTOS
NO ACOTADOS

Si un conjunto C'# 4, de milmeros reales, no estd acotado superiormente
(acotado inferiormente), se dice que su Supremo es +2 (su fnfimo es ~%).

Observacion

El hecho de que € no esté acotado superiormente (inferiormente) significa que,
para cualquiera que sea k>0, existe algiin elemento ¢ & C tal que k<¢ (Fal
que < ~k). Si tenemos en cuenta que x < +% (que ~%<x) para cualquier
v R, la anterior definicion de supremo e infimo, para conjuntos no acotados,
puede expresarse en la forma;

c<+w Yeel

[+ ¢s ¢l supremo de €] & le>0' JeeClk<e

~w<q, Yeel

[=% es el infimo de C] k>0, Jee /o< ~k

La anterior observacién pone de manifiesto que esta generalizacion de los
conceptos de supremo y de fnfimo responde a la misma idea que animé la
definicion anterior (véase [034)), esto es, la de extremos de los conjuntos
acotados.

Figura 5 - De Burgos, 2007, p. 79.

Analizando la figura 5 nuevamente identificamos la separacion del infinito entre +o y
— oo, por lo que podemos realizar las mismas observaciones que las realizadas para la
figura 4 respecto a la superposicion de las concepciones actual y potencial del infinito.
Ademas, el concepto en si continta sin definirse, se utiliza solamente el simbolo que
lo representa para cubrir necesidades de notacion y generalizacién del concepto de
supremo, pero sin atribuirle un significado explicito. Se prioriza una necesidad del
autor de presentar formalmente el contenido por sobre la necesidad del estudiante de
comprender de qué se les esta hablando.
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Por otra parte esta pagina tiene particularidades que consideramos interesante
subrayar. Se propone que +oo puede ser el supremo de un conjunto de reales. La
actividad de considerar al infinito como un objeto, representado mediante un simbolo,
que incluso podria ser, en determinado contexto, operable (en particular comparable)
con los nimeros reales, le estd dando estatus de cantidad. Ello nos conduce a pensar
que la préctica de referencia es la matematizacion de las cantidades (el mdvil seria
modelar la cantidad de numeros reales) y la practica social que norma estas
actividades es la aritmetizacion de las cantidades.

Por ende en la figura 5 podemos decir que conviven ambas concepciones de infinito,

la actual y la potencial.
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A**) La expresid ! se suele war también con el significady de sucesh
ummmmmmmmm*n-»{
sucesiones que carecen de limite (finito o infinl

Demostracion
a) Consideremos el caso de +%; para —% se razona de igual modo:

+ Si limx, = +%, y dado arbitrariamente &> 0, segin la condicion «k: v»
de lﬂmtc infinito (en la que tomamos k = 1/€), aesabequeesx,>k=
= 1/e>0 «a partir de cierto indice», luego es 0<1/x, <& «a pamr de
cierto fndice», es decir, se verifica que lim (1/x,) =07,

* Si lim(l/x,) = 0‘ y dado arbitrariamente k>0, segtn la condicién

{ l,a ‘tomamos € = 1/k), se sabe que 0< l/y, <&
«a partir de cierto indicer. luego x,> 1/e=k>0 «a partir de cierto
fndices, esdecar sevenﬁcnqnel(mx,,=+eo

Supongamas que x, e y, son ambos positivos; para los demds casos s
s __q ; y,, omo lim x, = +%, por la propiedad anterior se

sabe que lt'm(l/x y=0"; como, ademas (1/y,) esni acotada, de la pro-
piedad [012],c (de los infinitésimos) se (1/(x,,y:)) es un
infinitésimo y. como l/x] >0. resuita qne iim(1/xy,)) =0, o sea

‘comprobar,
de +%; pm'a — se puede razonar de
anammfmorde(y),demanergque

c)

‘seaabequees.x,>lc awwﬁrsdecimmdm» luego «a partir de
‘mmofndiwmvmﬁcaqw .

x> k-h+h=k

locualsrgmﬁcaquelfm(x,+y,,)x+oo

1L Commmmoselcmdew(x,)emmwmsemomde
modo andlogo). Dado arbitrariamente k>0, como (x,) no estd acotada
Wmma@admm&hmdx,wquex >k
como (x,) es creciente, para todo 7= ves X, =x,, luego también es x, > k.
resultando, pues, que para (x,) se verifica la condicién «k: v» de limite 400,

Figura 6- De Burgos, 2007, p. 32-33.
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[:l LIMITES INFINITOS Y LIMITES EN EL INFINITO

(OR2IN |0 Eomite infenilo.—Ska £ #na fancin, real de vaiable real; definida
-al menos ‘en un entormno reducido U de un punto a € B. Se dice
que f tiene limite' +% (limite —=) en el punto a y se pone

LIMITE + oo en

Im flx)=+2  (lim f(x)= -=)

bt (St L}

si para cadh nimero &> 0 existe otro 6> 0 1wl que ey f(x) >k (es
o J¥) < —k) para todos los x € U* que veritiquen & 0< [x —a] < 8.
R Esta-pondicion' tcondicion wk : 8») equivale o la ¢ si la sucesion (x,),
con x, e U4, es tal que limx, = a, enfonces tim fix,) = +% (= —=),

(M) Limite en el infinito—Sea f una funcién, real de variable real,

definida al menos en un entormo reducido U2 de += (de —). Se

b dice que f tiene limite 1 = K en +% (en —%) y se pone
! { et el oo

lim fo)=1 (lim f(y=0

ts2m =

si para cada pimero £ 0 existe otro k=0 tal que es | f(x) =] < ¢

para todos los v & U que vcnﬁqucn X = ki{x= —k). Esta condicion
k (condicidn «&7k») equivale o 1 : §i la sucesion (x,), con x, & U¥,
es fal que limy, = +% (=), entonces fim f(x,) =/

1) Un entorno de +=-es unintervalo no acotado del p0 1, +21 un entorso de —=
€4 un intervido no acatudo del tipo’ |-, 1,

Figura 7- De Burgos, 2007, p. 118.
Presentamos juntas las figuras 6 y 7 porque a pesar de estar en capitulos diferentes del
libro, refieren a actividades similares respecto al concepto de infinito: en ambas se
definen funciones de limite infinito. En el primer caso se trata de funciones de
dominio natural —sucesiones-, y en el segundo se tratan funciones de dominio real.
Ademas, en la figura 6 se presentan enunciados de proposiciones y sus demostraciones

relativas a sucesiones de limite infinito.

En la figura 6 previo a la definicion esta el siguiente comentario:

Le ha llegado el turno a las “sucesiones con limite infinito” (mds infinito o menos
infinito). Se trata de sucesiones en las que el valor su término n-ésimo llega a ser tan
grande como se quiera (en caso del “mas infinito”) con tal de tomar un valor para n
lo suficientemente avanzado. A estas sucesiones las llamaremos divergentes y diremos

que son “infinitos”.
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En este comentario podemos ver una nocion intuitiva del limite de una sucesion
divergente, esta se nos presenta previo a la definicion formal de limite de una sucesion
divergente, nos permite visualizar la idea de proceso dinamico, se plantea que el valor

del término n-ésimo puede ser tan grande como se quiera.

Luego plantea una definicion formal:

(...) una sucesion, de numeros reales, es divergente si tiene limite + de acuerdo con

el siguiente convenio:

lim x,, = +oo significaque:Vk >0 IveEN;n>v=>x, >k

El proceso dinamico es evidenciado también en la definicion: que una sucesion tenga
limite 4+oco implica que para un k dado, existe un v que nos garantiza que x, > k para

los n mayores que v. Para otro k obtengo otro v y asi sucesivamente.

Esta misma idea del proceso se la puede observar en las demostraciones que aparecen
en la Figura 6 ya que utilizan la condicidn <« k,v > que se desprende de las
definiciones de sucesiones divergentes.En ellas se plantea que a partir de cierto indice
se cumple que x, > k, por lo que el proceso dinamico lo observamos al ir tomando

valores de k cada vez mayores, este proceso nunca se termina.

La misma idea de proceso dindmico se puede observar en las definiciones de limite de
una funcion que se muestran en la Figura 7. En la definicion | vemos nuevamente la
dinamica de que cada nimero k determina otro nimero en este caso ¢ que cumple que
f(x)>k. Como k y & son reales positivos, tenemos infinitos valores de k que
determinarén infinitos valores de 6, lo que hace que el proceso dindmico continue. Lo

mismo sucede en la definicién 1.

Con esta descripcion podemos decir que, en estas definiciones, enunciados y
demostraciones, detectamos el infinito potencial pues es notoria la consideracion

dinamica del infinito, como proceso y no como objeto.

Por otro lado vale resaltar que las funciones, a su vez, son las que permiten modelizar
fendmenos concretos relativos a ciencias naturales o sociales, permiten cuantificar la
variacion que una determinada magnitud puede tener respecto de otra. De ahi que

entendamos que la PR que norma estas actividades es la matematizacion del espacio y
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la PS la geometrizacién del mismo, ya que en cierta forma el modelizar fenbmenos

concretos fue lo realizado por Newton.

Pero por otro lado al utilizar el signo +oo después del igual de limite, el infinito
aparece como objeto, no como proceso: es igual a infinito, por lo que también esta
presente el infinito actual. En las demostraciones también aparece el infinito como

objeto al igual que en la definicion, por lo que esta también presente el infinito actual.

En la misma linea, podemos analizar los titulos “sucesiones divergentes o infinitos”
(infinito como sustantivo que refiere a un conjunto de sucesiones que cumplen que su
limite es infinito) y “limites en el infinito” (como sustantivo que refiere a un lugar
concreto): ellos nos dan la idea de que el infinito es un objeto, conjunto de sucesiones
o lugar fisico, el cual es tangible y es posible encontrarse ahi. Esto nos permite inferir
que se utiliza el término de infinito como un todo, podriamos decir que la concepcion
de infinito que subyace es la del actual dado que no se lo esta viendo como un proceso
sino como un objeto de caracter estatico, ya sea un conjunto o lugar fisico. Ademas
como planteamos previamente la utilizacion del infinito como objeto, no como
proceso: es igual a infinito, nos permite inferir que la préactica social y de referencia
que también norman esta actividad es la Matematizacion y Aritmetizacion de las
cantidades, pues interpretar al infinito como conjunto de sucesiones que cumplen que
su limite es infinito podria ser el germen de lo que mas adelante se realiza que es la

comparacion de infinitos (por ejemplo al comparar 6rdenes de infinitos).
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5.1.2. Situaciones en las que se hace presente el infinito actual

En esta seccion mostramos algunos pasajes del texto en donde detectamos que el tipo
de infinito que vive en las actividades alli reflejadas es el actual.

[011], Ejercicio

Dada una sucesion (x ), se dice que otra sucesion (v, ) es una reordenacion de
(x.) st ambas sucesiones tienen los mismos elementos pero los tienen en distinia
orden.

d) Silx,) tiene limite [ & R y si (v,) es una reordenacion de (x, ), compruébese
que (v,) tiene limite /.

b) 8i (x,) tiene limite / y para todo n € N es x, </ (respectivamente, x, > [
pruébese que hay una reordenucion de (x,) que es creciente (respectivae
mente, decreciente).

¢) Si {x) tiene lmite | y (x,) tiene infinitos elementos menores que [ €
ifinitos elementos mayores que [, todos distintos de [, entonces (X,) S&
puede dividir en dos subsucesiones (x') y (x!') tales que (x,) admite ung
reordenacion creciente v (x,) admite una reordenacion decreciente.

Figura 8- De Burgos, 2007, p. 26.

En la figura 8 se muestra un ejercicio, el cual fue seleccionado por la parte c) del
mismo, aqui podemos ver cdémo el enunciado del ejercicio aborda al infinito desde un
aspecto de cantidad: utiliza el término infinito para hacer referencia a la cantidad de
elementos que cumplen la condicion que buscan. Esto nos permite ver cdémo se utiliza
el término infinito asociado a la cardinalidad de un conjunto, pudiendo asi identificar
que la practica de referencia que subyace es la matematizacion de las cantidades ya
que se esta asociando al infinito como caracteristica de un conjunto de elementos que
cumplen cierta condicion. Es por esto que consideramos que en este fragmento del

texto subyace la concepcidn actual del infinito.
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'« CARDINAL DE 2: POTENCIA DEL CONTINUO

m | El conjunt de los nomeros reales o8 un comjunto infiniio que tiene ‘

' potencia (0 cardinal) superior o la de B (esto es, a la de lo numerable),
La potencia det conjunto | se lama potencia del continuo.
Los conjuntos infinitos  tienen
cardinal mayor que cualquier

ntmero natural, Un conjunto re-

sulta ser infinito si hay alguna Demostracién

biyeccion de él o uni de

sus partes propaas. E1 menor car El conjunto R es mfinito (de cardinal no finito) como se constata facilmente
dinal infinito es ¢l de N (el de comprobando, por ejemplo, que fa aplicacion

lo numerable). Dados dos con-

Juntos A y B, si hay aplicaciones X 172

inyeCtivas de A ¢én B y ninguns 01— R, fix)

de ellis es \Uhil'}t‘ﬂh.l. enton- el X)

ces card A <card B c
es una biyeceion del intervalo 0.1 en todo B, La existencia de alguna biyec:

cion de ¥ en alguna de sus partes propias, como el intervalo )0,1], garantiza

que B es un comunio mhinito

Figura 9- De Burgos, 2007, P. 62.

En esta pagina vemos por primera vez una definicion explicita sobre ‘“‘conjuntos
infinitos”. Lo primero que nos llama la atencion de ello es que no se define al
concepto de infinito en si, sino a los conjuntos infinitos. Es decir, el concepto en si
puede estar aun vacio de significado para los estudiantes. Lo otro que observamos es
que no es esta la primera vez que aparece el término en el texto, es decir, ya fue
utilizado previamente sin que se explicite qué es lo que los estudiantes deben entender

por él.

Por otro lado, en la figura se presenta una propiedad muy significativa (y su
correspondiente demostracion) respecto a los conjuntos infinitos: el cardinal de R es
superior al cardinal de N. Aqui vemos que al estar comparando dos cardinales de
conjuntos como son R y N, el contexto de significacion presente en esta seccion no es
el estudio de las curvas, como lo venia siendo en otras instancias sino que claramente
es el algebra. Al afirmar que el menor cardinal infinito de un conjunto es el cardinal de
N y al realizar una distincion entre cardinales de conjuntos infinitos, se le esta
otorgando un estatus de objeto manipulable a la vez que se establecen las bases para
una aritmética de “nameros infinitos”. ES la primera vez en el texto que se utiliza el
infinito en el sentido formal en que lo concibi6 Cantor, y con la misma

intencionalidad. Al utilizarse la nocion de cardinalidad, en particular la comparacion
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entre cardinales de conjuntos infinitos, podemos inferir que la préctica de referencia
que norma estas actividades es la Matematizacion de las cantidades y la practica social
que la norma, la aritmetizacion de cantidades, esto es, la concepcion de infinito que
subyace es la actual. En este sentido, vemos que de alguna manera el infinito actual es
usado para matematizar el potencial: permite comparar entre si todos esos conjuntos
que, aun siendo infinitos (con un pensamiento potencial podriamos decir “siempre

puedo imaginar otro elemento mas”), se distinguen por la cantidad de sus elementos.

Entendemos que en este momento es conveniente realizar una aclaracién. Estamos
utilizando el término “cantidades” en un sentido amplio: cuando el cardinal de un
conjunto es finito, seria correcto hablar de la cantidad de sus elementos. Ahora,
cuando es infinito, ya no se habla de “cantidad” sino de “cardinal”. Sin embargo,
optamos por el uso del término “cantidad” para ambos casos para apegarnos al marco

tedrico de referencia (Leston, 2011).

5.2 Sobre los usos del infinito

En la seccion anterior observamos que un mismo tipo de actividades (por ejemplo la
definicion de sucesiones convergentes, limites en el infinito o limites infinitos
presentes en las figuras 6 y 7) pueden conducirnos, segin como las interpretemos, a la
identificacion de cualquiera de los dos tipos de infinito considerados, el potencial o el
actual. Es por eso que entendemos que la sola descripcion de los tipos de infinito
mediante el esquema de préacticas propuesto por Montiel (2011) puede ser insuficiente
para responder la pregunta que nos planteamos al inicio del trabajo. Ello nos conduce
a considerar otro constructo de la investigacion en ME, los usos socioepistemoldgicos,

en este caso del concepto de infinito, y especificamente en el texto analizado.

A continuacién presentamos un analisis que nos permite sugerir la existencia de
algunos usos del infinito. Un analisis mas profundo de este mismo texto y otros
aspectos del discurso matematico escolar, en futuras investigaciones, permitirian

confirmar 0 no estos usos que aqui insinuamos.

En las primeras cuatro figuras seleccionadas (4, 5, 6 y 7) se introduce el simbolo del
infinito, unido a un signo de + o —, constituyendo asi la forma del infinito +oo y -co.
Bajo esta forma, el simbolo adopta el funcionamiento de dar una orientacion a la recta

numérica y a la vez una ubicacidn espacial concreta a cualquier real respecto a +o y a
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— oo, Esto lo observamos por ejemplo en la figura 4 al introducir estos simbolos y al
plantear — oo < x <+oo. Esta forma para el infinito y con este funcionamiento no es
exclusiva de este texto, es ampliamente difundida en todo el dme. Consideramos que

de esta manera se podria estar conformando un uso del conocimiento matematico

“infinito” propio del dme, el cual denominamos geométrico-espacial, el infinito es

usado para dar una ubicar numeros en la recta, como elemento de comparacion.

Por otro lado, utilizando el concepto de orden en el conjunto de los reales (el orden
determinado por la relacion <), que es generalizado para definir orden en el conjunto
R, detectamos que esa misma forma del infinito habilita otros funcionamientos del
simbolo: la comparacién con reales y la definicion de intervalos no acotados. Asi, por
ejemplo, la forma [c,+oo[ es usada para referirse al conjunto {xeR / ¢ <x}. Podemos
detectar que al presentar a + oo como el supremo de un conjunto (Figura 5) 0 como un
elemento que considerado con los reales forma otro conjunto, (Figura 4), en el que se
puede establecer una relacion de orden, entonces detectamos lo que podria constituir

otro uso (socioepistemologico) del infinito el cual denominamos aritmetico.

En las figuras 6 y 7 también aparecen las formas del infinito + o y — o0 como
resultados posibles de la “operacion” limite de una sucesion, esto es otro
funcionamiento del infinito, que nos  permite identificar otro posible uso

(socioepistemoldgico) del infinito el cual denominamos analitico.

También detectamos otra forma del infinito, el de sustantivo que tiene como
funcionamiento el nombrar o definir un determinado objeto, ya sea un conjunto de
sucesiones o lugar fisico, (Figuras 6 y 7) esto nos permite sugerir otro uso
(socioepistemoldgico) del infinito denominado nominativo porque es usado para dar
nombre a un determinado conjunto de objetos. Por ejemplo en el titulo de la figura 6 al
decir: Sucesiones divergentes o “Infinitos” o en el titulo de la figura 7: Limites

infinitos y limites en el infinito.

Por otro lado en las figuras 8 y 9 detectamos otra forma del infinito: la de adjetivo, ya
que se esta dando una caracteristica sobre cierto conjunto: el ser o no infinito. El
funcionamiento es comparar conjuntos en relacion a la cantidad de elementos y definir
el cardinal de un conjunto no finito. Esto nos permite insinuar otro uso

(socioepistemoldgico) del infinito el cual denominamos descriptivo porque describe a
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un tipo particular de conjuntos. Esto es visible al definir el cardinal del conjunto de los

ndmeros reales.

Hasta acd presentamos un conjunto de usos que hemos detectado en las figuras
seleccionadas para su andlisis. No pretendemos ser exhaustivos pero consideramos que
los usos encontrados son suficientemente representativos de lo que pueda identificarse
en otros textos o incluso en otros aspectos del dme, en relacion al concepto de infinito.

Ello requerira mayor investigacion.
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Capitulo 6.Consideraciones finales

La pregunta central que dio pie a la presente investigacion fue ¢por qué conviven en
los estudiantes de profesorado de Matematica diferentes concepciones del infinito?
Con ella en mente, nos propusimos identificar qué tipos de infinitos viven en los libros

de texto de formacion docente asi como diferentes usos del mismo.

Para ello, y utilizando diferentes insumos, elaboramos un marco teérico-metodolégico
que entendemos puede ser usado para lograr el objetivo propuesto. Ese marco se basa
en el esquema de actividades, practicas de referencia y practicas sociales de Montiel
(2011) asi como en los usos socioepistemoldgicos (Cordero y Flores, 2007; Buendia,
2012; Fregueiro, 2014)

A la luz de dicho marco teorico analizamos algunas actividades explicitas en un libro
de texto relativas al concepto de infinito, intentando identificar cual es el movil y qué
practicas son las que norman dichas actividades, que finalmente conducen a la
generacion y construccion de conocimiento en torno al infinito. Ello nos permitid
inferir sobre la practica social que norman las actividades para finalmente poder
visualizar el tipo de infinito que esta en juego. Una vez identificado el tipo de infinito,
observamos que tal descripcion podria ser insuficiente dado que para unas mismas
actividades, pueden identificarse diferentes tipos de infinito segun la mirada con la que
se las considere. Analizamos por ello la forma y el funcionamiento de ese tipo de
infinito para poder identificar los usos del mismo. Ese proceso nos permitio abordar

los objetivos planteados.

Vale destacar que dados los alcances de este trabajo de final de diploma, se analizaron
solo algunos pasajes de un libro de texto para mostrar la viabilidad del marco teorico y
de la metodologia planteada. Consideramos que igualmente las observaciones
realizadas son significativas: logramos identificar diferentes tipos de infinito
conviviendo en fragmentos de un mismo texto, asi como fragmentos en los que vive
mayoritariamente el infinito actual. A su vez, sugerimos la existencia de cinco usos
diferentes del infinito: geométrico-espacial, aritmético, analitico, descriptivo vy

nominativo.

Algo que nos Ilamoé la atencion del texto y que proponemos como primera observacién

es que si bien el término “infinito” es ampliamente usado a lo largo del texto, no es
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definido en forma explicita. Si se define el concepto de “conjuntos infinitos”, pero
después de ya haber utilizado el término con anterioridad. Ademas, tampoco hay una
distincion explicita por parte del autor de la consideracion de dos “tipos” de infinito, o
dos maneras de conceptualizarlo: el potencial y el actual. Esto implica que el
estudiante tiene que “lidiar” no s6lo con la construccion autonoma de un significado
para el término, sino también con el hecho de que no siempre se lo utiliza con el
mismo sentido.

Por otra parte, dado que el contexto de significacion del texto analizado es el Analisis,
a priori supusimos que detectariamos mayormente al infinito potencial pero ello no fue
asi. Si bien el infinito potencial estuvo presente, identificamos también el infinito
actual, en varias ocasiones. De hecho, cuando el infinito detectado era el potencial,
otra manera de interpretar el texto nos conducia a detectar también el infinito actual.
Sin embargo, encontramos situaciones en las que estaba presente Unicamente el
infinito actual.

Encontramos que esto puede ser un problema a la hora de la ensefianza, debido a que
mayoritariamente los estudiantes tienen una concepcion potencial o finitista (reportado
en el trabajo de Acosta et al (2014)) pero los textos, incluso el que podia prestarse para
una mayor cantidad de situaciones en los que el potencial fuera el tipo de infinito
presente, priorizan la concepcion actual. Este hallazgo nos permite afirmar que
encontramos un divorcio entre lo que los estudiantes traen como ideas previas y lo que
los textos plantean sobre el concepto de infinito.

Lo anterior nos conduce a reflexionar sobre las siguientes interrogantes, ¢qué
significados estan asociados a lo que se plantea para el estudiante lector, ese simbolo?,
¢tiene un significado asociado?, ;cual?, ;como interpreta un estudiante un cierto
“simbolo” que se introduce para cerrar brechas, para formalizar mejor? No es nuestro
objetivo investigar como el estudiante lo conceptualiza porque excederia el alcance de
la tesina. Pero consideramos importante resaltar que en el texto no se trabaja
conceptualmente ni el infinito potencial ni el actual y al alumno se le exige trabajar
con ambos. Dejamos en evidencia el divorcio que existe entre los contenidos que en
cierta medida se exigen como conocimientos previos (a pesar que en ningun afio de
formacidén media basica y media superior se aborda) y los contenidos que se plantean
sobre el infinito en este libro.

Consideramos que no es una casualidad que el libro de texto seleccionado haya

reflejado una de las conclusiones mencionadas en Acosta, et al. (2014) respecto a la
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convivencia de ambos tipos de infinitos (en este caso, no en las concepciones de
estudiantes sino en los libros de texto). El hecho de que en los estudiantes coexistan
esas diferentes concepciones es fruto, en parte, de como es presentado el dme. Si esas
diferentes concepciones coexisten en los textos e incluso sin hacerse explicitas,
entonces seré de esperar que se transfieran a los estudiantes.

Por otro lado se evidencid que no esta presente la concepcion finitista del infinito en
este libro de texto. Si bien explicar la existencia de esa concepcion en los estudiantes
requeriria de otro estudio, pensamos que la misma podria explicarse por los aspectos
extraescolares del infinito.

Respecto a los usos del infinito, vale aclarar que fue un gran desafio intentar
identificarlos. Los usos del infinito que observamos como posibles a partir del acotado
andlisis realizado son: aritmético (utilizado para comparar o bien como un elemento de
un conjunto), nominativo (utilizado como sustantivo que nos permite nombrar o
definir objetos), descriptivo (utilizado como adjetivo para brindar caracteristicas),
geometrico-espacial (brinda una ubicacion espacial) y analitico (aparece como

resultado a posibles operaciones).

Entendemos que con este proyecto brindamos herramientas para seguir explicitando
parte de lo que se pone en juego cuando el infinito aparece, escondido, en el aula. Y
asi reflexionar sobre como los diferentes tipos conviven en el dme. Lo que
presentamos fue solo con el fin de ejemplificar y mostrar que “funciona” el modelo

creado, pero queda mucho por hacer.

Confiamos en que este trabajo sirva como base para futuras investigaciones en las que
se amplie el estudio de textos o se analicen otros componentes del dme, lo que
permitiria confirmar, o no, la pertinencia de los tipos de infinito y los usos detectados

en textos y otros aspectos del dme.

Consideramos, ademas, que este tipo de investigaciones genera aportes no solo a la
interna de la comunidad de investigadores de ME sino también para la ensefianza. Al
momento de disefiar textos u otros componentes del dme, se deberia tener en cuenta
que el concepto de infinito admite diferentes usos, que responden, a su vez, a
diferentes tipos o concepciones del infinito. En los estudiantes esta presente

mayoritariamente el infinito potencial, si queremos ampliar sus concepciones respecto

Cursillista: Florencia Rivero Pdgina 47




Diploma en Matemdtica—Mencién ensefianza
Instituto de Perfeccionamiento y Estudios Superiores - CFE/ANEP-UdelaR

al infinito, es importante tomar eso en cuenta para no generar mas divorcios entre lo

que los estudiantes “traen” y lo que se presenta en el dme.
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